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SOBRE EL TEOREMA DE HAHN-BANACH EN ESPA
CIos LOCALMENTE K-CONVEXOS

JAIME SEGUEL CANPODONICO

I. CUERPOS ESFERICO - COMPLETOS.

Sea K un cuerpo, K se dice no - arquimedianoc si
U : K = R tal que

(v1) v (a) > O

(v2) v (a) = 0 <=> a =0

(v3) v (aB) = ¥ () ¥(B;

(vu) v (a+B) < mdx { ¥ (a) , ¥ (8) }

Anotamos $(a) = fa| y la llamamos valuacidn no
arquimediana sobre K.

Nétese que (V1i), (V2) y (V3) son propiedades del
méddulo complejo. De ellas (tal como en el caso complejo) se
desprenden

(4 g | =z @
(2) b-1 | = 1
(3) | -0 | - | el
Ademds de (V&) podemos implicar : |o+ B|<|a|+]|8]

o sea, | | es una norma sobre XK.
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Tenemos ademds la siguiente propiedad

(s) faf < ] 8] > |a+tgl = |8]
In efecto: de (Vu) la+8] < | B |
si suponemos la-+B| < | B |
entcnces: I B |= |a-+6 -0 ]
<mix { [a+B] |-a] }
o sea 8] < Ja B | 8 ] < ||
lo que es contradictorio. #
(k, | |) es un espacio topolégico y las vecinda-

des basales de a o ¢ k

son los discos abiertos:

O

B (ac) = {0 e K/ |a - a0 | < p}

Los discos cerrados serdn llamados, brevemente
discos.

B (ao) = { a e K/ |a -ao < rt}

es el disco cerrado de centro ao vy radio r:

PROPOSICION 1 :

B, (e )N Bp (ay,) # 8 A r.§ r,
Br‘1 (al) < Br2 (a2)
Dy
@ e B, (ai) N Br2(02)
sean:
a & Brl (ai)
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. k3 %
entonces : ]u-a2| =m;-a1) + (ai-~a ) + (a - a,) |
. # *
$ ma*_,{ |°"'“1i ’ |a1-a [ s Ia ‘agi }
< r'2
#
Se sigue de esta proposicién que : Dada una fa-

milia finita de discos tal que dos cualesquiera de sus ele -
mentos tienen interseccidn no vacia, entonces la intersee -
cidén sobre toda la familia es no vacia. Realmente, ella pue
de ordenarse totalmente por la inclusidn.

Es claro, también, que si B es una familia arbi-
traria de discos tal que dos cualesquiera de sus miembros,
tienen interseccién no vacia, entonces, (B » ) es totalmen-
te ordenado; sin embargo, A

8
[}

B e B
puede ser vacia a menos que K satisfaga un cierto regquisito
de completitud. Esta observacidn motiva la ciguiente defini
cidn :

K, se dice esférico - completo si: "Toda familia
de discos en K, tal que Ia interseccidn de dos cualesquiera
de sus miembros es no vacia, tiene interseccidn no vacia'.

PROPOSICION 2 :

K esférico - completo => K J | - completo.
D |
sean: (a, ) sucesidn | | - Cauchy en K
Bh = {aeX /| a -a | ¢ méx| a - ak+1! }
k zn
entonces an+i € Bnﬂ Bn+1
ademds: mix Iak - uk+1| > méx |ak— ak+1|

k =n k > n+l
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de donde : anD Bn+1 . ¥n.

En consecuencia : B_ /N B F

n ! n y ¥n, m.

Luego, como K es esférico-~completo: N B_ # ¢

ne N 2
sea a £ N B
o ol
ne N
Obviamente: a > a en ] | .
n o
#

Examinamos a continuacidn la clase de sucesiones
que va ligada a esta nocidn de completitud esférica.

Una sucesidn ( a ) en K se dice pseudo convergente.

PROPOSICION 3

Si ( an) es pseudo convergente; entonces:

noeomo=> Py T 9q ’ - |an+1 " %n
DM
pen ol om o= !am B n+1| lcLr1+1- “n |
pero: @ - e | =1 (a_- @ +1) + (un+1 - a_ )|
|an+1 " %n |

esta Gltima igualdad gracias a (5).
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Se llama pseudo-limite de la sucesién pseudo-con
vergente ( @ ), a un elemento o & K tal que :

- - —_ .%[
IGo “n | Imn+1 an g i
TEQREMA :
Para que K sea esféricoc - completo es necesa -
rio y suficiente que toda sucesidn pseudo - convergente en K,
tenga un pseudo - limite,
DM
Suponiendo K esférico - completo y ( an) pseudo - con -
vergente en K,
: = : - < i
sea B_ {e ek / |a a | < | Cogt T O | 3}
sean ¢ m, n e N
si : n<m, a - e | =|a - o«
n+1 h

o sea : Bm/\ B £ 8

n
de la hipb6tesis : {\Bn £ 8
ne XN
sea : a_ € A Bn
Supongamosd: , - € N tal que ’GO = O | < }“n 39 %g
o o )
Entonces @ lag -a iy | =] (o 0o (e _a ) |
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= o - i }
N e 2 @ | (gracias a (5).
o o
Ahora, de :
n < n_+ 1 <n + 2 < n + 3
°© o} o]
se tiene : |a0— . +2| =] (¢ - a v1) F e ma )]
o o
= @ - I - >
| (an o +1) + (a 17 9 +2), [an o +1|
o o o]
“h v 2" % o4 g |
o o
© sea : a_ ¢ Bno+ » 3 Llo que es contradic

torio.

Supeniendeo gque toda sucesidn pseudo-convergente
admite un pseudo-limite, sea £ wuna familia de discos tal
que dos cualesquiera de sus miembros tienen interseceidn no
vacia; entonces ( 8, C) es totalmente ordenado.

sea T el radio de B e B
B
y sea : v = inf r
Beg B

a) ( 4B ¢ B tal que r = r

Entonces : J B
o

b) I'E(B ) ¢ B tal que r s T
n B
n

Si a) B = B # g
BepBR



Si b) = i8 ]
Si y (un) sucesidn tal que a € Bn y ant Bn

si1 n < m< s,
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+1

entonces:

- B B
a, € Bs < y e € a
luege
- <
la - o | s ry
m
Ahora o B
n m

: >

0 sea fum e I Ta
m

de donde : |as- o I < ]an'- « I
. _:(an} es pseudo-convergente
sea @ su pseudo limite.

. - = - <
luego ‘ao o i [an+1 o | Z s ¥n

n
Por lo tanto @ a € B 5 ¥n
o] n :
de donde ao £ (\ B
BeB

Ir. ESPACIOS LOCALMENTE K -~ CONVEXOS.

Un espacio vectorial topoldgico es un espacio vec
torial dotado de una cierta topologia t que hace continuas las
operaciones de adicidn vectorial y producto de escalar por

vectory v se dice,
lineal de E.

en ese casc, compatible con la estructura
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Una clara consecuencia de la continuidad de 1las
operaciones antes mencionadas es el par de hechos siguientes:

(A) 8i U es vecindad de 0 en E, x + U es vecin
dad de x £ E. -

(B) Si U es vecindad de 0 en E, AU es vecindad
de 0, X escalar.

Un mode de definir estas topologias es a partir
de la base del filtro de vecindades de 0, o del filtro de ve
cindades de 0. -

Al respecto, en teoria de espacios vectoriales
topolégicos, se tiene el resultado fundamental siguiente:

"Un filtro Ef en un espacio vectorial E, es el
filtro de vecindades de 0 de un topologia compatible con
la estructura algebraica (o linea.) de E si y solo si:

1) 0 U, VO e &

2) ¥U € %5, 4 v e'} tal que: V + V

3) ¥U ¢ ?:, i A escalar, ¢ 0, AU ¢ F
) ¥U e F , 4 es abscrbente

5) %U E'E: . 3V equilibrado.

La obsorcién y el equilibrio son dos buenas pro-
piedades geométricas, indispensables para asegurar la conti-
nuidad del producto externo.

+ /.‘U 3
Un filtro 7 que satisface ademds:

8) U e ’f , 3 NV<CU, VvV convexo
se llama convexo,

Un espacio vectorial topoldgico dotado de una to
polecgia definida por un filtro que satisface de (1) a (6),
es llamado localmente convexo.

Para espacios localmente convexos se tiene el re
sultado siguiente :

"La topologia de un espacio localmente convexo
puede definirse en base a una familia de semi-normas { pi /

Ael' } ; entendiendo por tales aplicaciones subaditivas v ho-
mogéneas de E en R" .,

Para el caso en que XK es no-arquimediano estable
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cemos el resultado andlogo. Partiendo de la nocidn de K con
vVexo.

Sea £ un espacioc vectorial sobre un cuerpe no-ar
gquimediane K. 3 S € E se dice XK-convexo si :

¥x, vye8, ¥12 , v € KX tales que : ‘A] g 1,!u] £ 1 se tiene

Ax + pye S.

Notese que un K-convexo es equilibrado (tomando:
u = 0)

Teorema 1 :

[7/p3Re]
e
o
"
=

Si 8 <« E, 8 K-convexo; entonces S=
DM:
- )
si § # ¢
o
Sean : X © §

U vecindad de 0 tal que x + U < 8

si : y € $5; entonces : vy - x =y + (-1)xe S
ademds 1 ¥u e U |, ¥ + 4 £ §
luego : y +u = (y - x) + (x + u) € §, $ue U

o)
Ejemplo en que 8§ = §

Sea Kn. a. y sea E {( a) /e €ex, 0 = 0

salvo para finitos n }
sobre E consideramos la topologia ‘nducida por la norma:
| _ -
( ai) + i‘(&i)ll = méx |a.]
Entonces (E, | i|) es un espacio vectorial

topoldgico.

Sea 8§ = { (ai) € E/ [aiL < p %, ¥ie N } , donde
g > 1, real, tal que: Vne Z /, Ain=< K tal que '
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i

o | o™ . ( p existe, si c € K tal que |al= p > 1)

Consideremos la sucesidn (xn) tal que:

x = ( a ,) , donde
n ni
o si i #or
%ai (
!
| -n .
P si i =1
Asi fxn | = o " , %neN

de donde : (xn ) => 0

Pero, ¥nseN, X €eS; lo que significa que hav una

vecindad de 0 que no esta contenida en S.

.+ 0 no es punto interior de S
o
.8 = P

Es sencillo comprobar que la interseccidn de una
familia arbitraria de K-convexos es un K-convexo, Se defi
ne entonces la cdpsula K-convexa de S, C(S) como el menor
K-convexo que contiene a 8.

Teorema 2:

Si S es abierto : C(S) es abieérto.

8§ wvecindad abierta no vacia.

S & C(8) = C(8) # ¢
o
por teorema 1: C(S8) = C(S)

#

Una topologia compatible con la estructura lineal
de E se llama localmente K-convexa, si tiene un filtro de
vecindades de 0 formado por conjuntos K-convexos. En ese ca
so I se llama localmente K-convexo. -



Se llama semi-norma no arquimediana sobre [ a
aplicacidn p : E =+ R que satisface:

SN 1) p (Ax) = [rlp (x)

SN 2) p (x + y) £ mdx {p(x), p(y)}

Teorema 3:

Sea S C E, K-convexo v absorbente yv p : E » F
. - . 3 s
la aplicacidén definida por

p (x) = inf |4
X€eAS
Entonces :
1) P, es una s.n.n.a. sobre E
2) 8i S contiene un punto interior P, es conti
nua.
DM.

1) SN 1) axel S > xska'ls

asi: P (ax) = inf { |Ax] / axers }

- -
inf { |x] / x ¢ @ » 8} : haciendo B= B n

inf { loB| /7 x e B S}

lal inf { {B] / x € B S}t= |af Py (i)

SN 2) Sean A,, A, e K puntos que

X € A S , ¥y e X, S

o
entonces : si |A,| = mdx { [x,] IAOI }
; - -1
se tiene: lo Ao 81 + 1 A" so € 8, ¥s31, s; £ €

o sea : A, Azl S 4 A \51 S « s

Luego : AO S + A; S < Ay 8
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en consecuencia : X + y € Ap 8
Sy (x vy < ] oagl=max LAl Al 3
2) Es consecuencia inmediata de 1) y Teorema 1).

ITI. TEOREMA DE HAHN -~ BANACH.

Ingieton, A.W, en "The Hahn-Banach Theorem for
non - Archimedian valued fields" (Pric. Cambridge Phil. So-
ciety 48, 41 - 45); ha demostrado que: si E espacio vecto
rial normado no arquimediano y si K es esférico - completoy
entonces para una aplicacidn lineal continua de un sub-espa
c%o vectorial M de E en X, una aplicacidén lineal continua

T de E en X, que satisface las condiciones siguientes:

%

1) T (x) = T (x) ¥ x e E
. %
2) sup Il Xl /i x [l =sup fT O /7 x|l
XEM,x#0 XEL ,x#0

Este resultado es la base del Teorema de Hahn -
Banach que se expone mids adelante., Previamente veamos el
Siguiente teorema :

Teorema 1

Sean E y F espacios localmente K-convexos y
T : E > F wuna aplicacidn lineal. Para que T sea continua
es necesaric y suficiente que para toda semi-norma n.a. con
tinua q sobre F, exista una semi-norma n.a. continua p. so-
bre E y CeR , ¢>0 tal que

qg (T (x) ) £ ¢ oplx), ¥xe E.

DM,

La suficiencia dela condicién es evidente. Para
demostrar la necesidad, sea q una s-n. n.a. v continua so-
bre F. Entonces existe una s-n. n.a. y continua p sobre E
tal que:
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¥xeE , p(x) g 1 implica q (T (x) ) g 1

sea p <1, tal que ¥ne Z,3i, ¢ K con la pro-

piedad
Agl= 0% 5 sip(x) =0,
entonces p ( Apgx) = 0 ¥ne 2,
luego q (T (xqx) ) - pn (T (x) ) £ 1, ¥ne Z, de don
de: q(T (x) ) =0

Si p(x) # 0, Ine Z tal que

o < (p(x) L £ on+1

Entonces : p (A,x) = o p{x) < 1, luego
a(T(x x) ) = p" q(T(x)< 1, de donde:

alT (x) ) = p” q(T(x) ) o < o pix)

#
Suponiendo que E es localmente K-convexo y que K
es esfdrico-completo. En este casoc, se tiene el siguiente
Tecorema

Teorema 2 : (Hanhn-Banch).

Sean: M subespacio de E, p. un s-n.n.a. sobre E,

c>0 en Ry f: M-> K lineal tal que: | f(x)|se p(x)
VzeM
&
Entonces: £ : E =+ K lineal, que satisface:
*
1) £ (x) = f(x) VxeM

& .
2} |£ (x)] & ¢ p(x) VxeE

DM

Sea L = { =xeE / p(x) =0 }lyx » x la aplicacidn cangd
nica de E sobre .
E = E/L

Sea M la imagen de M en E.
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~ A

La aplicacién =z =+ | x || = p(x) es una norma n. a
sobre E .

Como xeM , pl{x) = 0 + f(x) = 0, se puede definir una
aplicacién lineal f de ¥ en K mediante la férmula

f (x) = *Ff{x) , ¥x M.

Se tiene que: |f(x)| =| £(x)| < ¢ p(x) = ¢ Hxﬁ, ¥xeM

Luego del resultado de Ingleton, es posible afirmar la
existencia de 1na aplicacidn lineal

ES =1: -~
£f : E —>K que satisface
-~ oz -~ ~ EN - ~ ~
1) i (x) = f (x) ¥xeM
~ * ~ ~ ~ ~
2) | # (x)! < ¢ | x| ¥xeE
La aplicacidn de £ . E + K , definida por
ale ~ o A
£ (x) = f () es la funcidn buscada.
Teorema 3
Sea M subespacio vectorial de E y f una aplieca -
cidn lineal continua de M en K. Entonces existe
% %
f : E =+ K tal que: £ (x) = Ff(x), ¥xemM
DM
Por teorema 1., una semi-norma n.a. continua p sobre

Ey ceRy ¢>0
tal que: F(x) & cp(xr), ¥xeM.

Por teorema 2., es posible extender f, en la apli

ot

cacién f buscada.





