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Abstract 

En este articulo desarrollamos un algoritmo cuasi-Newton de pun
tos interiores para la resolución de problemas semi-infinitos no lin
eales. Usamos una estrategia de discretización &asada en el concepto 
de aproximaciones consistentes, la cual genera una sucesión de prob
lemas aproximados que convergen Epigráficamente al problema orig
inal. Además se construye una función de optimalidad que resulta 
natural para métodos de Newton y se demuestra que todo punto de 
acumulación de la sucesión de puntos estacionarios correspondientes 
a la sucesión de problemas aproximados es un punto estacionario del 
problema original. 

El uso de esta técnica de aproximaciones consistentes en con
junción con una estrategia de discretización diagonalizante y de fil
trado de restricciones es ilustrada con ejemplos numéricos. 
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{P(Uk)} k E N tal que cuando Uk --+ U, k --+ oo, P(Uk) se aproxime a 
P(U). En estas circunstancias cada problema P(Uk) está definido por: 

Min{f(x)jx E X(Uk)} 

donde 

.X(Uk) = {x E Xo/gi(x)::; O, c/Jj(x,u)::; O; i E/, j E J, Vu E Uk} 

La resolución de los problemas P(Uk) se ejecuta bajo un esquema de 
Diagonalización ver (Ref.[2,7,23a]), es decir, el algoritmo que resuelve cada 
uno de los problemas ejecuta un número finito de iteraciones hasta que 
cierta condición dada apriori es satisfecha, y luego la última iteración es 
usada como punto de partida para el próximo problema P(Uk+I)· 

En este trabajo cada problema de finitas restricciones P(Uk) es resuelto 
por un algoritmo Quasy-Newton de puntos interiores correspondiente a la 
familia de algoritmos desarrollados en (Ref.[8]) . Para la generación de cada 
problema P(Uk) proponemos un algoritmo externo el cual denominamos 
de Algoritmo Maestro y la resolución numérica de este es ejecutada por un 
algoritmo Interno que corresponde al antes mencionado. 

En la presente sección presentamos el concepto de consistencia asociado 
al uso de la técnica de Diagonalización en la solución de problemas de 
programación no lineal. En general se definen dos conceptos de consistencia 
uno relativo a la convergencia de los problemas aproximados P(Uk) con 
respecto al problema P(U), y otro relativo a la convergencia de los puntos 
estacionarios de P(Uk) con respecto a los puntos estacionarios de P(U). 
Esto último es interpretado a través del concepto de función de optimalidad. 

2ol. Aproximaciones Consistentes 

A continuacion presentamos un resumen de las principales definiciones y 
resultados relacionados con el concepto de aproximaciones consistentes in
troducido en (Ref.[22c]). 

Sea "B" un espacio vectorial normado, con norma !1 11- Consideremos 
el problema de programación no lineal P): 

P) 
Min{f(x)jx E X} 
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1.- Calcular Xi+l E A(xi) 
2.- Si Bn(Xi+I) :::; rr(n) y 'lj;n(x) :::; O'(n) haga �x�~� = Xi+I, n = n + 1 
3.- Haga i = i + 1 y vaya a (1). 

Observación.-
En el paso (1) la función A : Rn ---+ P(Rn) es una multifunción que 

representa en este caso un algoritmo de Programación Matemática aplicado 
a Pn. 

La diferencia sustancial con el Modelo propuesto en [22c], radica en la 
introducción de la función O'( n) la cual puede reflejar una sucesión para 
métodos de Penalización, o una sucesión de parámetros para métodos con 
aproximación de funciones o simplemente puede indicar una medida de 
la magnitud de la malla, para métodos que usan discretización, como es 
nuestro caso. 

Teorema 2.2.2.-
Si la Suposición 2.2.1 es satisfecha, y existe una función decreciente 

positiva O'(n) convergente a cero tal que paran 2: n0 , no E N. Todo punto 
de acumulación x de la sucesión {xi}, í E N construida según el Algoritmo 
Xi+I E A(xi) satisface Bn(i) = O y 'lj;(i) :::; O. Consideremos además las 
sucesiones { Xi} y { �x�~�}�,� construidas por el Algoritmo Modelo. 

i) Si la sucesión { x;J es finita, entonces la sucesión { xi} no tiene puntos 
de acumulación. 

ii) Si la sucesión { x;J es infinita, entonces todo punto de acumulación 
i de {x;J, satisface B(i) =O y 'lj;(i):::; O. 

3. Implementación. 

Basados en el Algoritmo Modelo de la sección anterior, en esta sección im
plementamos dicho modelo para el problema de Optimización Semi Infinito: 

P(U) ) 
M in{ f(x) 1 x E X(U)} 

donde 

X(U) = {x E Xo 1 9i(x) :::; O, <fJJ(x, u) :::; O; i E I, j E J, "iu E uJ} 

j, 9i : Xo ---+ R; r/Jj : X 0 x UJ ---+ R funciones ; UJ �~� RrnJ conjuntos 
compactos, mj E N, 1 U1 

1 = oo, "i j E J ; I, J �~� N conjuntos de cardinalidad 
finita; Xo �~� Rn. 
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De esta manera se genera una malla para el conjunto U, definida por: 

U[h] = I[h] n u 
Sea U[hk] �~� U una discretización o malla del conjunto "U" se define y 

denota por d(U[h]) a la densidad de malla 

d(U[hk]) = max{ min 11 u- u* 11 }. 
uEU u'EU[hj 

Nótese que cuando d(U[hk]) __.... O, con hk __.... O, 11 u - u* 11_.... O, =* 
U[hk]___. U. 

En lo sucesivo denotaremos los problemas P(Uk) por P(U[hk]) para ser 
consecuentes con la notación anterior en que hemos cambiado la malla Uk 
por U[hk] donde {hk} �~� Rm, k E N es una sucesión de vectores que definen 
el paso en la discretización tal que hk __.... O cuando k __.... oo. 

A continuación demostraremos las hipótesis requeridas en la Suposición 
3.1 para justificar la validez y aplicabilidad del Algoritmo Modelo y también 
para definir la implementación en sí. 

Suposición 3.Ll-

a) Para todo i E I ; j E J, las funciones gi, c/Jj son dos veces diferencia
bies y continuas, respecto al primer argumento, y c/Jj es continua respecto 
al segundo argumento. 

b) Para todo i E I; j E J, \lgi(-), \l2gi(·), Y'xc/Jj(-, ·), Y'xxc/Jj(-, ·)son 
funciones continuas. 

Teorema 3.1.2.-
El problema P(U[hk]) converge Epigráficamente al problema P(U). 

Demostración.-
Por definición hemos tomado fk(x) = f(x), además como X(U) �~� 

X(U[hk]), \/k E N dado x E X(U) :=:;. x E X(U[hk]) en consecuencia 
podemos definir una sucesión {xk}, \/k E N por Xk = x, \/k E N, es claro 
que Xk __.... x y además como fes continua, limfk(xk) = limf(xk) = f(x), 
lo que demuestra la parte (a) de la Definición 2.1.1. 

b) Sea {xk}, \/k E N una sucesión tal que Xk E X(U[hk]) y Xk __.... x 
cuando k __.... oo como 

gi(xk) :S: O,y c/Jj(xk, u) :S: O, \/u E U J[hk], i E J, j E J y U J[hk] __.... U j 
cuando k __.... oo. Por otro lado de la continuidad de gi, c/Jj se tiene que 











Algoritmo Cuasi-Newton paro Progmmación Semi-Infinita 113 

Algoritmo Maestro 

Datos. -Seleccione sucesiones {hk} �~� Rm, k E NU{O}, hk >O, hk---+ O, 
k---+ oo; {t:k} e R, k E N U {0}, Ek >O, Ek ---+O, k---+ oo, a : N---+ R+ 
función decreciente, tal que a( k) ---+ O cuando k ---+ oo. S = 0, R = 0, 
xo E Rn, rE [0, 1). 
0.- k= O; n = 1 
1.- Si a(k) ::; r pare. Dado U J[hk] e U J,j E J haga S SU[U 

A(UéJ(xk))], R =U Ut/(xk) 
k . k 

) 

2.- Determine D[hk] �~�R�U�S� si D[hk] = 0 haga D[hk] =U U J[hk] 
j 

) 

3.- Encuentre una solución xk+I de P(D[hk]) tal que Bn(xk+I) ::; rr(k) 
existen dos posibilidades: 

i) Si {max max c/Jj(xk+I, u) /u EU U J[hk]} :S: a( k) haga �:�r�~� = xk+!; 
u ) j 

k= k+ 1, n = n + 1 y vaya a (1) 
ii) Caso contrario vaya a ( 4) 

4.- Haga D[hk] = D[hk] U{ u*}, S= SU{ u*} donde 

c/J(xk+I, u*)= �m�:�x�~�a�x�{�c�/�J�j�(�x�k�+�I�'� u)/ u EU U j[hk]} 
) 

y vaya a (3). 

Teorema 3oLlOo-
El Algoritmo Maestro resuelve el problema P(U[h,J) en finitas itera

Ciones. 

Demostracióno-
Es suficiente probar que dado "k", k E N, un número finito de pasos 

(3), (4) conduce a la solución de P(U[hk]). En efecto esto se consigue del 
hecho que en el paso (4) D[hk] �~�U� U J[hk] es aumentado en un punto 

j 

u* EU U J[hk] y 1 U U j[hk]l < oo. D 
j ) 

Observacióno-
Cuando U U J[hk], j E J es reemplazado por D[hk] la solución del 

j 

problema P(D[hk]) tal que Bn(xk+I) ::; a(k) no necesariamente resuelve 
el problema P(U[hk]) en el sentido que se cumpla la condición {max rnax 

u j 

c/Jj(Xk+!• u)/u E U[hk]}::; a(k). 
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(ii) Calcule ( d1 , ..\L ..\D resolviendo el sistema lineal. 
Bd1 + Y'x4>(x,uY..\l + V'g(x)t �.�.�\�~� = -V'f(x) 
A(V'<P(x, u), V'g(x))td1 + diag(4>(x, u), g(x))t(..\L �.�.�\�~�)� = -Aw 

(iii) Si (d1 )V'f(x) >O, haga 

p = inf{ 'P 11 d 11
2

, (a- l)(d)V' f(x)j(d1 )V' f(x)} 

De otra manera 

(iv) Calcule la dirección de búsqueda 

2. - Búsqueda lineal 
Calcule t, el primer número de la sucesión { 1, v, v2 , v3 , ... } que sat-

isfaga 
(i) J(x + td2

) ::::; J(x) + tr¡V' J(x)d2 y 
(ii) <t>(x + td2 , u) <o si ..\r �~�o� 

g(x + �t�~�)� < O si �.�.�\�~� �~�O� 
ó 
(iii) 4->(x �+�t�~�,�u�)� :S 4->(x,u) 
g(x + �t�~�)� :S g(x) de otra manera 

3. - Actualizaciones 
(i) haga 

y defina un nuevo valor para 

X= X+ td2 

w >O; ..\>O; B(d.p.) 

(ii) haga k= k+ 1 y vaya al paso (1). 

El algoritmo en el paso (2) ejecuta una búsqueda lineal inexacta basada 
en el método de Armijo para optimización irrestricta, junto con hacer 
prevalecer la condición de Goldstein para conseguir convergencia global. 

En condiciones habituales de regularidad para las funciones "f" y "4>" 
la conducta asintótica del algoritmo se torna interesante ya que se puede 
obtener tasa de convergencia superlineal o cuadrática. 
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4. Resultados Numéricos. 

Presentamos algunos resultados númericos de problemas que se encuentran 
en la literatura (Ref [23, 27, 28, 29]). El Algoritmo Maestro se programó en 
Matlab y fue rodado en un Micro Computador 486. 

Parámetros en el Algoritmo Maestro 
A) Problemas uni- parámetricos, u E [a1 , b1] e R 
vector de paso 

a( k)= sk = hk, k= 2, 3, ...... 

Condición de parada: a(k):::; 10-3 

B) Problemas bi-parámetricos, u E [a¡, bl] x [a2, b2] �~� R2 

vector de paso : 

a(k) = t:k =11 hk 11 =,k= 2,3,4 ..... 

Condición de parada: a(k) :::; 10-2 

Parámetros en el Algoritmo Interno 

Q = 0.8, 1J = 0.8, p = 1, E = 0.1 

Los siguientes problemas fueron seleccionados : 
Problema l.

U= [0, 1] 
f(x) = l / 3xf + �x�~� + 1/2x¡ 
qy(x, u)= (1- u2xi) 2 - u2x¡ - �x�~� + x2 

Punto inicial : x0 = ( -1, -3) viable 

Solución : x• = ( -0.74991, -0.618058) 

f(x*) = 0.194496 

Punto inicial : xo = (0, O) no viable 
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Solución 

Problema 2.
U = [0, 1] 
f(x) = xr �+�x�~� �+�x�~� 

: x* = ( -0.750002, -0.618909) 

f(x*) = 0.19454 

c/J(x, u)= Xl + X2 eux3 + e2u -2sen(4u) 

Punto inicial : xo = ( 1, 1, 1) no viable 

Solución : x* = ( -0.2126,-1.3608, 1.8541) 

f(x*) = 5.3347 

Punto inicial : xo = ( -9, 1/2, -5) viable 

Solución 

Problema 3.
U =[O, 1] 

n 
f(x) = L exi 

i=l 

: x* = ( -0.209925, -1.37087, 1.85278) 

f(x*) = 5.34007 

n 
c/J(x, u)= 1/(1 + u2)- L Xiui-l 

i=l 
Paran= 3 

Punto inicial : xo = (1, 0.5, O) viable 

Solución : x* = (1.00533, -0.105815, -0.39817) 

f(x*) = 4.30382 

Punto inicial : xo = ( -1, 5, 3) no viable 

Solución : x* = (1.01084, -0.147015, -0.322512) 

f(x*) = 4.310058 
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Problema 4.-
U = [0, 1] x [0, 1] 
f (X) = XI + �X�~� + �X�~� 
cp(x, u)= x1(u1 �+�u�~�+� 1) + x2(u1u2- �u�~�)� +x3(u1u2 �+�u�~� +u2) + 1 

Punto inicial : xo = (2, -1, 1) viable 

Solución : x* = ( -1.00028,0.00298- E004, -0.181- E007) 

f(x*) = 1.0000189 

Punto inicial : xo = (0, 1, -1) no viable 

Solución : x* = ( -1.00049, 1.55429- E006, -1.55429- E006) 

f(x*) = 1.000097 

En la tabla 1 se presenta un informe respecto a la evaluación del número 
de funciones y el número de gradientes de las funciones que ejecuta el 
Algoritmo, para ello usamos un índice compuesto referido en (Ref. [22c]), 
el que esta dado por la siguiente expresión: 

NT=NF+nNG 

donde 
N F = número total de evaluación de funciones 
NG = número total de evaluación de gradientes 
n = número de variables 
Además se incluyen los siguientes parámetros: 
N R = número máximo de restriciones con que resuelve el Algoritmo 
iter = número de iteraciones 

Tabla1 
problema n iter NR NF NG NT 

....... l.. ... 2 18 .2 .. 198 162 522 

....... 2 .... 3 26 14 286 234 988 

........ 3 .... 3 43 99 473 387 1634 

........ 4 ... 3 18 21 198 162 684 
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Observación 
1) Debido a la falta de memoria del computador, se debió fijar tolerancias 
que permiten error de truncamiento no muy apropiado para alcanzar una 
solución mas precisa. 
2) Puede observarse que para un mismo problema no se obtiene exacta
mente los mismos resultados partiendo de dos puntos diferentes, la expli
cación de esto quizas se deba al hecho de que por la naturaleza de ser 
el Algoritmo Interno un algoritmo de puntos interiores; Continuamente se 
utilizó un algoritmo Fase-I dado por el problema de programación no lineal: 

Min wjw E R 

s.a </J(x, u)- w::; O 

Dicho problema no considera la función objetivo, lo cual hace que muchas 
veces los puntos no viables entren en la región viable con un crecimiento ex
agerado de funcion objetivo, de ahí la explicación de la diferencia obtenida. 

5. Conclusiones 

En este artículo hemos desarrollado un Algoritmo Cuasi-Newton de pun
tos interiores con el uso de aproximaciones consistentes para Programación 
Semi infinita, introduciendo una función de optimalidad que resulta natu
ral en general para métodos Cuasi-Newton. Adicionalmente incorporamos 
una técnica de filtado de restricciones bajo una estrategia diagonalizante 
que permitió disminuir drásticamente el número de restricciones y hacer 
mas eficiente el Algoritmo. Finalmente la robustez del Algoritmo Interno, 
unida a sus propiedades da convergencia superlineal (Ref. [8]) han permi
tido en el esquema de aproximaciones consistentes conservar dicha tasa de 
convergencia en cada uno de los de los problemas de la sucesión generada 
; como consecuencia de ello se presenta altamente competitivo en relación 
a los mejores algoritmos testados en (Ref. [27]). 

Una futura investigación es extender el uso de aproximaciones consis
tentes para métodos 

Cuasi-Newton en general. 
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