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INTRODUCTION 

La plupart des branches des Mathématiques se donnent comme 
but principal la classification des objets dont elles usent. Un 
exemple bien connu ( et non trivial) est celui de la classifica
tion des surfaces fermées orientables : le genre (i.e le nombre 
de trous) suffi.t largement a déterminer topologiquement ( et 
différentiablement) la surface. Mais déja en dimension 3 le 
probleme reste grandement ouvert et il l'est encore plus en 
dimension supérieure. Une maniere de l'aborder consiste a 
rechercher des invariants dans une catégorie ou le calcul est 
possible; par exemple la catégorie algébrique (groupes, an
neaux, espaces vectoriels etc ... ). Ce sont les méthodes de 
la Topologie algébriq1te qui permettent de faire cela. L'un 
des invariants les plus connus consiste a associer a un espace 
topologique M une suite d'espaces vectoriels �(�H�r�(�M�,�I�R�.�)�)�r�~�o� 

appelée la cohomologie réelle de M. Cette suite peut etre 
calculée en usant d'objets particuliers sur M. Pour la plu
part des espaces il existe fondamentalement deux procédés 
de calcul : un, combinatoire, consistant a recouvrir M par 
des ouverts dont les intersections finies ont des cohomologies 
triviales pour r �~� 1 ( cette condition permet d'écarter toute 
obstruction au calcul global); c'est le point de vue de Cech. 
Un autre, dit singulier, passe par une triangulation de M. 

Mais si M est une variété différentiable on peut utiliser 
l'espac.e tangent en chaque point pour introduire un "autre 
invariant" ( a l'aide des formes différentielles) appelé la coho
mologie de de Rham de M et noté HbR(M). Il se calcule en us
ant fortement de la structure différentiable mais en réalité il ne 
dépend que de la topologie de M (en fait du type d 'homotopie ). 
Plus meme : HvR(M) est le dual de l'homologie singuliere, 
done isomorphe a H*(M, IR.). C'est le Théoreme de de Rham; 
certainement le résultat le plus marquant de la théorie. 

Si on suppose M compacte, alors l'usage d'une métrique 
riemannienne permet de calculer HbR(M) par des formes 
différentielles plus jolies que les autres appelées formes har-
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moniq1tes. D'abord elles sont "peu nombreuses" (elles forment 
un espace vedoriel de dimension finie) ensuite elles "sont déja" 
la cohomologie de de Rham (c'est le Théoreme de Hodge) : 
toute classe de cohomologie contient une forme harmonique 
et une seule. 

11 y a des espaces topologiques intéressants ne possédant pas 
de structure différentiable pour lesquels on a pourtant envie 
d'établir des théoremes du meme type. Beaucoup d'entre-eux 
apparaissent comme espaces d'orbites d'actions de groupes ou 
comme espaces des feuilles sur de vraies variétés différentiables. 
La connaissance de leurs invariants (de nature cohomologique 
par exemple) peut donner des renseignements sur ces actions. 

Le but de ce texte est de faire un léger survol sur la théorie 
de Hodge-de Rham dans le cas lisse et le cas singulier. Dans la 
premiere partie on donne les ingrédients essentiels qui perme
ttent d'énoncer et de comprendre (l'énoncé) du Théoreme de 
de Rham. On y présente aussi de fac;on breve et élémentaire la 
Théorie de Hodge dans le cas compact lisse. Dans la deuxieme 
partie on présente la cohomologie et la Théorie de Hodge L 2 

d'une variété riemannienne complete ainsi que quelques cal
culs explicites de formes harmoniques. Dans la troisieme par
tie on donne la définition de la notion de feuilletage, de struc
ture transverse avec beaucoup d'exemples afin de pouvoir in
troduire la Théorie de Hodge basique pour un feuilletage rie
mannien dans la quatrieme partie. 

PREMIERE PARTIE 

l. LE POINT DE VUE DE CECH 

Soient M un espace topologique et u = ( ui )iEJ un recou
vrement ouvert de M. 

1.1. Définition. On dira que U est un bon recouvrement si 
pour toute partie finie ( i 0 , . •• , ir) e I, l 'intersection Uio ... ir 
uio n ... n uir est contractile. 
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On dira que M est un bon espace si AJ possede un bon 
recouvrernent dénornbrable. C'est le cas si M est une variété 
différentiable paracornpacte. 

Dans toute la suite on ne considérera que les bons espaces. 
Soit M un tel espace avec un bon recouvrernent U= (Ui)iEN· 

Pour chaque r E N on pose 

et on note cr !'ensemble de toutes les fonctions réelles sur :Er. 
C'est l'espace vectoriel des cochaines réelles de degré r. On 
considere l'applicat.ion linéaire 

définie cornrne sui t : si f E Cr alors 8 f sera 1 'élérnent de cr+ 1 

tel que 

r+l 

8J(io,··· ,Ír+d = I)-l)k+1 j(io, ... ,ik,··· ,Ír+d· 
k=O 

On vérifie facilernent que 82 : cr-1 ----t cr+1 est nulle. 
A utrernent dit l'irnage Br de 8 : cr-I ----t cr est un sous
espace vectoriel du noyau zr de 8 : cr ----t cr+1 . Le quotient 

ne dépend pas du bon recouvrernent choisi U ( théorerne de 
Leray ). On l'appelle le reme espace vectoriel de cohomologie 
de Cech de M. 

1.2. Exemple de calcul. Le cercle §1 peut etre vu cornrne 
l'irnage de l'application 

a : () E lR ----t ei8 E C. 
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Soient U0 , U1 et U2 les ouverts donnés par (voir Fig. 1) 
U0 =a(] - 1-, 231r [), U1 = a(Ji, 431r [) et U2 = a(]1r, 21r[) 

Fig. 1 
Il est clair que =(U0 , U1 , U2 ) est un bon reeouvrement de 

§ 1 . On a 

�~�o�=� {0, 1, 2} 

et done C0 = JR3 ; ensuite 

�~�1� = {(0,1),(1,2),(0,2)}. 

D'ou C1 = JR3 . Comme �~�r� = 0 pour r 2: 2 , cr = O. Les 
espaees de eohomologie de Ceeh non nuls ne seraient done 
éventuellement qu'en degrés O et l. Nous allons les ealculer 
de maniere préeise. 

Tout élément J E C0 est déterminé par 3 réels J(O) = Jo, 
J(1) = J¡ et J(2) = h· On a 8J(i,j) =Ji- fi. Par eonséquent 
8 : C0 

---t C1 est l'applieation linéaire 8 : JR3 ---t JR3 définie 
par 

8(fo,!I,h) =(JI- Jo,h-!I,h- Jo). 

Son noyau est done le sous-espaee engendré par le vecteur 
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( 1, 1, 1) et son image est un sous-espacc de dimension 2 de JR3
. 

D'autre part b : C1 ---+ C2 est nullc puisque C2 = O. D'ou 

si r =O, 1 

si r· 2 2 

Désormais pour simplifier on supposera que 1\1 est une 
variété e= paracompacte (une classe de différentiabilité plus 
basse suffira ct comme on peut le voir au début du paragraphe 
qui vient, la différentiabilité n'est méme pas nécessaire). 

2. LE POINT DE VUE SINGULIER 

Rappelons nn peu comment est faite la cohomologie szn
guliere. 

2.1. Les chaines singulieres. On appelle simplexe standard 
de dimension r 1 'enveloppe coHvcxe des points { v0 , •.. , Vr} 
dans 1 'es pace euclidien lR7·+ 1 oú v k est le (k + l)eme vecteur de 
la base canonique. On le notera �~�r� ( voir Fig. 2). 

v, 

Fig. 2 
Une application continue qy : �~�r� ---+ M est appelée un r
simplexe singulier de M. Une r-chaíne singuliere (réelle) est 
une combinaison linéaire finie a coefficients réels de r-simplexes 
singuliers (ePi) : 
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L'ensemble e; des r-chaines singulieres est un espace vec
toriel réel. 

2.2. L'opérateur bord. Soient <P un r-simplexe et i E 
{0, ... ,r}. On définit le (r -1)-simplexe ai<P comme suit 
( voir Fig. 3) : 

·. ·------... ' 
(il,.p) ••• •• :~. 

Fig. 3 
On pose a = ¿~=O( -l)iai. Cet opérateur s'étend (par 

linéarité) en un opérateur a : e; ----t e;_1 . Un calcul facile 
a mener montre que a est de carré nul. 

Désignons par e5 le dual de e; et a' le transposé de a. 
Alors a' est encore de carré nul. Le noyau ZS(M) (les cocy
cles) de a' : e5 ----t e~+l contient done l'image B5(M) (les 
cobords) de a' : e~-1 

----t es et le quotient 

H$(M) = Z$(M)/ B$(M) 

est le reme espace vectoriel de cohomologie singuliere réelle de 
M. Par exemple en prenant la triangulation de la Fig. 4 sur 
la sphere § 2 



UN SURVOL SUR HODGE--DE RAHAM 71 

Fig. 4 
on peu t montrer que sa cohomologie singuliere réelle est 

sir= O ou 2 

Slnon 

3. LA COHOMOLOGIE DE DE RHAM 

3.1. Les formes différentielles. En tout point x E M, 
l'espace tangent a M, TxM s'identifie a un espace vectoriel 
réel de dimension n =di m M. La réunion 

TM=UTxM 
xEM 

peut etre munie d'une structure de variété e= de dimen
sion 2n (une dimension n qui vient de l'espace TxM et une 
autre dimension n qui vient de la variété M qui indexe). 
Un élément p E TM est de la forme (x,u) ou x E M et 
u E TxM. La variété T M est par définition le fibré tangent a 
M. L 'application 1r : T M ---7 M définie par 1r( x, u) = x est 
e= et vérifie 1r-

1 (x) = TxM; c'est la projection canonique de 
TM sur M. 
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Toute application e=, X : Jvf ---t T M vérifiant 1r o X = 

idM ( on dit section de T M) est appelée champ de vecteurs 
sur l'vf. Un champ de vecteurs X peut Ctre vu comme une 
dérivation sur M : a toute fonction j : M ---t IR. on associe 
sa dérivée X.f dans la direction de X. 

Lorsque M admet n champs de vecteurs X 1 , ... , xn tels 
que en tout point x E .!vfle déterminant det(X~, ... , X~:) =/:- O, 
il existe un difféomorphisme W : T M ---t M x IR.n tel que 
W x : Tx M ---t { x} x IR. n est linéaire et vérifie p o W = 7r o u 
p: M x IR.n ---t M est la premiere projection. On dira que M 
est isomorphe (via w) au fibré trivial. 

11 existe bien entendu des variétés qui ont un fibré tangent 
non trivial : la sphere § 2 par exemple sur laquelle il n'existe 
meme pas de champ de vecteurs partout non nul. Mais pour 
n'importe quelle variété M chaque point admet un voisinage 
ouvert U tel que la restriction de T Af a U est isomorrphe 
a u X IR.n (via un isomorphisme Wu ). On dit que Wu est 
une trivialisation locale de TM. Cette trivialisation locale 
permet de ramener les objets géométriques provenant de T M 
a des fonctions a valeurs vectorielles ( qui se manipulent plus 
aisément). 

Choisissons un ouvert U de M ( difféomorphe a IR.n) trivia
lisant TM. Alors en tout point x E U, le systeme de champs 

( aa , . . . , 8
8 

) consti tu e une base de 1' es pace Tx M. Tou t 
xl Xn 

champ de vecteurs X sur M défini sur U s'écrit 

n O 
X=~ ai(x)

L ax· 
i=l t 

o u les ai sont des fonctions e= sur u. 
Si h : M ---t M est une application différentiable, son 

application tangente h' induit une application linéaire h~ : 
TxM ---t Th(x)M en tout point x E M. 

Pour tout x E M notons A~ l'espace vectoriel (de dimension 
e~) des formes r-linéaires alternées sur TxM. L'ensemble 
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peut etre muni d'une structure de variété e= de dimension 
e~+ n; tout w E Ar est de la forme (x,wx) ou X est un point 
de M et Wx est une r-forme linéaire alternée sur TxA1. On a 
une pro jection 71' r : A r -----+ M définie par 71' r ( x, w x) = x. On 
dira que A* = EB;=O A r est le fibré en algebres extérieure,q sur 
M. Toute section w : M -----+ A r ( application e= vérifiant 
1rr o w = id M) est appelée r-forme différentielle sur M : Wx 

dépend di:fférentiablement de x. Une 0-forme di:fférentielle 
n'est rien d'autre qu'une fonction sur A1. L'ensemble des r
formes di:fférentielles ~Y(A1) sur A1 est un module (agauche) 
sur l'anneau e=(A1) = fl 0 (M) des fonctions réelles de classe 
e= sur A1. 

Tout ouvcrt U trivialisant TJ\1 trivialise le fibré Ar. Si 

( dx 1 , ... , dxn) désigne la base duale de ( a~ 1 , ••• , a~n) alors 

en chaque point x E U, (dxi 1 1\ ... 1\ dxir)I<i
1
< ... <ir<n est une 

base de A~. Toute r-forme di:fférentielle de:finie sur- U s'écrit 
alors 

w= 

ou les ail ... ir sont des fonctions e= sur u. 

3.2. La différentielle extérieure. Rappelons que si X est 
un champ de vecteurs sur M alors la dérivée de f E e=(M) 
dans la direction de X est donnée par 

(X.f)(x) = (df)(Xx) 

ou Xx est l'évaluation du champ X au point x E M. 
Si X et Y sont deux champs de vecteurs sur M, [X, Y] est 

leur commutateur. C'est un champ de vecteurs défini par sa 
dérivée sur toute fonction fE e=(M) par 
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[X, Y](f) = (X.Y)U)- (Y.X)(J) 

On vérifie facilement que si X, Y et Z sont trois champs 
de vecteurs sur Mona l'identité (dite de Jacobi) 

[[X, Y], z] + ([Y, Z], X] + [[Z, X], Y] =O 

Soit w E f.F(M). On définit la différentielle extérieure de w 

comme étant l'élément dw E f.Y+ 1 ( 2\.1) tel pour tout point x E 
M et tout systeme de r + 1 champs de vecteurs X 1, ... xr+I 

définis sur un voisinage de X l'évaluation soit égale a 

i=l 

¿)-l)i+iwx([Xi,Xi]x,X~, ... ,X~, ... ,x{, ... ,x~+ 1 ). 
i<j 

En écriture locale w = LI<i
1

< ... <ir<n a¡ 1 .. . irdX¡ 1 1\ ... 1\dx¡r 
cette formule se réduit a - -

n 

dw=L L 
i=ll~i¡< ... <ir~n 

L'application d est linéaire et vérifie cf = O. On pose 

Z[m(M) = Ker(d: f.F(M)-----+ ~y+ 1 (M)) 

et 

BÍJR(M) = lm(d: n[y-J(M)-----+ f.2ÍJR(M)). 

Le fait que J2 = O implique que B[yR(M) e Zfm(M). Un 
élément de Z[yR(A1) est appelé r-forme fermée et un élément 
de BvR(M) r-forme exacte. Le quotient 
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Hbn(M) = ZÍJn(M)j B0n(M) 

est le reme espace vectoriel de cohomologie de de Rham de la 
variété M. 

Nous venons de voir qu'il y a trois cohomologies (a pri
ori différentes) définies sur une variété. Toutes les trois co
incident en fait. Nous nous contenterons d'indiquer un seul 
isomorphisme : celui entre la cohomologie singuliere et la co
homologie de de Rham. 

4. LA DUALITÉ DE DE RHAM 

Nous aurons besoin d'une notion de simplexe un peu plus 
fine que celle qu'on vient de donner au paragraphe 2 et qui 
calcule encare la cohomologie singuliere de M. 

On dira qu'un r-simplexe 4> : .Ór ~ M est différentiable 
s'il existe un voisin~ge U llr de .Ór dans JRn+l et une applica-

tion différentiable 1> : U llr ~ M qui prolonge fj>. L'ensemble 
des chaines singulieres différentiables réelles est un JR-espace 
vectoriel qu'on notera c;:o. 

Soient w E ~Y( M) et 4> un r-simplexe singulier différentiable. 
On dé:finit l 'intégrale de w sur 4> par 

[ w = { fj>*w 
}.p }flr 

ou 1>*w est 1~ r-forme sur U llr image reciproque de w par 
l'application 4>. Par linéarité l'intégrale de w s'étend a toute 
chaine différentiable sur M. La propriété clé (pour la dualité 
de de Rham) de l'intégrale d'une forme différentielle sur les 
chaines est donnée par le 

4.2. Théoreme de Stokes. Soient e une r-chaíne différenti
able sur M et w une (r -1)-forme définie sur un voisinage de 
l'image de e dans M. Alors 

[ w=Jmu. Jac e 
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Nombreux sont les ouvrages ou on peut trouver une démon
stration de ce fameux théoreme. On peut consulter par exem
ple [War] p. 144. 

On a alors un morphisme 

I: fY(M)----+ (dual de C~) 

défini par 

I(w)(c) = ¡ w. 

Par le théoreme de Stokes I envoie forme fermée sur co
cycle singulier ( différentiable) et forme exacte sur un cobord 
singulier. 11 induit alors un morphisme a u ni vea u des coho
mologies 

I* : HÍJn(M)----+ H~(M, JR) 

Le résultat fondamental est alors le 

4.3. Théoreme de de Rham. I* est un isomorphisme. 

Sur Hñn(M) et H~(M,JR) on peut mettre des structures 
multiplicatives naturelles qui en font des algebres et I* est en 
fait un isomorphisme d'algebres. 

DEUXIEME PARTIE 

Cette partie sera consacrée a la cohomologie L 2 d'une variété 
riemannienne complete. N ous commencerons par donner la 
définition pour terminer sur des exemples de calculs explicites. 

Soit lD> = {z E C lzl ~ 1} le disque unité dans le 
plan complexe et faisons agir dessus le groupe f = ZfpZ au 
moyen de la rotation d'angle 2

11". Alors le quotient M = lD>/f p 

s'identifie a un cone de base le cercle § 1 et de sommet o ( cf. 
Fíg. 5). 
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o 

1 
bese du cone D 

Fig. 5 

On dira que O est une singularité conique. De maniere 
générale une telle singularité est obtenue comme suit : soit 
N une variété compacte; sur N x [0, 1] on considere la rela
tion d'équivalence dont les classes sont : la classe de (x, t) est 
réduite a {(x, t)} si t =!=- 1 et toute la partie N X {1} si t =l. 
Le quotient M par cette relation d'équivalence est un cone 
de base N et de sommet la classe de N x { 1}. De maniere 
concrete cela revient a prendre N X [0, 1] et a écraser la partie 
N X {1} de fa<;on a la réduire a un point. 

D'autres espaces sont des"niveaux" de fonctions différenti
ables; par exemple le sous-espace dans C3 ( appelé parapluie 
de Whitney) donné par l'équation x2 - y2 z =O (voir Fig. 6) 

z 

y 

X Fig. 6 

On voit aisément que les points singuliers n'admettent pas 
d'espace tangent; ce qui empeche l'existence de formes différen-
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tielles dé:finies partout. Peut-on oublier les singularités et ne 
travailler que sur la partie réguW~re M 0 = M - 2: qui est une 
vraie variété e= ? Comme M est supposée compacte et que le 
lieu singulier 2: est fermé, M 0 est un ouvert et 2: en est l'in:fini. 
Toutes les formes différentielles sur M 0 seraient de trop ! Il 
faut se contenter de celles qui ont un bon comportement pres 
de 2:. La condition la plus naturelle est celle de croissance; la 
premiere candidate est la croissance L 2 . 

5. LA COHOMOLOGIE L2 

Soit M une variété. Une métrique riemannienne sur M 
est la donnée d'un produit scalaire gx sur chaque espace tan
gent TxM dépendant différentiablement de x. Toute variété 
différentiable paracompacte admet une métrique riemanni
enne. 

5.1. L'opérateur * de Hodge. On se donne une métrique 
riemannienne g sur une variété M. Si (e 1 , . . . , en) est une 
base orthonormale de T; M, alors on peut définir un produit 
scalaire sur chaque espace A~ de telle sorte que la base ( ei 1 1\ 

... 1\ eir )I::=;i1 <i 2 < ... <ir:Sn soit orthonormale. On définit alors 
un opérateur * : A~ ----+ A~-r par 

*( eit 1\ · · · 1\ eiJ = € eit 1\ · · · 1\ ein-r 

ou (ji,··. ,Jn-r) est la suite complémentaire dans {1, ... ,n} 
et E la signature de la permutation {i1 , ••• ,ir,JI,··· ,Jn-r}· 
En opérant ainsi point par point on obtient un opérateur c=
linéaire 

qu'on appelle 1' opérateur star de Hodge. Il vérifie : ** = 
( -lY(n-r)id. L'image de la fonction 1 E Q 0 (M) par * est 
une n-forme V partout non nulle sur M ( qu'on supposera 
orientable). C'est la forme volume ou la mesure canonique 
associée a la métrique g. Pour toute r-forme w la forme w 1\ *W 
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est de degré n et s'écrit fV ou f est une fonction positive sur 
M. 

5.2. Définition. On dira que w est L 2 sz 

L'ensemble nC2)(M) des r-formes L2 sur M est un sous
espace vectoriel de nr(M). 11 est muni d'une structure préhilb
ertienne donnée par le produit sc.alaire 

(w, ¡3) = JM w 1\ *f3. 

Mais la différentielle extérieure d'une forme L 2 n'est pas 
L 2 en général (des exemples simples sur la droite réelle le 
montrent ). 11 faut se restreindre a quelque chose de plus petit. 
On pose (pour chaque r = O, ... , n) 

dom dr = { w E !1(2)(M) : dw E !1(~ 1 (M)}. 

C'est le domaine de la différentielle d opérant sur nC2)(M). 

11 est clair que Z(2) = (Ker: f2(2)(M)---+ nr+1 (M)) e domdr 

et contient le sous-espace 

La cohomologie L 2 de la variété M est par définition 

Elle est associée a la métrique g sur M mais elle ne dépend 
en fait que de la classe de quasi-isométrie de g ( deux métriques 
g et g' sont quasi-isométriques s'il existe une constante k 2: 1 
telle que Í9 ::::; g' ::::; kg ). Si M est compacte toute forme 
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différentielle ( continue par exemple) est bien sur L 2
. Dans 

ce cas Ht
2
)(M) est exactement la cohomologie de de Rham 

ordinaire de M. L'introduction de la cohomologie L 2 ne peut 
done etre motivée que dans le cas non compact. 

5.3. Exemple. On se contentera de la situation la plus sim
ple, celle d'une singularité conique isolée (déja évoquée). 

Soit N une variété compacte ( orientable) de dimension n 
munie d'une métrique riemannienne g. On pose 

e(N) = Nx]O, 1] 

qu'on munit de la métrique g = p2g + dp2 ou p est la coor
donnée sur le facteur ]0, 1]. Le complété de cette variété est 
un espace métrique compact s'identifiant a un cone de base 
N. 

Soient M un espace métrique compact et { x 1 , ... , xk} des 
points de M tels que M - {X 1' ... ' X k} soit une variété e= 
de dimension n + 1 munie d'une métrique riemannienne. On 
dira que Xi est une singularité isolée métriquement conique 
s'il existe une n-variété riemannienne compacte (Ni, gi) et un 
voisinage ui de Xi dans M tels que ui- {xi} soit isométrique 
au cone e(Ni) qu'on vient de définir. On dira que M a des sin
gularités isolées coniques si la métrique sur M - {XI, ... , x k} 
est quasi-isométrique a une métrique du type précédent. On 
définit alors la cohomologie L 2 de l'espace singulier M par 

Ht2)(M) = Ht2/M- {x1 , ... , xk}). 

A u voisinage d' une singulari té ( q ui est un con e e (N)) on 
a le calcullocal suivant [CGM] : 

pour r ~ ~ 

pour r > ~ 

6. THÉORIE DE HODGE 

Comme nous l'avons signalé a l'introduction, une métrique 
riemannienne sur une variété compacte permet de calculer sa 
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cohomologie de de Rham ( qui est aussi sa cohomologie sin
gulicrc) : pour tout r = O, ... , n = di m Jvf il existe un 
sous-espace vcctoriel 'Hr (M) de D/ ( .111) de dimension finie 
représentant exactement H0R(A1). Ce résultat a été établi 
par W. Hodge [Hod]. Le cas non compact complet admet 
une version faible. L'objet de ce paragraphe est d'exposer les 
points les plus importants dans les deux situations. 

6.1. Généralités. Soit M une variété munie d'une métrique 
riemannienne g. On rappelle qu'une telle métrique permet de 
définir une application c=-linéaire * : D/(M) ~ n,n-r(M) 
telle que ** = ( -lr(n-r)id. En posant : d* = ( -lt+1 *-I 
d* on obtient un opérateur de nr(M) dans nr- 1 (M) qu'on 
appelle la codifférentielle extériwre sur M. L'opérateur .6 = 
dd* + d*d est d'ordre 2 et agit sur l'espace nr(M). C'est le 
laplacien associé a la métrique riemannienne g. Une forme 
w E nr(M) vérifiant .6w =O est dite harmonique. 

Soient U un ouvert ( difféomorphe a IRn) de M trivialisant 
le fibré A* et ( x1 , ... , Xn) un systeme de coordonnées locales. 
A u point x E U la métrique g est donnée par la matrice 
(gij )i,j=l , ... ,n telle que gij( x) = gx( a~; , a~i ). 

Sur fJ 0 (M) = e=( M) le laplacien .6 est l'opérateur différen
tiel 

- _1 "'~ (1 11/2 . -~) .6 - 1 11/2 L 8x. g gzJ 8x. g . . t ) 
z,J 

ou lg 1 = det(gij ). On vérifie facilement que si M = JRn muni 
de la métrique plate g = 'L:7=1 dx7 alors 

Fixons r E {O, ... , n} et posons K = C~ = rangA r. Sur 
l'ouvert U les r-formes différentielles s'interpretent comme des 
fonctions a valeurs dans JRK ( ou CK). Dans cecas le laplacien 
a la forme suivante 
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~ = L a¡(x)D 1 

1119 

oú I = (íi, ... ,in) est un rnulti-indice dans Nn, III = Í1 + 
. 1 aiii . . . . + Zn sa longueur, D = ,

1 
in et a¡ est une matnce 

axl ... axn 

carrée d'ordre J{ a coefficients des fonctions e=. 
Soient x E U et ~ = (6, ... , ~n) E IRn. Alors la matrice 

carrée d'ordre K a coefficients réels ( ou complexes) 

a(~)(x,O = L a¡(x)~~l ... ~~n 
111=2 

définit une application linéaire appelée le .9ymbole de ~ au 
point x. Cette application est inversible pour tout point x 
et tout vecteur ~ non nul ( on dit que ~ est elliptique ); plus 
meme a(~)(x, O est définie positive (~ est fortement ellip
tiq1t.e). C'est l'une des propriétés majeures de l'opérateur ~ 
et est a la base de la théorie de Hodge. 

6.2. Le cas compact. M est une variété riemannienne com
pacte ( et orientable pour simplifier ). 
Dans ce cas on munit fY(M) d'une structure préhilbertienne 
en posant 

(w, (3) = JM w 1\ *f3. 

L'opérateur d* devient alors l'adjoint de d. En e:ffet soient 
w E rzr- 1 (M) et f3 E fY(M). On a 

d(w 1\ *f3) = dw 1\ *f3 + ( -lr-1
w 1\ d * f3 

= dw 1\ *f3- w 1\ *d*f3. 

En intégrant snr M a gauche et a droite on obtient 

O = (dw, (3) - (w, d* (3). 
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On en déduit que .6. est auto-adjoint. On montre facilement 
que l'espace 1tr(M) des r-formes harmoniques coincide avec 
l'espace Kerd nKerd* i.e les formes harmoniques sont exacte
ment les formes qui sont a la fois fermées et cofermées. On a 
alors pour tout r =O, ... , n le 

Théoreme de Hodge. L 'espace 1tr(M) est de dimension 
finie et on a une décomposition orthogonale 

!Y(M) = 1tr(M) EB Imd EB Imd*. 

Comme ZfJR(M) = Kerd = (Imd*)l_ on en déduit que 
ZÍJR(M) = 1tr(M) EB lmd et done HÍJR(M) = ZÍJR(M)jlmd 
s'identifie a 7tr(M). 11 est facile de voir aussi que 

est un isomorphisme unitaire et done HbR(M) et H?;R_r(M) 
sont isomorphes ( c'est la dualité de Poincaré). 

Le théoreme de Hodge est sans doute l'un des liens les plus 
importants entre la Topologie et l'Analyse. Sa démonstration 
(bien qu'actuellement elle fasse partie du folklore) est haute
ment non triviale et la situation ou M n'est pas compacte offre 
encare plus de diffi.cultés. 

Nous donnerons des exemples de calcul de formes harmoni
ques dans le cadre plus général des formes basiques d'un feuil
letage riemannien. 

6.3. Le cas non compact. On se restreint aux formes L 2 

i.e celles qui vérifient 

¡M W 1\ *W < +oo. 

Elles forment un espace préhilbertien f2(2)(M) pour le produit 
scalaire défini au paragraphe 5. 

Si M est quelconque il n'est plus vrai que d* est l'adjoint 
de d. Cela vient du fait que pour une ( n - 1 )-forme w telle 
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que w et dw soient L 1 l'intégrale J M dw n'est pas forcément 
nulle. 

On dira que M est complete si les géodésiques (i.e les courbes 
qui minimisent localement la distance) sont parmétrées de 
-oo a +oo. Par exemple R.n muni de la métrique plate g = 
2::::7= 1 dxl est une variété riemannienne complete : en effet les 
géodésiques sont les droites et sont données par x = xo + tuo 
out E IR et x 0 , u 0 E Rn fixés. Mais la variété Rn- {O} munie 
de cette meme métrique n'est pas complete : les demi-droites 
ouvertes issues de l'origine sont des géodésiques qui ne peu
vent etre paramétrées (de maniere affine bien sur) que par un 
intervalle du type ]t0 , +oo[ ou ]- oo, t 0 [ ou t 0 E R. 

Si (M, g) est complete alors d* est l'adjoint de d. Cela 
découle d'un résultat type Stokes du a Gaffney [Gafl] : pour 
toute ( n - 1 )-forme w sur M telle que w et dw sont L 1 on a 

¡M dw = 0. 

On en déduit que l'espace 1t(2)(M) des r-formes harmoniques 

L 2 s'identifie a Kerd n Kerd*. 
Si L2(M) est le complété de fl(2)(M) on a une 

Version faible du théoreme de Hodge. ([Kod]). On a 
une somme orthogonale 

L;(M) = 1t(2)(M) E9 lmd E9 Imd* 

préservant fl(2)(M) = nr(M) n L;(M). 
Ce théoreme ne donne malheureusement pas une représen

tation de la cohomologie L 2 par des formes harmoniques L 2 

comme dans le cas compact. On a cependant une application 
naturelle 

Lorsque ir est un isomorphisme on dit qu'on a un théoreme 
fort de Hodge; c'est le cas ( et c'est meme équivalent) si Imd = 
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Imd ou d est la ferméture de d pour la topologie de la norme 
des opérateurs i.e la plus petite (pour l'inclusion des domaines) 
extension de da graphe fermé [CGM]. Mais on ne peut espérer 
avoir trop souvent cet isomorphisme; il faut se contenter de 
l'injectivité de ir qui a lieu quand la variété M est complete, 
hypothese dans laquelle on se mettra pour donner quelques 
exemples de calcul des espaces 1i(2)(M). On verra aussi que 

l'écart entre les espaces 1i(2)(M) et H(2)(M) peut etre "assez 
grand". 

7. EXEMPLES DE CALCUL L2 

On peut d'abord remarquer que*: 1i(2)(M) ~ 1i{2)r(M) 
est un isomorphisme unitaire. Ceci réduit de moitié le nombre 
d'espaces 1i(2)(M) a déterminer. D'autre part comme toute 

forme hamonique L2 est fermée, une fonction harmonique 
est nécessairement constante, done 1{~2) (M) = 1i(2) (M) = 

H(2 ) (M) = lR si le volume de M est fini et les espaces 1{~2 ) (M) 

et 1i(2)(M) sont nuls sinon. 

7.1. M = lR avec la métrique plate g = dx 2 est une variété 
riemannienne complete. Comme Vol(M) = +oo les espaces 
1i~2)(M) et H(2)(M) sont nuls; done Hh)(M) = O. Mais 

l'espace H(2)(M) est loin de l'etre. En e:ffet si f est une fonc
tion a support compact S, la forme w = f(x)dx est fermée et 
est L 2

. Une primitive f3 de w est donnée par exemple par 

f3(x) = J: f(x)dx 

ou m est un point de JR. La forme w est done exacte au 
sens L2 si et seulement si la fonction f3 est L 2 • Mais ceci 
n'est pas le cas si par exemple f est strictement positive a 
l'intérieur de S; en e:ffet dans cecas f3 est positive et vaut une 
constante strictement positive sur un intervalle de longueur 
infinie. L'espace H(2)(M) est done de dimension infinie. 
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7.2. M = § 1 x IR avec g = d(P + dr 2 
( qui est complete). 

Alors Vol(M) = +oo; done H(2)(M) = H(2)(M) =O. On sait 

que H(2)(M) = Ker~ ou ~(Jd() + gdr) = ~Jd() + ~gdr avec 

~ = ::2 + ::2 • La forme harmonique w = Jd() + gdr est L 2 

si et seulement si J2 + g2 est L 1 i.e si et seulement si J et 
g sont L 2 ; ce qui est encare équivalent a J,g E H(2)(M) i.e 

J = g =o. 
Calculons Hl2>(M). Soit w = Jd() + gdr E f2h)(M) une 

forme fermée. Les fonctions Jet g sont L2 et vérifient %f = ~ 
( condition de ferméture de w ). La forme w est exacte au sens 

L 2 s'il existe une fonction f3 qui est L 2 telle que * = J et 

Vr: = g. En écrivant J(O,r) = l:mEzJn(r)e2
i7rnB (de meme 

pour g et ¡3) ces équations deviennent 

{ 
2i1rnf3n(r) = Jn(r) 

f3~(r) = 9n(r) 

(1) 

(2) 

La premiere équation exige J0 (r) =O; elle donne 

1 
f3n(r) = -

2
. Jn(r) 

· z1rn 
pour 

et /30 quelconque si on suppose admise la condition Jo = 
O. Dans ce cas l'équation (2) est automatiquement satisfaite 
( découle de la condition de ferméture de la forme w ). Une 
forme fermée w = J d() + gdr est done exacte si et seulement 
Jo =O . L'espace Hl2)(M) s'identifie done a l'espace f2(2)(IR) 
des fonctions e= de carré intégrable sur K 

7.3. M = [)) , disque unité muni de la métrique de Poincaré 

g = (1 2 2 )2 -X -y 

Encare une fois Vol(M) = +oo; d'ou H(2)(M) = H(2)(M) 
qui est nul. 
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Calculons 'H(2)(M). Soit w = adx+bdy une 1-forme. Alors 

un calcul simple montre que w 1\ *W = ( a2 + b2
) dx 1\ dy. Done 

w est L2 si et seulement si la fonction a 2 -t-b2 est intégrable pour 
la mesure de Lebesgue sur JD>. D'autre part w est harmonique 
si et seulement si elle est fermée et cofermée, c'est-a-dire 

o a 

o y 

ob 
ox et 

o a 

ox 
ob 
o y 

Si on pose u = a + ib alors les conditions ( *) sont celles 
de Cauchy-Riemann; elles disent que u est holomorphe sur JD>. 
L'espace 'H(2)(M) est done isométrique a l'espace des fonc
tions holomorphes de carré intégrable sur le disque unité. Il 
s'ensuit que Hl2)(M) est de dimension infinie puisqu'il con-

tient 'H(2 )(JD>). 

7 .4. Remarque. On peut se demander s'il existe un invari
ant type homologie qui pourrait etre le dual de la cohomologie 
L 2 de maniere similaire au cas lisse. Des travaux existent a 
ce sujet. On peut par exemple consulter la référence [CGM]. 
Pour des varié tés ~ingulieres compactes provenant d 'une ac
tion d'un groupe de Lie compact voir [Sagl]. 

TROISIEME PARTIE 

La théorie des feuilletages est l'étude qualitative des équati
ons différentielles. Elle a été initiée par les travaux de H. 
Poincaré, I. Bendixon et développée plus tard par C. Ehresh
mann, G. Reeb, A. Haefliger ... Depuis lors le sujet est devenu 
un large champ d'investigation en Mathématiques. 

L'objet de cette partie est de donner quelques définitions 
et exemples pour faire sentir cette approche géométrique des 
systemes différentiels sur les variétés et d'introduire un autre 
type d'espaces singuliers. Pour la simplicité de l'exposé toutes 
les variétés seront orientables et tous les objets considérés 
seront de classe coo. 
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8. FEUIILETAGES : DÉFINITIONS 

Un livre M ( épais comme un annuaire téléphonique) est 
un solide. Si on fait abstraction de son bord ( qui est sa sur
face latérale) on peut le considérer comme un ouvert de R 3

; 

c'est une variété connexe de dimension 3 pour sa topologie 
habituelle. Mais on peut le considérer aussi comme réunion 
disjointe de ses feuilles qui, elles, sont des variétés de dimen
sion 2; ce livre est done aussi une variété de dimension 2 
non connexe; ses composantes connexes sont précisément les 
feuilles. On dira que la variété M ( qui est de dimension 3) 
est munie d'une structure feuilletée de dimension 2 ( c'est la 
dimension des feuilles) et de codimension 1 ( c'est la dimension 
complémentaire des feuilles dans M). Cet exemple constitue le 
modele local d'un feuilletage de codimension 1 sur une variété 
de dimension 3 : autour de chaque point on peut couper un 
petit morceau qu'on peut feuilleter a la maniere qu'on vient 
de décrire mais de telle sorte que tous ces morceaux se re
collent de fac;on compatible. Les définitions qu'on va donner 
préciseront le sens de tout cela. 

Dans toute la suite M désignera une variété de dimension 
m + n ( quand elle sera considérée de maniere générale) réelle 
ou complexe suivant les cas. 

8.1. Définition. Un feuilletage :F de codimension n sur M 
est la donnée dJun recouvrement ouvert U = (Ui)iEI et dJune 
famille de di.fféomorphismes tPi : ui --t ]Rm+n tels que sur 
chaque intersection Ui n Ui =f. 0 le changement de coordonnées 

t/>j o t/>i 1(x,y) = (x',y') 

soit de la forme 

x' = tPij(x,y), y'= /ij(Y) 

OU (x,y) E JRm X Rn = Rm+n. 

Cela signifie que l'image par t/>j o t/>i 1 de tout sous-espace 
horizontal d'équation y = constante dans Rm+n est contenue 
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dans un espace horizontal du meme type. La variété A1 est 
une réunion disjoint.e de sous-variétés connexes de dimension 
m. Chacune de ces sous-variétés est appelée feuille de F. 

/ 
~j 

Fig. 7 
Soit F un feuilletage de codimension n sur M défini par un 

atlas (maximal) {Ui, c/>i}iEI comme en 8.1. Alors l'application 
h = p o 4Yi : ui ----+ Rn ou p( X' y) = y est une submersion. Sur 
U· n U· on a J· - -v· ·o J· Z } } - 1 ZJ Z • 

Le recouvrement U = (Ui), les submersions Ji et les difféo
morphismes (locaux) /ij caractérisent completement le feuil
letage F sur M. 

8.2. Définition. Un feuilletage F sur M est la donnée d'un 
recouvrement O'lLVert U = (Ui)iEI, des submersions Ji de Ui 
au-dessus d 'une variété transverse T de dimension n tels que 
pour Ui n Uj =/= 0 il existe un di.fféomorphisme local /ij de T 
vérifiant 

Le systeme {U, Ji, /ij} est appelé cocycle feuilleté définissant 
F. 

La démonstration de l'équivalence des définitions 8.1 et 8.2 
est laissée au lecteur. 
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Donnons quelques exemples pour bien visualiser comrnent 
se présente un feuilletage. 

9. FEUILLETAGES : EXEMPLES 

Toute variété possede un feuilletage : il suffit de prendre 
les points comme feuilles. Sa dimension est nulle et sa codi
mension est égale a celle de la variété. On peut prendre aussi 
le feuilletage dont la seule feuille est M. Il y a aussi le modele 
local !Rm x Rn d'un feuilletage de dimension m et de codimen
swn n. 

Fig. 8 
Une fibration localement tri vi ale F ------+ M ------+ B est un 

feuilletage; ses feuilles sont les fibres ( qui sont toutes difféomor
phes a F). 

Ces feuilletages constituent des castres particuliers et n'ont 
pas "beaucoup d'intéret". Nous allons en fournir d'autres un 
peu moins triviaux. 

9.1. Feuilletages sur les surfaces. Soit M = R 2 et con
sidérons l'équation différentielle 

dy - adx = O ou a E R 

Elle a pour solutions y = ax +e oú e E K En faisant varier 
e on obtient une famille de droites paralleles définissant un 



UN SURVOL SUR HODGE-DE RAHAM 91 

feuilletage :F de dimension 1 dans le plan. 
L'action~naturelle de 7!} sur IR2 préserve F (l'image de toute 

feui!!_e de :F par une tr~slation entiere est encare une feuille 
de :F). Le feuilletage :F induit done un feuilletage :F sur le 
tore 'f2 = IR2 /7!}. Ses feuilles sont di:fféomorphes a u cercle § 1 

si a est rationnel, a la droite réelle IR et sont toutes denses si 
a est irrationnel. 

Fig. 9 
Une surface fermée M autre que le tore ne peut pas sup

porter un feuilletage de codimension l. Le théoreme de Hopf 
interdit par exemple l'existence de champs de vecteurs sans 
singulari tés sur ]l,f. 

9.2. En dimension 3. i) Un exemple important de feuil
letage de codimension 1 sur une variété de dimension 3, a été 
donné par G. Reeb sur la sphere § 3 . 11 constitue une réponse 
a une question posée par H. Hopf : est-il possible de trou
ver sur § 3 un champ de vecteurs sans singularités X tel que 
X.rotX =O ? Par le théoreme de Frobenius (que nous allons 
énoncer par la suite) ceci équivaut a l'existence d'un feuilletage 
de codimension 1 sur § 3 . On a 

Les parties 
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M+= {(z1,z2) E § 3 lztl2 :S~} 

M_= {(z1,z2) E § 3 lz2l 2 :S~} 
sont difféomorphcs au tore solide ID> x § 1 ou ID> est le disque 
unité ouvert de C. Elles ont le tore 11'2 comme bord commun 

Réciproquement la sphere § 3 peut etre obtenue en recollant 
M+ et M_ le long de leur borda l'aide du difféomorphisme 

(z1,z2) --t (z2,zi) 

i.e on identifie les points (z1 ,z2 ) et (z2,zi) dans la réunion 
disjointe de M+ et M_. 

1 

Soit f : ID> --t IR définie par f ( z) = e~. Elle admet la 
surface S (de IR3

) comme graphe ( voir Fig. 1 O) 

Fíg. 10 
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La famille des surfaces (St)tEJJl obtenues en translatant S 
le long de l'axe vertical définit un feuilletage sur ][)) x R Si 
on rajou te le e y lindre § 1 x IR o u § 1 est vu comme le bord 
de ][)) on obtient un feuilletage :F0 sur ][)) x IR invariant par la 
transformation 

(z,t) ---+(z,t+l) 

et définit done un feuilletage :F0 sur le quotient ( voir Fig. 11) 

ID> x IR/(z,t) "'(z,t + 1) ~ ][)) x § 1
. 

Fíg. 11 

11 a le bord § 1 x § 1 comme feuille compacte; les autres sont 
toutes difféomorphes au plan IR2

• Comme M+ et M_ sont 
difféomorphes a ID> X § 1

' Fo y définit respectivement deux feuil
letages :F + et :F _ qui donnent un feuilletage sur § 3 appelé le 
je'ltilletage de Reeb. 

ii) Soit A0 ESL(2, Z) de trace strictement supérieure a 2. 
La matrice de SL(3, Z) 
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a trois valeurs propres : 1 et deux autres ). et t positives 
irrationnelles. Soient u = (1, O, O) et v = (0, 1, a) les vecteurs 
propres associés respectivernent aux valeurs propres 1 et A et 
notons r le sous-groupe de Diff(IR3

) (les difféornorphisrnes de 
JR3 ) engendré par 

{1 ( t, X, y) = ( t, X + 1, y) 

{2 ( t, X, y) = ( t, X, y + 1) 

[ 3 ( t, x, y) = (t + 1, A0 ( x, y)). 

Ce groupe agit librernent, proprernent et discontinurnent 
sur JR3 et le quotient JR3 /f est une variété compacte de dirnen
sion 3. Elle peut etre aussi obtenue en identifiant les points 
(o' X' y) et ( 1' A o (X' y)) dans le prod ui t [o' 1] X 'f2

. e' est done 
un fibré plat en tares 'f2 au-dessus du cercle § 1 . Sa rnono
drornie est donnée par la rnatrice A0 • 

Les plans param~les a la direction engendrée par u et V 

~éfinissent un feuilletage j sur JR3 . 11 est facile de voir que 
F est préservé par tout r E r. 11 induit done un feuilletage 
F sur le quotient 'f~ 0 = JR3 /f. Ses feuilles sont des plans 
et des cylindres ( qui correspondent aux points périodiques de 
l'action de A0 en tant que difféornorphisrne du tore 'f2 ). 

9.3. Les suspensions des difféomorphismes. Soient B et 
F deux variétés de dirnensions respectives m et n. Supposons 
que le groupe fondarnental 1r1 ( B) est finirnent engendré et 
qu'on a une représentation 

p: 1r1 (B) -----+ Diff(F) 

~u Diff(F) est le groupe des difféornorphisrnes de F. Notons 
B le ~vete~ent universel de B et j le feuilletage horizontal 
sur M = B x F i.e dont les feuilles sont les parties de la 
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forme B x { x} ou x~ F. Ce feuilletage est invariant par les 

transformations de M 

T.y('b,x) = (¡.b,p(¡).x) 

ou b E B, x E F et ¡.b désigne l'action de ¡ E rr1 (B) sur 

B. :F induit done un feuilletage :Fp sur la variété quotient 

M= M j(b,x) ""'(¡.b, p( ¡).x). 
Par exemple si B = § 1 et F = [0, +oo[, on considere la 

repésentation 

p: rr1 (B) = Z---+ Diff([O, +oo[) 

ou 4>( x) = Í. Alors la varié té M = IR. x [0, +oo [ est feuil
letée par les droites horizontales IR. x { x} ou x E [0, +oo[. Le 
feuilletage quotient :Fp sur M ""' § 1 x [0, +oo[ a une feuille com
pacte difféomorphe au cercle et autour de laquelle s'enroulent 
toutes les autres feuilles ( voir Fig. 12). 

1 

( 
1 

\ 

Fig. 12 

10. FEUILLETAGES ET SYSTEMES DIFFÉRENTIELS 

Soit E un sous-fibré de rang m du fibré tangent TM. Ceci 
signifie qu'en tout point x E M , Ex est un sous-espace vecto
riel de TxM de dimension m. Localement T M""' U x IR.N ou 
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N =m+ n et U est un ouvert de M difféornorphe a JRN. Le 
sous-espace Ex peut etre défini cornrne le noyau de n formes 
linéaires w 1 , ... , Wn linéairernent indépendantes i.e 

n 

Ex= n Kerwi(x) (S) 
j=l 

On dira que E est completement intégrable si par tout point 
x E Mil existe une sous-variété de codirnension n, Px adrnet
tant E¡p, (la restriction de E a Px) comme espace tangent. 
Les sous-variétés connexes rnaxirnales qui satisfont cette pro
priété définissent une partition de M i.e un feuilletage de codi
rnension n. On a le 

10.1. Théoreme de Frobenius. Soit E un sous-fibré de 
T M donné localement par le systeme (S). Les propositions 
suivantes sont équivalentes 

i) E est completement intégrable, 
ii) sí X et Y sont des champs de vecteurs sur M tangents 

a E, alors le crochet [X, Y] est aussi tangent a E, 
iii) il existe des 1-formes différentielles { définies locale

ment) (/3ij )i,j telles que 

n 

dwi = L /3ij 1\ Wj 

j=l 

i = 1, ... ,n. 

10.2. Exemple. Soit w une 1-forrne partout non singuliere 
sur M. Le sous-fibré E correspondant a pour fibre au point 
x E M le sous-espace de codirnension 1 

Ex = Kerw( x ). 

Le sous-fibré E définit un feuilletage sur M si et seulernent 
si il existe une 1-forrne ¡3 telle que 

dw = ¡3 1\ w. 
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Ce qui est équivalent a 

dw 1\ w =O. 

En particulier si w est fermée ( i. e dw = O) elle défini t un 
feuilletage F de codimension l. Si M est compacte toutes les 
feuilles sont difféomorphes. L'intégration de w au-dessus des 
lacets de M donne un morphisme 

h : 1r1 (M) -----+ IR 

L'image f de 1r1 (M) par h est un sous-groupe de IR appelé 
le groupe d 1holonomie de F. L'exemple 9.1. est de ce type 
: M = 'f2 et w = dy- adx qui est clairement une 1-forme 
fermée. Le groupe fondamental de 'f2 est isomorphe a 'Z} et 
il est facile de voir que r = {r + sa : r, S E Z}. 

11. STRUCTURES TRANSVERSES 

Soit F un fcuilletage de codimension n sur M défini par un 
cocycle feuilleté {Ui, Ji, {ij} ou (Ui)iEI est un recouvrement 
ouvert de M , Ji : Ui -----+ Tune submersion au-dessus d'une 
n-variété transverse T et {ij des difféomorphismes locaux de 
T tels que sur Ui n Ui # 0 on ait fi = /ii o Ji comme dans la 
définition 8.2. 

11.1. Définition. Une .structure tran.sver.se a F e.st une 
.structure .sur T invariante par les difféomorphi.sme.s locaux /ij· 

Donnons quelques exemples de structures transverses. N ous 
nous limiterons a quelques-unes seulement. 

11.2. Exemples. i) Si T est un groupe de Lie et les /ij des 
translations agauche on dira que F est un feuilletage de Lie. 

ii) On dira qu'un champ de vecteurs Y sur M est feuilleté si 
pour tout champ de vecteurs X tangent a F, le crochet [X, Y] 
est encare tangent a F. Le flot local associé a un tel champ 
préserve le feuilletage F. Les champs tangents a F forment 
un idéal f(F) du module x(M, F) des champs feuilletés sur 
M. Le quotient x(A1/F) = x(A1,F)/f(F) est une algebre 
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de Líe appelée 1' algebre des champs basiques de :F. On dira 
que :F est transversalement parallélisable (T.P en abrégé) si 
x( M/ :F) est libre de rang n ( qui est la codimension de F). 
Cela signifie que la variété T admet un parallélisme invariant 
par les [ij. 

iii) Supposons que T est une variété riemannienne et que 
les /ij sont des isométries locales. On dira alors que :F est un 
riemannien. Ceci signifie que le fibré normal v:F = T lvf /T :F 
supporte une métrique invariante le long des feuilles ou encare 
que la distance entre les feuilles est localement constante. Si 
(xl,··· ,xm,YI,··· ,yn) sont des coordonnées locales autour 
d'un point z E M telles que (localement) le feuilletage soit 
défini par les équations dy1 = ... = dyn = O la métrique sur 
v:F s'écrit 

g(x,y) = L9ij(y)dyi ®dYj· 
i,j 

Pour une variété M, tout feuilletage de Líe est transversale
ment parallélisable et tout feuilletage transversalement par
allélisable est évidemment riemannien. 

La struct.ure de chacun de ces feuilletages sur M compacte 
est décrite comme suit.. 

Théoreme (i) [Fed]. Supposons :F de Líe de groupe G ( qui 
jo u e le róle de T ). Alors il existe un morphisme__!! de 71"1 (M) 
dans G et une fibration localement triviale D : M --t G, ou 

M est le revétement universel de M tels que - ~ 

1) le feuilletage :F relevé de :F a M est défini par la fibration 
D (i. e ses feuilles so~ les fibres de D ), 

2) p01Lr tout X E M et tout 1 E 11"I(M) on a D(¡. x) = 
h(J). nx. 

On dira que D cstl'application développante de :F. L'image 
r de 71"1 (M) par h est un sous-groupe de G appelé le groupe 
d 'holonomie de :F; son adhérence K est un sous-groupe co
compact. de G (i.e l'espace homogene GjK est compact.). 
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Théorerne (ii) [Mol]. Suppo8ons F transversalement para
llélisable. Alors 

1) l 'adhérence de toute feuille de F est une sous-variété de 
Jvf, 

2) il existe un grMtpe de Lie G 0 teZ q1te le feuilletage Fo 
induit S1Lr chaque adhérence est de Lie de groupe Go a fe·nilles 
denses, 

3) les adhérences des feuilles forment une fibration locale
ment trivial e 1r : M ---t W au-dessus d 'une variété compacte 
w,. le cocycle de cette fibration est a valeurs dans le groupe 
Diff( F, Fo) de.~ difféomorphisme8 de la fibre type F qui re
spectent le feuilletage Fo. 

La va.riété W est appelée la variété basique de F et 1r : 

Jvf ---t lV la fibration basique de F. Si F est de Lie, W n'est 
rien d'a.utre que l'espa.ce homogene G/ K. 

Théoreme (iii) [Mol]. Supposons F riemannien et pour sim
plifier transverwlement orientable. N otons p : M# ---t M le 
SO( n)-fibré principal des reperes orthonormés directs trans
verses a F. Alors F se releve a M# en un feuilletage F# teZ 
que 

1) dim F# =dim F et F# est T.P, 

2) F# est invariant par l'action naturelle de SO(n) sur 
M#. 

La variété basique de F# sera par définition la variété 
basique de F. 

iv) Si T est une variété analytique complexe et les {ij des 
transformations biholomorphes on dira que F est un feuil
letage transversalement holomorphe. Dans cette situation le 
fibré normal F hérite d'une structure presque complexe i.e un 
automorphisme 

J: vF ---t vF 

inva.ria.nt le long des feuilles et vérifiant J 2 = -id. 
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Si en plus F est riemannien (de métrique transverse g) on 
pose 

pour toutes sections Y1 , Y2 de v:F. Clairement h satisfait la 
condition 

i.e h est une métrique hermitienne transverse a F. On dira 
que le feuilletage F est hermitien. 

Un cas particulier de feuilletage transversalement holomor
phe est donné par un feuilletage holomorphe : la variété }'vf 

est analytique complexe et les submersions Ji : Ui ---+ T 
sont holomorphes. Donnons un exemple concret d'un tel feuil
letage. Soit M = C 2

- {O} et considérons le champ de vecteurs 
holomorphe Z défini en tout point ( z1 , z2 ) E C 2 par 

ou a, ¡3 E C*. Les variétés intégrales de Z définissent un 
feuilletage holomorphe de codimension complexe 1 sur M. 

Si ~ 1:. IR.-, le champ Z intersecte transversalement la 

sphere § 3 e C 2 et y définit un fiot réel (i.e un feuilletage de 
dimension réelle 1) transversalement holomorphe. Il a deux 
orbites fermées L 1 et L2 ( difféomorphes a u cercle) correspon
dant respectivement a Z1 = 0 et a Z2 = 0. 

QUATRIEME PARTIE 

On a vu qu'un feuilletage F sur M est la réalisation géomé
trique d'un systeme différentiel completement intégrable S sur 
M. Chaque variété intégrale est une feuille de F et correspond 
a une condition initiale de S. On peut done considérer l'espace 
des feuilles Q = M j F comme un espace de parametres des 
conditions initiales de ce systeme différentiel. En général Q 
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n'est pas une variété. On peut tout de meme définir dessus 
"certaines structures géométriques"; et on peut alors se de
mander : dans quelle mesure l'espace Q ressemble-i-il a une 
bonne variété ? ( du moins du point de vue cohomolog1:que ). 

12. COHOMLOGIE BASIQUE 

Soient T M, TF et vF = T M/TF respectivement le fibré tan
gent a M, le fibré tangent a F et son fibré normal; vj:- sera 
le fibré dual de vF. Les sections o: du fibré Arvj:- vérifiant 
Lxo: =O pour tout champ de vecteurs X tangent a F sont les 
r-formes basiques de F. Elles forment un module nr(M/F) 
sur l'anneau A(!v! / F) des fonctions basiques sur M i.e con
stantes sur les feuilles de F. La différentielle extérieure d'une 
forme basique est basique; la cohomologie associée au com
plexe différentiel ( D,*( M/ F), d) est appelée la cohomologie ba
sique de la variété feuilletée (Af, F) et est notée H*(M/ F). 
C'est un invariant topologique de F dans la catégorie des 
feuilletages riemanniens complets [ENl]. On peut l'envisager 
comme cohomologie de de Rham de la struct ure transverse, 
voire de l'espace des feuilles de F. Ainsi lorsque F provient 
d'une fibration, H*(M / F) s'identifie a la cohomologie de de 
Rham de l'espace de base de la fibration. Que garde-t-elle 
alors de la c.ohomologie de de Rham d'une variété compacte ? 
Presque ríen si le feuilletage est quelconque. On peut par ex
emple se demander si les es paces vectoriels H P (M/ F) sont 
de dimension finie. Ceci est immédiat pour H 0 (M/F) et 
H 1 (A1/F). Mais en général il n'en estríen pour HP(M/F) 
avec p ~ 2 comme le montrent les exemples de G.W. Schwarz 
[Sc.h] et récemment ceux de K.S. Sarkaria [Sar] et E. Ghys 
[Ghyl]. Ces derniers ont l'avantage d'etre analytiques. En 
plus une "complexification" de l'exemple de E. Ghys four
nit un exemple de feuilletage transversalement holomorphe 
de codimension complexe au moins 2 pour lequel la coho
mologie basique est de dimension infinie. Ce qui ne saurait 
se produire pour deux catégories de feuilletages : les feuil
letages transversalement holomorphes (que nous avons déja 
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introdnits) de codimension 1 (cf. [Elk2]) et les feuilletages 
riemanniens comme nous allons le voir. 

N ous allons commencer par quelques exemples de calcul 
avant d'aborder la théorie de Hodge basique pour les feuil
letages riemanniens dans la section 13. 

Dans toute cette section :F sera un feuilletage de codimen
sion n sur une variété compacte A1. 

12.1. Feuilletages de Lie. Soient h: 1r1 (M) --t G le mor
phismc et D : M --t G l'application développante définissant 

~ ~ 

:F. Notons :F le relevé de :Fa A1. Pour tout ¡E 1r1(1\!I) on a 
un diagramme commutatif 

M 
Dl 
G 

AJ 
lD 
G 

ou ¡ : M --t A1 est l'automorphisme de revetement associé 
a ¡.~Les formes basiques sur M sont les formes basiques 
sur M qui sont en plus invariantes par l'action de 1r1 (M). 
D'apres le diagramme ( * ), l'espace Q*(M / :F) s'identifie de 
maniere naturelle a l'cspace des formes sur G invariantes par 
r = h( 1r1 (M)) et done (par continuité) a l'espace 0.'K( G) des 
formes sur G invariantes par l'adhérence K de r dans G. Les 
deux complexes différentiels (0.*(M j:F), d) et (0.'K( G), d) sont 
done canoniquement isomorphes; par suite leurs cohomolo
gies respectives H*(Mj:F) et Hi<(G) sont les memes. En 
particulier si les feuilles de :F sont denses, K = G et done 
H*(M / :F) n'est rien d'autre que la cohomologie H*(Q) de 
l'algebre de Lie 9 de G. 

Donnons un exemple concret de calcul de H*( M/ :F) d'une 
situation ou :F esta feuilles denses; le calcul dans le cas K -::J. G 
sera donné dans le cadre général des feuilletages transversale
ment parallélisables (T.P en abrégé). 

Exemple. Soit X = 8
8 + a 1 8

8 + ... + an 8
8 un champ de 

XQ X 1 Xn 

vecteurs linéaire (i.e a 1 , ... , an sont des constantes réelles) sur 
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le tore 'fn+I. Alors les orbites de X définissent un feuilletage 
de Lie F de groupe R_n sur 'fn+l; si les nombres 1, a1, ... , an 

sont linéairement indépendants sur Q, les feuilles de F sont 
toutes denses. Dans ce cas on a 

ou A *Rn est l'algebre extérieure sur JRn. 
On trouve le meme résultat pour un feuilletage a feuilles 

denses défini par m champs de vecteurs linéaires X 1 , ... , X m 

sur le tore 'fm+n. 

12.2. Feuilletages transversalement parallélisables. On 
suppose F T.P. Considérons sa fibration basique 

F~M~W 

On sait (cf. 11.2. (ii)) qu'il existe un groupe de Lie 1-connexe 
G0 tel que le feuilletage F 0 induit sur chaque fibre F de 1r est 
de Lie de groupe G0 et que le cocycle de la fibration 1r est a 
valeurs dans le groupe Di:ff(F, F 0 ). Notons 90 l'algebre de Lie 
du groupe G0 . On sait alors qu'il existe ( cf. [ESH]) une suite 
spectrale (Er)r?::_O de terme 

convergeant vers H*(M/F). Ici 1tq est le fibré plat de fibre 
Hq(90 ); sa monodromie est donnée par l'action de 1r1(W) sur 
Hq(90 ). Il découle de cette suite spectrale que l'espace vedo
riel H*(M/F) est de dimension finie. L'espace Hn(M/F) = 
E;,t (avec S = dimW et t = dimGo) est soit nul soit égal a 
R. La situation Hn(M/F) =O est e:ffectivement possible (cf. 
l'exemple qui suit). Lorsque H*(M/F) = lR on dira que F est 
homologiquement orientable. 

Exemple l. Soit A la matrice de SL(n +m, Z) 
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1 1 1 
1 2 o 

A= 1 O 3 

1 
o 
o 

1 O O dm+n 
ou les éléments diagonaux d1 , •.. , dm+n de A sont définis par 
la récurrence d1 = 1 et dk+l = 1 + d1 · d2 · ... · dk pour k = 
1, ... , m+n-1. Alors la matrice A a une valeur propre Vt dans 
l'intervalle (0, 1) et exactement une valeur propre v2, ... , Vm+n 
respectivement dans chacun des intervalles (d2, d3), (d3, d4), 
... , ( dm+n, oo ). On choisit un bloc (J-Lt, ... , J-lm) parmi les 
valeurs propres v1, ... , Vm+n et on notera .\1, ... , An les a u tres 
valeurs qui restent. Soit ( v1, ... , Vm, Wt, ... , wn) une base de 
vecteurs propres associés respectivement a ces valeurs . 

. ) p . 1 1 d ' 1 m+n 1 our tout z = , ... , m, es coor onnees vi, ... , vi 
de Vi dans la base ( v1 , ... , V m, w1 , ... , Wn) sont linéairement 
indépendantes sur Q; 

ii) tout produit Aj1 x ... x .\i~e est différent de l. 

La matrice A définit un difféomorphisme de 'fm+n. Soient 
X1, ... ,Xm, Yt, ... , Yn des champs de vecteurs linéaires sur 
'fm+n de directions respectives Vt, ... , Vm, Wt, ... Wn et :Fo le 
feuilletage sur ']['m+n defini par les champs X 1, ... , Xm qui est 
un feuilletage de Lie de groupe Rn et a feuilles denses. Le 
produit de 1rm+n par R donne un feuilletage de codimension 
n + 1 sur ']['m+n x R invariant par le difféomorphisme 4> de 
']['m+n x R qui envoie (z, t) sur (A(z ), t + 1 ). 11 induit done 
un feuilletage :F de codimension n + 1 sur la variété quotient 
']['~+n+l = ']['m+n x R/ tj>. Ce feuilletage est transversalement 
de Lie de groupe le produit semi-direct G = Rn ~ R avec R 
agissant sur Go = Rn par 

R X Rn~Rn 

(t,z)~A&z 

ou Ao est la matrice diagonale dont les termes sont .\1 , ... , An. 
La fibration basique est la fibration naturelle 
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'fm+n <---+ 'f~+n+1 ~ §1 

et la suite spectrale de cohomologie basique de :F s'écrit 

On a 

EB 
ou ( "7 1 , ... , "7n) est la base duale de la base de Rn formée des 
vecteurs propres w1 , ... ,wn. L'action de 1r1 (§1 ) sur Hq(9o) 
est donnée par la matrice A 0 et s'écrit (pour q ~ 1) 

sur le générateur "7it 1\ ... 1\ 'r}jq. Comme aucun des produits 
Aj¡ X ... X Ajq n'est égal a 1 on a 

si q ~ 1 

pour q =O 

On rappelle que si W est une variété compacte orientable et 
V un fibré vectoriel plat au-dessus de W alors la cohomologie 
de W a valeurs dans V vérifie la "dualité de Poincaré" : pour 
tout p = O, ... , s = dimW on a un isomorphisme HP(W, V) "' 
Hs-p(W, V*) ou V* désigne le fibré plat dual de V ( qui est 
trivial en tant que fibré plat si et seulement si V l'est ). Comme 
1' action de 1r 1 ( §

1 ) sur ( H q ( 90 )) * est donnée par la matrice A~ 1 

on obtient 

si q ~ 1 

pour q =O 

D'autre part comme dim § 1 = 1, la suite spectrale dégénere 
a u terme E 2 ; on a done 
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H*('f~+n+1 / f) = . ' { 
IR si *=O 1 

0 Sl * ~ 2 

qui n'est rien d'autre que la cohomologie de de Rham du cer
cle § 1 ; d' ailleurs H 1 ( 'f~+ n+ 1 / f) est engendré par 1r * ( dt) o u 
dt est la forme volume habituelle sur § 1 (base de la fibration 
basique de f). D'autre part pour m et n supérieurs ou égaux 
a 1 on a toujours sn+ 1 ('f~+n+ 1 / f) = O i.e f n'est pas ho
mologiquement orientable. 

Une parenthese. Le feuilletage fA défini par les champs 
X 1, . . . , X m et gt possede de "bonnes propriétés" : il est to
talement géodésique (i.e les feuilles sont des sous-variétés to
talement géodésiques); fA est c=-stable i.e tout feuilletage 
qui lui est c=-proche lui est c=-conjugué ( cf. [BB], [EN3] 
et [Ghy2]). En plus on peut démontrer facilement que sa co
homologie feuilletée (i.e la cohomologie des sections du fibré 
A *T* f avec la différentielle extérieure le long des feuilles) 
vérifie la Théorie de Hodge. 

Exemple 2. N otons G A le groupe des transformations affines 
de la droite réelle qui préservent l'orientation. Ce groupe se 
plonge dans SL(2, IR) de la fac;on suivante 

Il existe une variété compacte M munie d'un feuilletage f 
de Lie de groupe G =SL(2, IR) dont l'adhérence K du groupe 
d'holonomie est exactement GA (cf. [EN2]). La cohomolo
gie basique de f est alors la cohomologie des formes sur 
SL(2, IR) invariantes par GA. Le quotient SL(2, IR)/GA est 
difféomorphe au cercle § 1

. On a alors une suite spectrale 

convergeant vers H*(M/f). Comme le fibré 
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CA<---+ SL(2, R) --t § 1 

est principal et CA connexe, l'action de 1r1(§1) sur Hq(QA) 
est triviale. D'ou 

Encare une fois comme dim § 1 = 1, cette suite spectrale con
verge au terme E 2 • D'autre part 

Ce qui nous donne 

pour q =O, 1 

s1non. 

si*= O ou 2 

si*= 1 

SI non 

12.3. Feuilletages riemanniens. Outre le fait d'utiliser les 
formes harmoníques basiques, on peut calculer la cohomologie 
basique d'un feuilletage riemannien par des méthodes de suites 
spectrales et les théoremes de structure donnés a la section 11. 
Il y a deux suites spectrales. 

La premiere ( cf. [ESH]). Supposons F transversalement 
orientable et considérons le fibré principal des reperes orthonor
més directs transveres a F: SO( n) --t M# --t M (Th. 11.2. 
(iii)). Alors on a une suite spectrale 

convergeant vers H*(M# / F#). A l'aide de cette suite on 
montre que H* (M/ F) est de dimension finie; elle permet aussi 
(par une descente) de calculer effectivement H*(M/F) quand 
on connait H*(M# jF#). 
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La deuxieme (cf. [EN1]). Cette fois-ci on n'a pas besoin 
de remonter a u fibré 50( n) t.......+ lvJ# ------+ M mais l'idée est 
la meme que pour les feuilletages T.P : on utilise l'espace X 
des adhérences des feuilles de F. Ces adhérences sont des 
sous-variétés de M mais a dimension variable et done la pro
jection canonique 1r : M ------+X n'est plus une fibration locale
ment triviale. Cependant le feuilletage Fa un "bon comporte
ment" au voisinage de chaque adhérence de feuille ( cf. [Hae]). 
Ceci joint au fait que l'espace X admet un bon recouvrement 
U= (Ui)i=I, ... ,u (i.e toute intersection Ui 1 n ... n Uip est con
tractile) donne une suite spectrale Er ( appelée suite spectrale 
de cohomologie basique de F) qui converge vers H*(M / F) et 
de terme 

E~,q = HP(U, HD 
ou H~ est le préfaisceau qui a tout ouvert U e X associe 
Hq( 1r- 1 (U)/ F) avec 1r : M ------+ X la projection canonique. 
Si L est une adhérence de feuille contenue dans 1r-1 (U) de 
dimension minimale, l'injection L t.......+ 1r-

1 (U) induit un iso
morphisme Hq(1r- 1 (U)jF) ~ Hq(L/F). Comme le feuil
letage induit sur L esta feuilles denses sa cohomologie basique 
H q (L/ F) est de dimension finie ( car 1' es pace des formes di:ffé
renticlles basiques lui-meme est de dimension finie) et done 
H*(M/F) est de dimension finie. C'est aussi cette suite spec
tralc qui permet de démontrer que H*(M/F) est un invari
ant topologique pour les feuilletages riemanniens ( complets) : 
elle réduit le probleme a celui des feuilletages riemanniens a 
feuilles denses. 

Exemple l. Reprenons l'exemple 11.2. iv) de flot F sur 
la sphere § 3 induit par le champ holomorphe Z = az1 aa + 

Z1 

f3z2a~2 avec j cf. R-. Si ial = l/31 = 1, le feuilletage F 
est riemannien (il est meme transversalement kiihléríen i.e il 
est transversalement modelé sur une variété kahlérienne ). Si 
a = ¡3 = 1, ce feuilletage n'est ríen d'autre que la fibration de 
Hopf §1 

t.......+ §3 ------+ CP1 . Nous allons calculer H*(§3 / F). Si 
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toutes les feuilles sont fermées le quotient Q = M/ F est une 
variété de Sataké ( ou V-variété) homéomorphe a § 2 et done 
H*(§3 

/ F) = H*(§2
). Ecartons done ce cas. Nous utiliserons 

la deuxieme suite spectrale; le calcul par la premiere se trouve 
par exemple dans [ESH]. 

Les adhérences des feuilles sont des tores 'f2 sauf pour les 
deux feuilles Ll et L2 correspondant respectivement a ZJ = o 
et z2 = O qui sont difféomorphes au cercle § 1 . L'espace X 
s'identifie a l'intervalle [0, 1]. On prend le bon recouvrement 
sur X formé des deux ouverts 

ul = [0,2/3[ et u2 = ]1/3,1] 

qui ont pour intersection ul n u2 =H, ~[. En posant VI = 
1r-

1 (UI), V2 = 1r-
1 (U2) et V12 = 1r-

1 (U1 n U2), il est facile de 
vmr que 

H*(VI/F) = H*(V2/F) = H*(point) = {: 
pour *=O 

SI non 

et 

H*(VI2/ F) = H*(§1
) = . ' { 

R si *=O 1 

O smon 

Comme il n'y a que deux ouverts, la suite spectrale de coho
mologie basique de F se réduit a une suite exacte longue 

O ----+ R ----+ H 2 (§3 
/ F) ----+ O 

Comme H 1(§3 jF) se plonge dans H}JR(§3
) qui est nul on a 

H 1 (§3 
/ F) =O, cette suite donne 



110 AZIZ EL KACIMI ALAOUI 

3 { IR pour * =O, 2 
H*(§ I:F) = . 

O smon 

qui n'est rien d'autre que la cohomologie de de Rham de CP1
. 

En particulier H*(§3 1 :F) ne dépend pas de a et ¡3. L'exemple 
qui suit généralise cette situation a certains flots riemanniens 
du meme type sur une sphere d'homologie M. 

Exemple 2. Supposons que :F soit défini par une action 
isométrique de IR i.e une action localement libre de IR sur M 
(de dimension n + 1) préservant une métrique riemannienne. 
C'est toujours le cas si :F est riemannien et M simplement 
connexe ( cf. [Ghy3]). L'image de IR par la représentation 
p : IR ---t lsom(M) ( qui définit l'action) est un sous-goupe 
connexe abélien du groupe compact Isom( M); son adhérence 
]{ est un sous-groupe compact connexe (un tore ). La co
homologie de de Rham de M est done isomorphe a celle du 
complexe (S2k(M), d) ou S2k(M) est l'espace des formes in
variantes par 1 'action de ]{. Soit X le champ fondamental 
définissant :F. On peut voir facilement que 

S2*(MI:F) = {w E S2k(M) : ixw = 0}. 

Pour tout r = 1, ... , n + 1 soit ~ : nÍ<(M) ---t S2;( 1 (M) 
l'applic.ation définie par ~(w) = (-1Yix(w) (cf. [Sar2]). 11 
est facile de voir que ~ est linéaire et que son image est le 
sous-espace vectoriel nr-l (M 1 :F); la suite 

est exacte. Elle donne une suite exacte longue de cohomologie 
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Si M est une sphere d'homologie (i.e elle a la cohomologie 
d'une sphere), l'entier n est nécessairement pair et cette suite 
exacte donne 

si r est pair et O ~ r ~ n 

Slnon 

La cohomologie basique du feuilletage :F est done exactement 
la meme que celle de l'espace projectif e,pn. Un exemple d'un 
tel flot est donné par l'intersection de la sphere § 2n+I C cn+I 

avec le champ holomorphe 

n+I 8 
Z = LOrZr-

8 Zr 
r=l 

pour un choix convenable des complexes o 1 , ... , On+I de mo
dule l. Pour o 1 = . . . = On+I = 1, ce flot n'est ríen d'autre 
que la fibration de Hopf 

13. THÉORIE DE HODGE BASIQUE 

Soit :F un feuilletage riemannien de codimension n sur une 
variété compacte M orientable. On supposera que :F est 
homologiquement orientable ( et done transversalement ori
entable ). Cette condition est équivalente a l'existence d'une 
métrique riemannienne bundle-like pour laquelle les feuilles de 
:F sont des sous-variétés minimales [Max] ou encare a !'existen
ce d'une forme volume sur les feuilles X relativement fermée 
i.e dx(X1 , •• • Xdim.r,Y) =O (cf. [Rum]). On supposera cette 
hypothese remplie. L'opérateur de Hodge habituel ( cf. par 
exemple [Wel] ou [War]) s'étend par linéarité en un opérateur 



112 AZIZ EL KACIMI ALAOUI 

pour tout r = 1, ... , n. On définit d'autre part un produit 
scalaire sur chaque D/(M / F) en posant 

Pour tout rE {1, ... ,n} on pose br = (-l)r- 1 *d*; on 
définit ainsi un opérateur 

Pour tous a E n,r- 1(M/F) ct ¡3 E n,n-r(MjF) on a 

d(a 1\ *f3 1\ x) =da 1\ *f3 1\ x + ( -1r-1a 1\ d(*f3) 1\ x 

= da 1\ f3 1\ X + ( -1 y-I+r- 2 a 1\ *( 8rf3) 1\ X 

= da 1\ f3 1\ X - a 1\ *( 8rf3) 1\ X· 

Le terme a 1\ *f3 1\ dx est nul car X est relativement fermée 
(par hypothese ). En intégrant les membres de gauche et de 
droite dans l'égalité qui précede on obtient 

O = (da, /3) - (a, 8rf3) 

i.e 8r est l'adjoint de d: n,r-1(M/F) ---+ nr(M/F) pour le 
produit scalaire qu'on vient de définir. 

Pour tout r = 1, ... , n on pose 

On alors le théoreme suivant dont on peut trouver la dé
monstration compete dans [Rei3], [Elk1] ou [EH]. 
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13.1. Théoreme. Soit F un feuilletage riemannien homo
logiquement orientable de codimension n sur une variété com
pacte orientable M. Alors 

i) dimrfT(M/F) < +oo; 
ii) nr(M/F) = 1-lr(M/F) EB Imd EB Im8r+l· 
De ce théoreme on peut tirer comme conséquence impor

tante : la dualité de Poincaré. 

13.2. Théoreme. L 'accouplement 

est une forme bilinéaire non dégénérée et on a alors un iso
morphisme canonique entre Hr(M/F) et Hn-r(M/F). 

Ces deux théoremes montrent que la cohomologie basique 
d'un feuilletage riemannien homologiquement orientable sur 
une variété compacte orientable se comporte comme la co
homologie de de Rham d'une "bonne variété" compacte ori
entable. 

Le théoreme 13.2 a été aussi établi par V. Sergiescu par des 
méthodes homologiques dans [Serl]. 

En réalité la condition Hn( M/ F) = lR. n'est pas nécessaire 
pour avoir le théoreme 13.1. Nous renvoyons le lecteur aux 
références [EH] ou [Elk1] pour les démonstrations. Nous allons 
toutefois donner un exemple de calcul. 

13.3. Exemple. Nous reprenons la matrice A de l'exemple 
1 du 12.2 mais en prenant (pour simplifier) m = n = l. La 
matrice A a done deux valeurs propres J-l et ). = .!. auxquelles 

IL 
sont associés deux vecteurs propres v = ( 1, a) et w = ( 1, b ). La 
variété 'f~ est le quotient de 'f2 xlR. par la relation d'équivalence 
qui identifie (x, y, t) a (A(x, y), t + 1) ou (x, y, t) sont les coor
données sur 'f2 x R Le feuilletage F est le flot défini par le 
champ de vecteurs 

t (a a) X = J-l ax + a ay . 
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Le paralléllisme transverse est donné par les champs de vecteurs 

Y = A t ( :x + b :y) et Z = :t. 
On a les relations de crochet 

[X, Y]= O, [X,Z] = (-logJ-L)X, et [Y,Z] = (-logA)Y. 

La base duale du parallélisme (Y, Z) est donnée par les formes 
différentielles 

{

()= 

r¡= 

A -t (-a-dx - - 1-dy) a-b a-b 

dt 

dont les différentielles extérieures sont 

d() = (log J-l )B 1\ r¡ et dr¡ = O. 

Décrivons les formes basiques. Les fonctions basiques sont 
les fonctions qui ne dépendent que de t; les 1-formes basiques 
sont du type 

o = j() + gr¡ 

avec f et g des fonctions basiques. Enfin les 2-formes basiques 
s'écrivent 

¡3 = h() 1\ r¡ 

avec h fonction basique. On choisit comme métrique rie
mannienne transverse celle qui rend le parallélisme (Y, Z) or
thonormé. On définit alors l'opérateur * de Hodge de la fac:_;on 
suivante 

*(1) = V 

*(B)= r¡ 

*(r¡)= -B 

*( v) = 1 
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ou v = (} 1\ r¡ et on étend * linéairement par rapport aux 
fonctions basiques. On définit d'autre part le "morphisme 
d'intégration" 

r: n2 ('f~/ F) ~ n1 (§1
) 

par I(h(t)B/\r¡) = h(t)r¡ qui nous permet de définir le produit 
scalaire sur chaque espace nr(~/ F) par 

(a, /3) = { I( a 1\ ¡3). 1§1 
L'adjoint 8: nr('f~/F) ~ nr-1 ('f~/F) de d est défini par 

8(!) 

8(!0) 

8(gr¡) 

8( h(} 1\ r¡) 

=0 
=0 

= -~(t) 
= (h(t) log JL- ~~) (} 

Comme une forme basique w est harmonique si et seulement 
si elle vérifie dw = O et 8w = O l'expression de 8 nous donne 
l'espace H*('f~/ F) des formes harmoniques basiques sur 'f~ 

{ 

lR. 1 

1í*('f~/ F) = ~. r¡ 
si*= O 

si*= 1 

si*~ 2 

On constante que contrairement au cas classique et au cas 
ou F est homologiquement orientable, la forme volume (} 1\ r¡ 
n'est pas harmonique meme si le feuilletage est transversale
ment orientable. 
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