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Resumen 

En este trabajo se considera el oscilador no lineal débilmente forzado: 

z + af(z)z + g(z) = {3coswt. 

donde f(z) es un polinomio de grado cuatro y g(z) es un polinomio cúbico. Se 
presentan los diagramas de bij1Jrcaci6n en el caso no forzado ({3 = 0), en función 
de los coeficientes de f y g. 

Aplicando el método del promedio (en la versión de P. Ho!mes y J. Guck
enheimer) se obtiene la ecuación promediada asociada, para a, {3 pequeños y la 
no linealidad cúbica de g( z), también pequeña. Se estudian estas familias y se 
describen los diferentes retratos de fase que ocurren genéricamente para los coefi
cientes de f(z). 

* Tra.ba.jo parcialmente fina.ncia.do por DIUFRO 732-90 y DICYT 04-90-33BG 
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l. Introduccion. 

1.1 Consideremos el oscilador no lineal de tipo cúbico débilmente forzado con 
fricción cuártica dado por la familia de ecuaciones de Liénard: 

(1) z + o:f(z)z + g(z) = {3 coswt. 

donde /(z) = z4 -az2-p, g(z) = z-.Xz3 , son polinomios en z, cuyos coeficientes 
reales a, fl y A , son llamados parámetros internos del oscilador, o:, {3 y w son 
parámetros reales positivos O < o:, {3 < 1 . 

(2) 

La familia (1) es equivalente al sistema autónomo en JR 2 x S} dado por: 

{ 

. ( .,• �a�:�~�:�3� ) z = y - 0: 5 - 3 - flZ 

�~� = -z + .Xz3 + {3 cos w8 ; ( z, y) E JR2 
, 9 E S}, donde T = :; 

8 = 1 

La dinámica de (1) se puede conocer estudiando la dinámica de la transformación 
de Poincaré 4JT de (2) 

9=9. 

1.2 En el caso no forzado, {3 = O , la dinámica de (2), (por lo tanto de (1)) ha 
sido estudiada por los autores en el caso .X = O , ([2),[3]) . El caso A ::j: O , nos lleva 
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Si 'Y - 2; /fi > O => f(r) tiene solo una raiz; 

r¡ < �-�~� 

Veamos ahora el comportamiento de r en función de(} : 

of(r,O) 
3 21 1 (} 8/(r,O) O , -ysenO 

J::l(} = rr r - ur - ¡ sen => J::l(} = <=::::? r = v v 3rr2 -u 

Por lo tanto: 

(}E [0, �~�]� y r > #. => r' >O 

(}E [0, �~�]� y r < #. => r1 <O 

r = /fi => r' se índefine 

311" fa 
(}E [1r, 2J y r >y J:;: => r' <O 

Es decir la gráfica de f(r, O) = �T�~� - ur + ¡ cos (} = O en el plano (u , v) es: 

Donde A= /fi , B= ../! . 
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Es decir iii) intersecta al eje u en: 

• + v'•' + 16p. j·- v'•' + 16p. 
8 '- 8 ' o 

ja- Ja2 + l61J. 
8 ' 

a+ Ja2 + l61J 
8 

2) O = j =? 1 sen O = 1 

Sea g( r) = -4r5 + �a�~� + Jlr - 'Y encontremos las raíces de g 

g'(r)=O=?r==f 

3a + J9a2 + 801J 
40 y 

3a - J9a2 + 80/J 
40 y 

3a =f J9a2 + 80/J 
40 

puntos extremos. 

3a - ..j9a2 + 80/J . . 
40 

, son puntos de nummo 

3a + ..j9a2 + 80/J . . 
40 

, son puntos de �m�a�x�~�m�o� 

Luego g(r) tiene a lo más cinco raíces p¡, i = 1, 2, ... ,5 ordenadas como sigue: 

p¡ < -R2 < -R¡ < P2 < -M¡ < P3 < O< R¡ < P4 < M2 < Ps < R2 

donde: 

M¡= 
3a - J9a2 + 80/J 

40 
3a + .j9a2 + 80/J 

40 
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Observaci6n. Al reemplazar M¡ y M2 en g(r) , se deduce fácilmente que 
al crecer 1 , colapsan primero P2 con P3 , y luego colapsan P4 con P5 mientras que 
p¡ persiste para todo 1 . Por otra parte 

8g( r, O) 2 -"'( cos (} 
80 = - 20r4r' + 3r r

1 + Jlr' - "'(cosO = O =? r' = 20r4 _ 30r2 _ /J 
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Por lo tanto tenemos los siguientes gráficos dependiendo de la existencia de las 
raíces p;, i = 1, 2, ... , 5 . 

Si Pl < P2 = P3 =-M¡ < P4 < Ps , entonces el gráfico es: 

rtq 8 

Si P1 < P4 < pr, , entoces el gráfico es: 

flq 9 

Si Pl < P4 = Ps = M2 , entoces el gráfico es: 
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B.- Casos Particulares. 

Observemos en primer lugar que el infinito es siempre un repulsor, indepen
diente de los valores de los parámetros. En efecto, sea H(u, v) = u2 + v2 , entonces 
derivando H a lo largo de las órbitas del campo promediado se tiene: 

Luego parar - 00 se t1ene d.J{(u,v) <O, lo que implica que parar suficien
temente grande, el campo apunta hacia el interior de la frontera de las regiones 
u2 + v2 �~� r2 

Veamos a continuación que esta ocurriendo en el retrato de fase del campo 
promediado en la frontera {) B del espacio de parámetro B = { (u, ¡, r) E JR3 /u 2: 
O 1 �~�O�.� T 2: O} para diferentes valores de (a,JJ). 

Se usarán las notaciOnes y definiciones del capítulo anterior 

(1);-=0,u=O,r=O 

Ex1sten a lo más dos círculos de singularidades de radios R1 y R2 El ongen 
siempre es singularidad 

El campo (6) es mvariante por rectas que pasan por el origen y el retrato 
de fase se obtiene trivialmente Por ejemplo para J.l < O , a > O , a2 + 16JJ > O , se 
tiene: 

u 

flg 12 

(2) / = 0. U ;t: 0, T = 0 

El origen es la única singularidad y el parámetro 1-' es un parámetro de bifurcación 
de Hopf. Por ejemplo para a > O se tiene: 
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++ 
¡.t - o ¡.t ) o 
(flg 13) 

(3) { = 0; Cf = 0; T -::f 0 

El origen es la única singularidad y el parámetro J.l es un parámetro de bifurcación 
de Hopf. (JJ pequeño y a -::f O ). En la recta J.l = O , el parámetro a es también 
un parámetro de bifurcación de Hopf generalizado, es decir, en este caso se puede 
considerar 

Y(u, v) = (u2 + v2
)-

1 X(u, v) , 

entonces las ecuaciones de Y (u, v) son: 

{ 
:i: = (au + rv)- 4u(u2 + v2

) 

v = (au-rv)- 4u(u2 + v2
) (r >O) 

Compatibilizando ambas bifurcaciones y siguiendo los argumentos de [3] se tiene: 

�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�1�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�~�~�-�~� 

6 
{fJQ 14) 
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fiQ 16 

Segundo caso: a2 + 16p > O . Si p > O , sea M2 el único máximo relativo de 
w(v) entonces tenemos: 

i) Si O < 1 < w(M2 ) , el campo de vectores xt;o tiene tres singularidades 
s1 < O < s2 < sa , s 1 un atractor, s2 un repulsor y sa un punto de silla. 

ii) Si 1 = w(M2) , entonces s2 = sa es una silla-nodo. 

iii) Si 1 > w(M2) ,perdura solo la singularidad s1 . 

Si p < O, a > O el campo de vectores xt.;o tiene a lo mas cinco singulari
dades dependiendo del parámetro 1 . 

Sea O< M 1 < M2 las raíces positivas de w'(v) y A=-W(Ml) , B=W(M2) , 
entonces tenemos: 

a)Para A< B. 

i) Si o < 1 < A , xt;;o tiene 5 singularidades: 81 < s2 < Sa < o < s4 < 
s:; , s1 un atractor, s2 una silla, sa un atractor, s4 un repul.sor, s:; un punto 
de silla. 

ii) Si 1 =A, s2 y sa colapsan en un punto silla-nodo. 

iii) Si A < 1 < B, xt;;o tiene solo las singularidades S¡, 84 y 8:; • 

iv) Si 1 = B, 8 4 y 85 colapsan en un punto silla-nodo. 
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v) Si¡> B, perdura solo s1 

b)Para A= B. 

i) Si 'Y < A, xt;o tiene las cinco singularidades sl' ... 'Ss . 

ii) Si ¡ =A = B, s2 , s3 y s4 ,s5 colapsan simultaneamente en dos puntos 
sillas-nodos. 

iii) Si ¡ > A = B, entonces perdura solo s1 

e) El caso A > B es similar con a). 

(1q 17 

. !rlo tB) 

Resumiendo, el número de singularidades para u = O , T = O , dependiendo 
de los parámetros J.l , a se describen en el siguiente diagrama: 
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(flq 21) 

4. Análisis genérico. 

4.1 Supondremos ahora que en el sistema promediado dado en el capítulo 2 se 
tiene u , r , ¡ no nulos. 

Primeramente haremos un análisis de tipo genérico. Es decir nos situaremos 
bajo las condiciones más ricas posibles en los parámetros (a, J..l) . Esto quiere decir: 
supondremos que el sistema promediado tiene siete singularidades, lo que implica 
que se tiene: 

lr1l > R2, r3 < R1, �~� < IP31 

Las gráficas de las curvas f(r,B) y g(r,B) son 

(ftq 22) 
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Lema l. Si existen las siete singularidades y son distintas, se tiene que S1 . S2 , 53 

son sillas hiperbólicas; No. N1 son nodos atractores y N2, N3 son nodos repulsares. 
Se tiene la siguiente figura (sin ciclos límites): 

r 1 q .! 1 

Observaciones: 

( 1) Bajo las condiciones anteriores, existen en el espacio de parámetros ( 17, r, -y) 

tres superficies Z1 . Z2 . Z3 de bifurcaciones de sillas-nodos 

Z1 ={Colapso de S1 con N2} 

Z2 = {Colapso de S2 con N 1} 

Z3 = {Colapso de S3 con N3} 

Siempre Z1 n Z2 = qJ Puede ocurrir que Z1 n Z3 :f 4> y Z2 n Z3 :f t/J 
Observemos que las bifurcaciones de sillas-nodos producidas por el colapso 
S¡ con N1 o S2 con N2 se obtiene en los parámetros (a, JJ) 

(2) Sobre las superficies Z; (i = 1, 2, 3) existen curvas { 1 de bifurcaciones de 
codimensión dos, de tipo cúspide. Al cortar transversalmente y genérica
mente estas superficies por un plano I:; (el cual también es transversal 
a { 1 ), se obtiene el siguiente diagrama local de bifurcaciones siguiendo la 
teoría de Bogdanov-Takens [6]. 
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¡: (flq 241 
1 

donde PH y Pe son superficies de bifurcación de Hopf y de bifurcación por 
órbitas homoclínicas respectivamente. Esquemáticamente en 'E¡ se tiene: 

(3) Sobre las curvas 6 existen puntos aislada; que corresponden a puntos 
de bifurcación de singularidades de codimensión tres. El diagrama de 
bifurcación local de estos punta; dados por sus desdoblamientos universales 
es bastante complicado, como referencias están los trabajos de F.Dumortier, 
C.R.ousseau, J .Sotomayor [7]. 

( 4) Existen, además, con seguridad otras superficies de bifurcaciones (de tipo 
Hopf, conexiones de sillas, colapsos de ciclos límites, etc) y sobre estas 
superficies curvas de bifurcaciones de codimensiones superiores. Escapa a 
los objetivos de este análisis genérico de la ecuación promediada el detalle 
de estas bifurcaciones. 

(5) Un análisis de tipo no genérico no tiene mucho sentido desde el punto de 
vista del conocimiento de la dinámica de la ecuación original (1), pues 
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el método del promedio no entrega resultados precisos en situaciones no 
genéricas. Por ejemplo: no se conoce en detalle que dinámica tiene la 
ecuación (1) cuando en el sistema promediado (6) se está en una vecindad 
de una singularidad de tipo cúspide (obviamente existe caos por la presencia 
de infinitos puntos homoclínicos derivados de la autoconexión de silla) 
Bifurcaciones de mayor codimensión detectan situaciones aún más caóticas 
en el sistema original ( 1). 

5. Apéndice. 

Método del promedio (4]. 

Consideremos un sistema de ecua e .unes no autónomo de la forma 

( i) 
dx 
dt =t:f(x,t,t:) xE �U�~�/�R�n� �O�~�t�:�~�l� 

Donde f mn X IR X JR+ - mn de clase en ' r �~� 2 ' acotada sobre conjuntos 
acotados y Y-periódica en la variable t , Y > O 

( lÍ) 

El sistema autónomo promediado asociado al sistema (i) es: 

dy -- = t:/(y) 
dt 

1¡T 
donde j(y) = T Jo f(y, t. O)dt 

En esta situación se tiene: 

Teorema del Promedio. Existe un cr -cambio de coordenadas X y + 
::w(y, t.::) bajo el cual (i) se transforma en: 

dy - 2 
dt = t:f(y) + é /¡(y, t, €), 

donde J¡ es Y-periódica en t y se tiene: 

a) Si x(t) e y(t) son soluciones de (i) y (ii) que en t = O pasan por xo �~� 

Yo respectivamente, con llxo- Yoll = 0(€) , entoncesllx(t)-y(t)ll = 0(::), 
hasta tiempos del orden ; 

b) Si p0 es una singularidad hiperbólica de (ii), entonces existe t:o > O tal 
que Vt:, O < t: �~� t:o , (i) posee una única órbita periódica hiperbólica 
1 r ( t) = Po + O( t:) , con el mismo tipo de estabilidad de Po . 

e) Si x• ( t) es una solución de ( i) que está en la variedad estable de Ir e y• ( t) es 
solución de (ii) que esta en la variedad estable de Po con llx'(O)- y• (0)11 = 



74 H.Burgos, J.Billeke, M. Wallace. 

O(é:), entonces l!x'(t)- ¡¡'(t)ll = O(é:), para tE [O,+oo). Análogamente 
ocurre para las variedades inestables con t E ( -oo, O) . 

Observaciones: 

l. Las concluciones de (b) y (e) pueden generalizarse a conjuntos hiperbólicos 
más complicados, en particular órbitas periódicas hiperbólicas de (ii) cor
responden a toros invariantes hiperbólicos de (i). 

2. Si se tiene una familia a !-parámetro de sistemas similar a (i). 

(i)' �~�~� = é:/¡.¡(x, t, é:) ¡..t. E IR, al cual se le asocia una familia de sistemas 
promediados. 

(ii)' �~� = é:f¡.¡(Y) . Si en ¡..t. = ¡..t.o , (ii)' tiene una bifurcación de tipo 
nodo-silla o tipo Hopf, entonces para ¡..t. próximo de ¡..t.o y € suficiente
mente pequeño, la aplicación de Poincaré de (i)' también tiene una 
bifurcación de tipo silla-nodo o tipo Hopf. 

3. El resultado anterior puede extenderse a familias multiparamétricas, y a 
otras bifurcaciones de codimensión 2, pero no da información detallada de 
bifurcaciones que envuelven fenómernos homoclínicos. 

Detalles de estas observaciones se encuentran en [4), 166-180 
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