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ESfiMACION BA YESIANA DE FUNCIONES DE DISfRIBUCION: 

RESUMEN. 

APROXIMACION PARAMETRICA 

SEGUNDO ESCALIER SOTO* 

GUILLERMO MONDACA ORTIZ* 

En el planteamiento del problema de décisión estadística, se in-

corpora el conocimiento a priori o enfoque bayesiano por el par ($, P). 

Donde $ es el sistema o forma de definir la medida de probabilidad a pri~ 

ri P, sobre los estados de naturaleza . Enseguida se desarrolla un méto

do alternativo en la búsqueda de una solución al problema de estimación en 

la estadística bayesiana no paramétrica, denominado uAproximación Paramé

tricau. Esta solución paramétrica comprende la solución que se obtiene en 

el denominado Mcdelo de Azar Pro~orcional. Además, cuando se utiliza como 

conocimiento a priori un proceso de Dirichlet, el método paramétrico gene

ra la misma solución obtenida por el método no paramétrico empleado por Fer 
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so 

gurson, sin tener que deducir lo distribuci6n o posteriori del proceso. Co 

mo conclusi6n, se observo que el problema de estimar uno funci6n de Distri 

buci6n (o funci6n de Supervivencia) desde el punto de visto boyesiano, es 

transformado en el problema de tener que probar uno reloci6n de monotonía, 

por lo tonto, se tienen más recursos o técnicos disponibles poro obordcr es 

to situoci6n sin tener que deducir la distribuci6n o posteriori. 

PALABRAS CLAVES: 

Estimoci6n Boyesiono de uno Funci6n de Distribuci6n . Probabili

dad Aleatorio. Proceso de Dirichlet. Estimaci6n Pcro~étrico. 

l. INTROCUCCION. 

Desarrollaremos la situaci6n en la cual se requiere estimar una 

funci6n de supervivencia asociada a una v.a. T > O. Hecho que no resto 

generalidad alguno. 

Presentaremos en un sentido pedag6gico lo soluci6n para el probl~ 

mo sin informaci6n muestro! y luegc abordaremos el problema con informoci6n 

muestro!. También se observará que el Método de Aproximoci6n Poramétrica 

es válido cuando existe informoci6n muestro! censurada a la derecho. Pues 

to que lo que es determinante para construir el estimador propuesto , es s6 

lo el número de observaciones o la derecha de coda instante t. 

Lo idea fundamental del método parométrico es observar el probl~ 

mo original, como una colecci6n de problemas y obtener una soluci6n para el 

problema "Proyectado" en un instante t, fijo. Luego, analizar si al va

riar t obtenemos uno soluci6n del problema propuesto. De ser así, deno

minaremos o ésto "Soluci6n Poramétrico del Problema" o "Aproximaci6n Para

métrica de la Soluci6n". Plantearemos la demostraci6n general cuando se 

utiliza una supervivencia aleatorio denominado "Neutral por la Derecho, Ho 
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mogénea". Como ejemplo particular se agrega una situación en que se utili 

za un proceso Neutral por la Derecha no Homogéneo, tal como el proceso de 

Dirichlet, obteniendo la misma solución deducida por Ferguson, sin tener 

que obtener la distribución a posteriori del proceso. 

11. EL METODO PARAMETRICO. 

La bús~ueda de un método alternativo para · solucionar problemas de 

Decisión Estadística desde el punto de vista Bayesiano, lo podemos enfocar 

del siguiente modo: 

Si el problema consiste de un espacio paramétrico o conjunto de 

estados de naturaleza (8) , con la característica de que todo elemento de 

dicho conjunto está relacionado con un conjunto de índices I i ~. de tal 

forma que identificar un elemento del espacio paramétrico es equivalente a 

identificar una colección de valores indicados por el conjunto que cu~ 

plan determinadas condiciones, entonces observamos el problema original e~ 

mo una colección de problemas de estadística bayesiana, donde a cada valor 

t E I corresponde un problema de estadística bayesiana. 

Ejemplo: 

i) 

i i i) 

i V) 

Si @ = {S \ S : ~ ~ [O, 1] Función de supervivencia}, 
+ 

es el 

espacio paramétrico, entonces los estados de naturaleza están rela-

cionados con el conjunto = ~ o pueden identificarse con una co 
+ 

lección {S(t)}t E ~ , tal que : 
+ 

lím S ( t) = O i i ) 
t-o<:D 

lím + S(u) = S (t) 
u -+ t 

lím S(t) = 
t-o 

V t E ~ • 
+ 

monótona no creciente. 
• 
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Esta idea la incorporamos en la siguiente definición: 

DEFINICION 1. 

Sea el problema de decisión estadística bayesiano: 

{( @ , D, R), ($,P)}, tal que existe un conjunto de Indices I relaciona 

do con los estados de naturaleza 8 e:@ ' de tal forma que identificar 

un elemento de GD es equivalente a identificar una colección de valores 

indiciados por que satisfacen unas condiciones dadas. Entonces diremos 

que: 

{( @ , D, R) , ($,P)} es una colección de problemas de Deci-

sión Estadística Bayesiana, lo que denotaremos como: 

conjunto de índices asociados a 

D, R ), ($,P) } Denota el problema 

con (8)t, Dt, Rt 

de Decisión estadístico 
t t t 

bayesiana en el instante t' definidos en forma que 

( íH\ 
~t' 

El par 

D , R ) es un problema de decisión estadística para cada 
t t 

($,P)t denota el enfoque bayesiano en el instante te: I. 

bién lo llamaremos "Conocimiento a Priori" en el instante t. 

t e: I. 

Tam-

Enseguida definiremos lo que entenderemos por "Solución Paramétri 

ca" del problema original. 

DEFINICION 2. 

Sea el problema de estadística bayesiana: 

{(@, D, R), ($,P)} representado por la colección de problemas de est5::_ 

dística bayesiana 
o 

ción d e: D 

Diremos que una solu

d 
0 

= { d 
0

} t e: I , 
t 

es una "Solución Paramétrica" si y sólo si 

• 
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donde d
0 

E D , V. t E I • 
t t 

Para determinar una solución del problema { ( @ , D , R ) , ($, 
t t t 

P) } aplicaremos la técnica denominada Aproximación Paramétrica para cada 
t 

t E I , fijo. Luego, observamos si el variar t E I , obtenemos una solu-

ción del problema original. 

Estimaremos la función de supervivencia asociada a una variable 

aleatoria (v.a) T >O, que nos representa el tiempo de muerte de un indi 

viduo o el tiempo de fallo de un sistema. La función de pérdida es la cua 

drática ponderada y el enfoque bayesiano está expresado por un proceso es-

tocástico {S(t)} tE IR que es una supervivencia aleatoria. Así tene 

mos : 
+ 

= {Si S : IR --+ [0, 1], Función de Supervivencia} es el espacio pa
+ 

ramétrico. 

a = @ 

L =@ 

L(S, S) = 

por ser un problema de estimación. 

x Q--+ IR , Función de Pérdida Cuadrática Ponderada, tal que , 
+ ~ 2 

J 
IR 

+ 

(S(t)- S(t)) dw(t), para todo (S,S) E ® xa, con 

W una medida finita sobre (IR , B (IR ) ) que se llama comúnmente Me-
+ + 

dida de Ponderación. 

($,P) = (S= {S(t)} IR , P) 
t E 

denota el enfoque bayesiano o conoci-
+ 

miento a priori asumido, con P medida de probabilidad inducida por 

S, denominada Medida de Probabilidad a Priori. 

+ 
y podemos decir que el problema dado es Por tanto existe I = IR 

una colección de problemas, donde : 

@ t = Qt = [0 , 1 ] = { llt ( S ) = S ( t ) E [ 0 , 1 ] / S E ® } 
• 
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-IR 
+ 

(e, al 
2 

- 1 (e, al = (e - al , 
t 

Función de Pérdida Cuadrático Puntual. 

($,P)t =(S= {S(t)} 1R ,P) = (S(t), P ), 
t e: t t 

+ 
probabilidad inducido por lo v.o. t-ésimo 

con P 
t 

lo medido de 

del proceso estocástico 

S(t), denominado Medido de Probabilidad o Priori poro el t-ésimo pr~ 

blemo de decisión estadístico Boyesiono. Denotamos: 

(S(t),P) = (g, P ), 
t t t 

dad correspondiente o 

con gt 

S ( t). 

lo función de densidad de probobili-

Así, tendremos lo notación: 

donde: 

codo t e: 1R • 
+ 

+ 

2 
= { ( [o, 1 J , [o, 1 J, (e - al l , ( g t, P t l , Poro 

o) Solución del problema sin informocion muestro!. 

Poro codo t e: 1R , tenemos el problema: 
+ 

2 
pero sobemos que poro el probl~ {([0,1], [0,1], (e-al), (gt, Pt)}, 

2 
e e: [0, 1 J dado lo función de pérdida cuadrático (e - o) , mo de estimar 

el estimador boyes será lo medio de lo distribución o priori, en el pr~ 

blemo sin información muestrol. Esto es: 

S (t) E [S(t)] 
o 

• 



55 

Luego, obtenida la solución S ( t) e:Cl, V. t e: IR 1 construimos s = t o + o 
{S ( t) } 

IR 
Pero s e: CL por ser S una función de superviven-

o t e: o o 
+ 

cia, puesto que S = {S ( t)} es una supervivencia aleatoria y 
t IR e: 

+ 
aplicando resultados de convergencia se deduce que s e: a. 

o 

En resumen hemos obtenido: 

Proposición l. 

La solución paramétrica del problema de Decisión Bayesiana sin in 

formación muestral : 

{( @ , a, L), (Z , P)} , es 

S = {E [S(t)]} IR. 
o t e: 

+ 

b) Solución del problema con información muestral o problema de Decisión 

Estadística. 

En primer término mostraremos como se transforman algunos eleme~ 

tos del problema original con información muestral para un instante 

fijo. 

t e: IR , 
+ 

La información para el problema original está dada por x
1 

, X
2

, ... ,Xn 

muestra aleatoria (m.a) de tamaño n, extraída según el proceso S = 

{S(t)} t e: IR de la v.a. en estudio T > O. 
+' 

Entonces, tal como se ex 

puso antes, el enfoque bayesiano en el instante t, es: 

P [X .> t/S(t) =e]= e, v. i = 1,2, ... ,n. Esto significa que 
1 

para el valor t elegido, podemos conocer expresiones, tal como: 

• 
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e k ( 1 - 8) n-k, V k = O, 1, ... , n, porque los 

dientes dado S(t) = e. 

X 
i 

son indepen-

Esto tiene como consecuencia inmediato que el espacio muestro! 

original * ~ ffi: , donde toman valores x
1

, x
2

, ... , Xn, es transformado 

en nuestro espacio muestro! poro el instante t, denotado por \' en 

\ = {O,l,2, ... ,n}, que se obtiene por la función: 

f * - * t 

x - f(x) = Número de observaciones mayores que t 

= Número de coordenados mayores que t. 

Ahora, nuestro medido de probabilidad inducido por los observoci~ 

nes condicionado o los estados de naturaleza S E~' denotado por P~, 
con X= (X

1
, x

2
, ... , Xn), lo transformamos en: 

con Y(t) = f o X = Número de observaciones 

mayores que t. 

En síntesis, lo transferencia del espacio muestro! original y lo 

medido de probabilidad inducido por X condicionado o los estados de notu 

raleza S E QV, se transforman poro un instante t fijo, en: 

~ 
t 

{o,l •... ,n}, 

donde: 

* = 2 t, esto es, la o-álgebra 
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e~ *t formada por todos los subconjuntos de *t• la medida de probabil~ 

dad es tal que: 

PY(t)(A) = P[Y(t) e: A/S(t) 
t 

Si A f. <l> 

Para continuar con nuestro enfoque paramétrico en el instante t, 

debemos mostrar la transformación de las funciones de Decisión. Pero como 

nuestro espacio muestral es entonces las funciones de Decisión serán: 

d * t O.t = [O,l], tal que: 

v e do, lJ, f (e- d(k))
2 

\ 

con lo cual obtenemos Dt. 

dPY(t) (k) < 00 

t 

Finalmente, se deduce Rt, la función de riesgo como : 

Rt (e, d) = E [ 1 (e, d)] = 
t 

J (e 

\ 

Utilizando la notación más usual para denotar el problema de De-

cisión Estadística Bayesiano, escribimos: 

• 
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Así, el problema de Decisión Estadística Bayesiana original, lo 

observamos como una colección de problemas de Decisión Estadística Bayesi~ 

na, lo cual es expresado como: 

{( @, D, R) , (S,P)} = {( @ t, Dt , Rt), (gt, Pt)}t e: JR. 
+ 

Finalmente, para el problema en un instante t, se tiene que la 

función de riesgo bayesiano es: 

r ( P t , d) = E[R (8,d)] = 
t 

= I I (8- d(K)) 2 dPt(8/Y(t) =k) dPY(t)(k) 

*te8\ 

De esta expresión se deduce que la solución Bayesiana es: 

S (t) = E [S(t)/Y(t) = k], con Y(t) = k, el n6mero de observa 
o 

ciones mayores que t en la muestra . 

Lo que resta es definir la función: s = {S ( t l } lR , 
o o t e: 

+ 

y si s e: a, 
o 

entonces S es la solución paramétrica del problema original de Decisión 
o 

Estadística Bayesiana denotado por: 

• 
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{ ( @, Q, L), ( ~, P), { 0~, o( ~d, PX)} S /';:;'\ } 
e:~ 

' '";'\ 
= {( ®,D,R), (~,P)}. 

Recordemos que (,L = {S/S: IR .... [O, l] función de supervivencia} entonces 
+ 

expresar que 
o 

es solución paramétrica, equivale a expresar que S es 
o 

una función de supervivencia. 

Antes de probar que s = .{E[S(t)/Y(t)]} 
IR 

es una función de superv.!_ 
o t e: 

+ 
vencía, escribiremos la forma del estimador puntual E[S(t)/Y(t)] para ca 

da valor de y ( t) = k e: {O,l,2, ... ,n}, en una forma adecuada. 

El punto es ver que existan las probabilidades condicionales que aparecen 

y, así caracterizamos el estimador para cada valor de la v.a. Y(t), que 

nos indica el número de observaciones mayores que t, fijo. 

Desde esto escribimos: 

n 
S (t) = E[S(t)/Y(t)] 

o 
I a.(t) !A, 

j =0 J j 
donde 

n 

a. ( t) 
J 

= E [S ( t) I A ] 
P(A.) j 

J 

A ={Y(t)=j} 
j 

o equivalente A = {X e: IR 
j + 

existen componentes ma-

yo res que t}, paro cada j = O, l , 2, ..• , n. 

Esto lo haremos porque la relación que existe entre los valores 

la expresada por el lema siguiente: 

LEMA: <a(t); Vte:IR, fijo. 
n + 

a . ( t) 
J 

es 

La demostración de este lema se hace aplicando propiedades de la 

distribución a posteriori de S(t) dado Y(t) y, observando que para ca-

da valor de S(t) = 8 e: [0, 1], la función 8 es monótona creciente en 
- 8 
• 
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[o, 1 J. (Detalles pueden consultarse en [11]}. 

Enseguida probaremos las propiedades que caracterizan una función 

de supervivencia, esto es, probaremos que s cumple con: 
o 

i ) 1 ím S ( t) = 1 c.s. 
t -o + o 

i i ) lím S ( t) = o e. s. 
t --+ a> 

o 

i i i) lím s (h) = s ( t) para cada t E IR 
h --+t 

+ o o + 

iv) Si 

Las propiedades i), ii), iii) se cumplen cualquiera sea el cono

cimiento a priori asumido o enfoque bayesiano, expresado por el proceso e~ 

tocástico S = {S(t)}t E IR que sea una supervivencia aleatoria (que cu~ 
+ 

pla las condiciones de consistencia de Kolmogorov). La problemática es la 

propiedad iv) de monotonía no creciente en t (o monotonía no decreciente 

si estimamos una función de distribución). Las dificultades surgen por v~ 

rias razones, pero estimamos o podemos decir conjeturamos, que cualquiera 

sea la supervivencia aleatoria que se asuma como conocimiento a priori la 

solución paramétrica es efectivamente válida . Lo expresado aquí, está ova 

lado por una serie de resultados empíricos obtenidos mediante simulación. 

Plantearemos la demostración de la propiedad iv), cuando la supervivencia 

aleatoria que se utiliza es un proceso neutral por la derecha homogéneo. 

Pero, como ejemplo obtendremos la solución cuando se utiliza un proceso neu 

tral por la derecha no homogéneo, como es el proceso de Dirichlet. 

Las propiedades i), i i) e i i i) se deducen aplicando el lema y re 

• 
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sultados sobre convergencia de v.a. (Detalles pueden verse en [ll ] l. 

Cuando el conocimiento a priori es un proceso neutral por lo de

recha homogéneo, el estimador puede escribirse en la siguiente forma !Ver 

[ l l J) . 

n-k 
(n~k) ¿ (- 1 ) j M ( n+ 1- j) 

j =0 J t 
S ( t) = E(S(t)/Y(t) = k] = 

o n-k 
( -1) j (n~k) ¿ M (n - j) 

j =0 J t 

donde k = O. 1 . 2, ... , n, denota el número de observaciones mayores que t 

en la muestro aleatoria de tamaño n. 

Aquí M 
t 

denota la función generatriz de momentos del proceso 

W -= {W(t)} 
t e: lR 

que aparece en la definición de neutral por la derecha h~ 
+ 

mogéneo, esto es. M (u) = E [e -uW ( t)] , 

t -W(t) 
(obsérvese el signo menos) recor-

dando que S(t) e 

Particularmente, M (u) 
t 

-y( t) 
= e 

¡"' -uz 
0 

(e -1) dN(z) 

con 'Y(t) una función continua, creciente definida desde lR 
+ 

hacia lR 
+ 

tal que lím -y(t) = "'• -y(O) =O, N(z) es una medida finita definido sobre 
t .... (X) 

( lR B( lR ) ) que se denomina medida de Levy del proceso. 
+ + 

entonces: 

• 
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n-k n-k 
¿; 1 (-1) j ( o 1) M (n+ 1- j) 

j=O J t 1 
S o ( t 1) = n-k n-k 

¿; 1 (-1) j ( o 1) M (n - j) 
j =0 J t 1 

n-k n-k 
¿; 2 (- 1 } j ( o 

2 ) M ( n+ 1- j ) 
j =0 J t2 

con Y(t
1

) = k
1

, Y(t
2

) = k
2

, número de observaciones mayores que t
1
,t

2
, 

respectivamente. 

rio probar que si o<t <t <x 
- 1- 2- 1 

~ S
0

(t
2

}, ya que para otras situaciones el razonamiento es análogo. He-

mos denotado por x
1 

el menor valor de las observaciones y x
2 

siguiente, esto sólo para efectos pedagógicos. 

el valor 

a) Primero observemos que la situación planteada la podemos resumir gráf~ 

comente del modo siguiente: 

-
S ( t) 

·~o 

~----~----------~---------------------------7 ~ o + 
X 

2 ... 

• 



Es decir, para cualquier t < x = min 
1 

decreciente en t 1 porque el estimador toma el valor a ( t) 
n 

63 

S ( t) es 
o 

puesto que 

las n observaciones son mayores que t, y este comportamiento decrecie~ 

te en t, es debido a que la función r(t) es creciente (o no decrecien-

te). 

En efecto, sean O< t
1 
~ t

2 
< x

1
, entonces existen n observa 

cienes mayores que t
1

, t
2

, esto es k
1 

= k
2 

= n, lo cual implica que: 

donde: 

= 

s 't l o 

M (n+ 1) 
t 1 

M (n) 
t 1 

M (n+ 1) 
t 
M (n) 

t 

r(t) (A+D) 
e 

= r(t)A 
e 

A= Jro (e-nz- 1) dN(z) <O, 
o 

= 

= 

M (n+ 1) 
t2 

M (n) 
t2 

r(tlD 
e 

D = Jro (e-(n+1)z- e-nz) dN(z) <O , > 
o 

• 

pero 
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-D 'Y(t ) -D 'Y(t ) D 'Y(t ) > eD 'Y(t
2

) 
e 2 ~e 1 ~e 1 

Por lo tanto, si O<t <t <x
1

. 
1 2 

- + b) En segundo lugar se tiene que, S0 (x~) ~So (x1), esto ocurre porque 
- + 

So (x1) So (x1) = a n-1 ( x ~) S o (x1) = por la continuidad por la derecha, y 

S0 (x~) = an (x1), luego como an ( x 1) ~ an-1 (x1)' entonces: 

sólo resta probar que si entonces e) Finalmente, 

s (t
1
l > s (t

2
l, 

o - o 
Sean k = n -1 = 

1 

ya que en cualquier otro caso el razonamiento es an6logo. 

k
2

, entonces: 

= 

= 

M (n+ 1) 
t 1 

- M (n) 
t 1 

M (n) 
t 1 

- M (n-1) 
t 1 

M (n+ 1) 
t2 

M (n) 
t2 

- M (n) 
t2 

M )n-1) 
t2 

Enseguida definimos: 

CD 

A = J (e -nz - 1 ) dN ( z) < O 
o 

• 
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f 00(e-(n+1)z -nz 

= - e ) dN ( z) ~ O, 
o 

entonces: 

Luego, probaremos que la función de t: 

(A+ D) r(t) A r(t) 

s ¡ t l = 
o 

e - e 
A 'Y(t) (A+ B) r(t) 

e - e 

es decreciente en t. 

Para ésto aplicamos elementos de cálculo, observando que: 

5 ¡ t l = 
o 

s' ¡ t l 
o 

eD 'Y(t) - 1 

1 - eB -y(t) 

(1- eB'Y(t))Dr'(t) eD'Y(t) + (eDr(t)- 1) B'Y'(t) eBr(t) 

( 1 - e Br( t)) 2 

65 

S'(t) <O ~ > f(t) = (B-D) e(B+Dl'Y(t) + D eDr(t)- B eBr(t)<O 
o 

porque r' (t) ~ O, ya que -y(t) es creciente . 

• 
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i ) 

i i) 

to t = 

Entonces tendremos que la función f(t) es tal que : 

f (O) = o porque 'Y (o) = o 

f 1 
( t) (8

2 
- o2

) 'Y' (t) 
(8 + D) 'Y(t) 2 D 'Y(t) 

= e + D 'Y'(t) e 

8
2

'Y ' (t) 
B 'Y ( t) 

f (o) O; f 1 
( t) < o e 1 = 1 porque: 

82 (B 
e 

02 (B 
e 

Esto 

O, por 

Luego , 

+ D) -y(t) < 
8

2 8 -y(t ) 
B > o e ya que y 

+ D) -y(t) > 
0

2 D 'Y ( t J 
D < o. e porque 

implica que existe un máximo de la función f ( t) 

lo tanto : 

f(t) < f(O) = O > f(t) < O, s ( t l < o. 

si 

o 

x 
1 

< t < t < x
2

• 
1 - 2 

Desde ésto , podemos afirmar que: 

si tal que 

D < o 

en el pu~ 

Por lo tanto, desde i), ii), iii) e iv) podemos expresar que la 

solución poramétr i ca es efectivamente una función de supervivencia, si el 

proceso asumido como conocimiento a priori sobre el problema dado es una 

supervivencia aleatorio neutral por la derecha homogéneo . 

Esto lo resumimos en: 
• 
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Proposición 2. 

Sea el problema de decisión estadística bayesiano: 

{( rw, D, R), ($,P)}, donde $=:S= {S(t)} es una superviven-
t.¿;/ t e: IR + 

cia aleatoria neutral por la derecha homogénea, @ = {S/S : IR+ __.[o, 1J fun 

ción de supervivencia} y la función de pérdida es la cuadrática ponderada. 

Entonces la solución paramétrica: 

s = {§ (tl = 
o o 

E [S(t)/Y{t)]} 
t e: lR+ 

es una función de supervivencia donde Y(t) indica el número de observa-

ciones mayores que t. 

Mostraremos, como ya hemos dicho, un proceso que es neutral por 

la derecha no homogéneo observando que la solución es simple y dicha rela-

ción de monotonía es obvia. 

ALGUNAS NOTAS SOBRE SOLUCION PARAMETRICA. 

l. Como ya hemos expresado, la solución no paramétrica es efectivamente 

la solución bayesiana que podríamos denominar solución •real• del problema 

propuesto. Pero dada la difícil aplicabilidad que tiene por la forma y cál 

culos que requiere, hemos propuesto una aproximación de dicha solución de-

nominada paramétrica. Esta aproximación tiene las características de ser 

fácil de evaluar y evita el escollo principal que surge en la solución no 

paramétrica, que es el encontrar la distribución a posteriori del proceso. 

Otra característica que se deduce de su enunciado es que permite trabajar 

con cualquier supervivencia aleatoria como conocimiento a priori o enfoque 

bayesiano. 

• 
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2. En el intento de aproximarse hacia la solución no paramétrica, cuan-

do se tiene una supervivencia aleatoria como conocimiento a priori, existe 

ya una solución dada por el méto¿o de aproximación lineal. Pero de acuer

do a la formulación matemática del método paramétrico, esta solución se si 

t6a en un "entorno" más cercano que la aproximación lineal respecto a la so 

lución no paramétrica. (Ver [11]). 

3. Desde el enfoque planteado para obtener soluciones paramétricas, sed~ 

duce que el método de aproximación lineal, podemos incorporarlo como un e~ 

so particular de solución paramétrica, denominando a este procedimiento "s~ 

lución paramétrica por aproximación lineal". Pero, seg6n hemos expresado 

a lo que llamaríamos solución paramétrica, para afirmar que el método de 

aproximación lineal es un ceso particular de solución paramétrica, deberí~ 

mos probar que al variar t, efectivamente obtenemos una función de supe~ 

vivencia. 

Para el caso n = 1, esto es inmediato porque la solución lineal 

coincide con la solución paramétrica, por lo tanto, cuando n = 1 (tamaño 

muestra), podemos denominar a la solución obtenida: "solución bayesiana p~ 

ramétrica por aproximación lineal". 

La transformación del proceso: 

S = {S ( t) } lR 
t E + 

Si en el método paramétrico consideramos una transformación del 

conocimiento a priori reflejado por el proceso estocástico S={S(t)} lR' 
t E + 

es decir, una transformación de cada S(t) v.a. marginal del proceso, de 

tal forma que la distribución condicional de la v.a. Y(t) dado S(t) sea 

binomial de parámetros n y g(S(t)) V. tE lR+, siendo g la aplicación 

qve transforma nuestro conocimiento a priori, entonces la solución obteni

da por el método paramétrico bajo las mismas condiciones de pérdida cuadró 

• 
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tica, comprende el procedimiento de estimación de una función de supervi

vencia asociada a una v.a. T >O, cuando existen datos censurados a la de 

recha y el problema se denomina •azar proporcional•. 

En efecto, para ello basta considerar que 3 ~ ~O conocido y d~ 

finir g(S(t)) = S(t)~+ 1 
V t E lR+, entonces la distribución condicional 

~+ 1 
de Y(t) dado S(t) es B(n, S(t) ) , siendo Y(t) = número de observa 

cienes mayores que t (sean muertes o censuras). 

Ejemplo: 

Sea S = {S ( t l} t E lR+ un proceso de Di richlet de parámetro a 

Un proceso de Di r ichlet de parámetro o., donde o. es una medí-

da no nula sobre ( lR+, B( lR+)), queda caracterizado por una constante 

o.(ffi+) y una función de supervivencia: 

S ( t ) = 
o. ( lR + ) - o.( t ) ' donde S (t) 

o o.(IR+) o 
representa en el contexto 

bayesiano la supervivencia •a priori• esperada, y o.(JR+) es un parámetro 

que nos indica la confiabilidad en dicha información •a priori• (Ferguson, 

1973). 

Sabemos, en este caso (por definición y propiedades del proceso 

de Dirichlet) que S(t), a tE IR+, fijo, se distribuye como una v.a. be 

ta de parámetros (o.(lR+) o.( t) ' o.( t) ) . Aquí denotamos o.(t) = o.[O,t]. 

Entonces, como Y(t) dado S(t) es una binomial, conocemos la distribu

ción •a posteriori• de S(t) dado Y(t), esta será una beta de parámetros 

apropiados, puesto que la distribución beta es la conjugada de la binomial. 

Así tendremos que: 

S ( t ) - Beta ( o. ( lR + ) - o.( t ) , o.( t ) ) 

• 
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S(t)/Y(t) = k Beta (a , ~) 

donde: & = a(IR+) - a(t) +k 

6 = a(t) + n - k V k= 0,1, ... ,n. 

Por tanto: 

S (t) =E [S(t)/Y(t) =k] = 
o 

donde: 

Cl. 
= --- = 

a( IR+) - a( t) + k 

a(IR+) + n 

= (1- p) S (t) + p S (t) 
n n n o 

S ( t) = 
y ( t) k 
--- = 

n n n 

I (k) 

{O, 1, ••. , n} 

V k= O, 1, ... ,n, es la supervivencia empírica, S (t) es la supervivencia 
o 

"a priori" (soluci6n del problema sin informaci6n) y: 

a( IR+) 
+ n 

E [O, 1] , V n E lN (fijo). 

Así, el estimador obtenido por el método paramétrico coincide con 

las soluciones dadas por el método no paramétrico de Ferguson y con la de

ducida por el método de aproximaci6n lineal de A. García. 

Obviamente, este estimador posee las buenas propiedades del est~ 

mador de Ferguson. Por ejemplo, sabemos (Ferguson, 1973) que si el tamaño 

muestral n tiene a infinito, p -o y 1- p -1, es decir, si el tamo 
n n 

ño de la muestra crece, el conocimiento 0
0 priori" queda paliado por el co 

• 
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nocimiento muestra!. Este comportamiento asintótico en base al tamaño de 

la muestra. cuando se trata de un proceso de Dirichlet como conocimiento 

Ha priori", desafortunadamente no es general para cualquier otro proceso 

neutral a la derecha. Aún, en el método no paramétrico es poco claro un 

comportamiento tan agradable del estimador, debido a la complejidad de la 

distribución a posteriori del proceso. Esta característica sólo es conse

cuencia de las buenas propiedades que posee el proceso de Dirichlet. Por 

ejemplo, al aplicar el método paramétrico utilizamos inmediatame:nte la dis 

tribución marginal de cada S(t) que es una beta, por lo tanto, la condi 

cional nuevamente es una beta de parámetros apropiados, puesto que es la 

conjugada de la binomial. Aquí no es necesario utilizar las funciones ge

neratrices de momento del proceso asociado a cada S(t), ya que es mucho 

más fácil utilizar la distribución conocida de cada S(t). Bien, esta ca-

racterística ya no es posible aplicar en cualquier otro proceso neutral a 

la derecha. 

Para el análisis respecto al tamaño de muestra n, sólo mencio

namos aquí, que por tratarse de un estimador de Boyes respecto a una pérd~ 

da cuadrática, el comportamiento de nuestro estimador bajo algunas condi

ciones de regularidad generales, se aproxima al estimador máximo verosímil 

de 8 cuando n crece. En nuestro caso el estimador máximo verosímil es 

justamente S ( t l. 
n 

( Lehmann, 1984). 

Si la confiabilidad en nuestro conocimiento Ha prioriH crece, es 

decir: Si a(IR+) tiende a infinito, manteniendo constante S (t), el es 
o 

timador S ( t) tiende al conocimiento Ha priori" esperado 
o 

p - 1 si a (IR+) - m. 
n 

Si la confiabilidad decrece, a( IR+) 

S (t), ya que 
o 
tiende a cero, 

conservando constante S (t ), el estimador S ( t) tiende al conocimiento 

muestra! S (t), 
n 

o 
ya que si 

o 
a (IR+) - O entonces p - O. 

n 

Estos resultados los expresamos del modo siguiente: 

• 



Proposición 3. 

Si el conocimiento •a priori• viene "dado por un proceso de Di -

richlet de parórr.etro Ct y hacemos variar et(JR+) 

S t tl . se tiene que : 
o 

al 

b) 
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