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Las propiedades termodinámicas de sistemas molecula 

res tienen importancia en las aplicaciones ingenieriles, esp~ 

cialmente en el cálculo ca capacidades y tamaños de equipos de 

pla ntas químicas. Por ello se han dedicado esfuerzos en estu 

d iar modelos teóricos que representen el comportamiento real 

de los fluidos para deducir dichas propiedades. A partir de 

la teoría de la Mecánica Estadística y de la teoría de Pertu~ 

baci ón, se ha desarrollado un método que permite calcular las 

propiedades de un sistema molecular, donde las interactúa n 

con un potencial que llamaremos potencial real . Para ello es 
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nece s ario tomar como referencia un potencial teórico conoci

do, y a part i r de él emplear desarrollos en serie para obte-

nerlo. El interés de los investigadores es encontrar un me 

jor formalismo para representar el potencial real que permi

ta u na aproximación de cilculo de las propiedades de los flui 

d os de moléculas no esféricas. 

Las diversas aplicacione s de la teoría de perturba

c i ón se basan, para el cilculo de las propiedades de un sist~ 

roa, en un potencial de referencia de tipo esférico, es decir, 

se considera que la energía de interacción entre un par de 

molé c ulas depende solamente de la s eparación de sus centros y 

es independiente de las orientaciones de ella, otros trabajos 

posteriores incluyen en la energía de interacción, la depende~ 

c ia angular de las moléculas: por ejemplo, el potencial de 

Stockmayer para moléculas dipolares y el potencial de Kihara p~ 

r a sistemas no-polares no-esféricos. Sin embargo, su aplica-

ció n se ve limitada cuando la parte del potencial dependiente 

del ángulo tiene un valor pequeño con respecto al product o de 

la constante de Boltzman y la temperatura absoluta, KT, porque 

se produce una ripida convergencia de las expansiones de pertu~ 

bación. 

Una aproximación del potencia U, estudiada por 

W.A.Steel (1) para un sistema de moléculas no esféricas, se ha

ce a partir de la mecinica estadística, y es aplicable a flui-

dos de moléculas de forma y densidad arbitraria. Este se obtie 

ne cuando se agrega los siguientes supuestos a los de los fluí-
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dos monoatómicos: 

1) La energía de interacción molecular total del 

fluid o es la suma de las energías potenciales tomadas por pa -

res de moléculas del fluido. 

2) Las contribuciones de los grados internos de l i -

be r t ad a las propiedades termodinámicas del fluído son compl~ 

tamente separables de aquellos que se deben a las intera ccio -

nes moleculares. 

3) Las moléculas pueden ser tratadas como cuerpos 

rígidos, a l formular el potencial por pares como función de 

la posición. 

4) Las propiedades del fluído pueden ser calculadas 

por medio de la mecánica clásica. 

A continuación, se expone en breve, los fundamentos 

y elementos que se emplean en la construcción del modelo que 

permi te calcular las propiedades de los fuidos clási cos para 

mo léculas no esféricas usando los conceptos derivados de la 

exten sión de los supuestos sobre moléculas esféricas y de la 

mecánica clásica. 

2. TEORIA 

La posición de cualquier cuerpo rígido queda d ~ 

terminada cuando se especifica el vector de posició n de un 

solo punto del cuerpo y los tres ángulos eulerianos de orien 

tación, es decir, para un par de moléculas lineales i,j los 
' 
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vecto r es de posición r . y r . y los ángulos eulerianos orienta 
~ J 

dores a., b,, c. y a. , b., c .. 
~ ~ ~ J J J 

Luego la posici ón de cada roo 

lécula qued a definida por seis coordenadas que se designan: 

R.= (x., y . , z. , a. , b . , e.) = (r.,W.) 
~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ 

( 2. 1) 

R = (x. , y . , z. , a . , b., e.) = (r ., W.) 
J J J J J J J J J 

donde w. y W. son los conjuntos de los ángulos e ule rianos de 
~ J 

las moléculas i y j r espectivame nte. Si se con s id era un volu 

roen V de un fluido con N moléculas que están en equilibrio en 

ton ces la estructura de estas N moléculas puede s e r descrito 

por una función de distribución molecula r q ue define la prob~ 

bilidad de ocurrencia d e las configuraciones posibles de es -

tas N moléculai en el volumen V. La función de densidad aso 

ciada es de la forma: 

( 2. 2.) 

con RN, perteneciente a WN, siendo WN el espaci o muestr a l. 

Al considerar una configuración en la cual su ener-

gía potencial total está compuesta por suma de las interaccio 

nes por pares, la propiedad promedio (X) , de una propiedad 

configuracional microscópica X(R. ,R.) se expresa por: 
~ J 

(X ) J . ... Jx (R . , R . ) 
~ J 

f (R . , R . ) dR. dR. 
~ J ~ J 

( 2. 3) 

donde f( ... )d(.) es la probabilidad de que el par de molécu-

las est ará en las posiciones r. y r . +dr. ,r. y r . +dr . con las 
~ ~ l. J J J 

orientaciones entre W. y W.+dW . ,w. y W. +dW . (donde w +dW 
l. l. l. J J J i i 



(a . +da . , b . +db . , e . +de . ) ) . 
l l l l l l 

La distribución marginal por pares de molé-

culas f(R. ,R.) viene dada por: 
l J 

N 
N(N-l)J ... J exp(-(U(R )/kT)DR

3
dR ...... dR 

4 n 

J ... J 

donde: 

l: U (R. ,R.) 

l~i~j~N 1 
J 

( 2. 4. ) 

es la energía potencial del fluido para un sistema de N mo-

S 

léculas en un volumen V y a una temperatura T, y u(R . ,R .) es 
l J 

la energía de interacción del par de moléculas i,j . La ex-

presión del denominador de la distribución marginal: 

N 
Z(N)= J .. . Jexp(-(U(R )/kT)dR

1
dR

2 
.... dR N ( 2. 5) 

se le llama integral de configuración. 

Al elegir el sistema de coordenadas ajustado a la 

unión de dos momentos angulares, la dependencia se reduce 

de 12 a 6 variables para las funciones moleculares de R . ,R . . 
l J 

No obstante, para sistemas complejos de moléculas de forma 

arbitraria, los términos u(R. ,R.) y la función f(R. ,R.) se-
l J l J 

rán de extrema complejidad en términos de ángulos y distan-

cia. Estas dificultades se superan al usar expansiones de 

todas las funciones definidas en el espacio de configuraci~ 

nes de las moléculas, tomadas por pares, como series del con 

junto completo de polinomios ortonormales que generan el es-

pacio de los ángulos eulerianos de las moléculas. En es te 
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caso, los coeficientes de tales series eran funciones de 

la separación intermolecular solamente. Luego, una fun -

ción arbitraria X(R
1

,R 2 ) se escribe: 

donde: 

X 
Nl N2 (rl2)= xk k k (rl2) = 

1' 2, 3 

(2. 6) 

2 12 1 12 
=(1/(BIT )) /// ... // X(R

1
,R

2
)D' (w )x D (w )dw, dw

2 Nl l N2 2 

dond e el factor arr 2 

cuando X(R
1

,R
2

) es independiente del ángulo. Las funciones 

ortonormales D (W) son de la forma: 
N 
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DN(W)= D~,M(a,b,c)= (l/(2Jl)* d~,M(b) .expl-i(Ka+Mc) 1 , (2.7) 

donde 1 K 1 , 1M 1 < J , J > O. 

La expresión del lado derecho representa, de 

acuerdo a la convención de Wigner la representación rnatri 

cial del operador de la rotación R que depende de a y c . 

El valor J corresponde al autovalor del cuadrado del rno -

mento angular J 
2 

(J ) que es J(J+l). Sabernos que el rnornen 

to J es invariante para RJ
2 

y (J
2

)R, lo que indica que el 

momento angular total no depende de una dirección cualqui~ 

ra, o de un sistema particular de coordenadas. En general, 

la rotación R no diagonaliza la componente J del momento 
z 

angular y es una superposición de autofunciones YJK con 

distintos números cuánticos K pero con el mismo momento an-

gular J. El valor M es el autovalor de una componente del 

momento angular y el término corresponde a: 

d~,M(b)= 1 (J+K) 1 (J-K) 1 (J+M) 1 (J-M) 1 (J+l/2) ll/2.(cotq(b/2}) (K-M). 

(cos(b/2))2J. ¿ (-1) (K-M+s) (cotg(b/2) ~ 
o<s 

1 (J+M-s) 1 s 1 (K-rn+s) 1 

El ~ d' 1 d 12 . . super1n 1ce ernp ea o en W 1nd1ca que el origen 

del sistema de los ángulos eulerianos se fijó respecto al ve c 

Específicamente, el eje Z del sistema de coordenadas 
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de la molécula 1 s e tom a pa ralelo al v ec t o r r 
12

. El número 

s es un entero t a l qu e l os fa c toriales de la expresión 
j 

d (b) 

K,M 

son todos mayo res o igua l es a O. 

El complejo c o n j u gado D' (W) viene dado por: 
n 

J 
(-l) ( K- M ) 

J 
D D 

K,M K,M 

y la ortogonalid a d I •H; 

J J (K-M) , 
J D (W) D (W ) =(-1) . pJ,J' PK,-K PM ,-M'' 

K,M K,M 

1 i=j 
p .. { 
l] o i#j 

una representa c ión exacta de la propiedad X(R
1

,R 2 ) 

requiere de infinitos términos de la serie; sin embargo, 

en muchas aplicaciones l a representación aproximada de di-

cha propiedad por un número finito de términos será sufí-

ciente. 

El formalismo nesarrollado para calcular las pro-

piedades de los flu1dos densos de moléculas no esféricas 

presenta ecuaciones que re lacionan la fun c ión de densidad 

de probabilidad f(R
1

,R
2

) con la función de energía poten-

Además, si las moléculas poseen ciertos 

elementos de simetría entonces ciertos elementos DN apare-

cer án en la representación de una propiedad X(R
1

,R
2

); los 
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DN se pueden calcular con ayuda de un grupo de argument os 

teóricos referidos al problema en cuestión. 

2. PROMEDIOS. 

En la obtención de propiedades promedios obser va -

bles se necesitan las expresiones explícitas de la ener ~ í a 

potencial u(R
1

,R
2

) y de la función de densidad normalizada 

g(R
1

,R
2

) expresadas: 

1 12 
D (W ) 

N
2 

2 
(2. 9) 

(2 .1 0) 

donde p densidad del fluido. 

Las definiciones anteriores tienen las ventajas: 

a) Cuando el sistema de moléculas es de simetría esférica 

b) Si el gas es ideal 

1 
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Sabemos que la energía media de un fluido viene dada por: 

E E + E 
cinética potencial 

p2 

E E . ... . + .ífu(R
1

,R
2
)G(Rl, R2 ) dR 1dR

2 c~net~ca 128 TT 4 
( 2. 11 ) 

la presión p: 

T 
p=R .d(ln Zn)dvN,T kT. (d (ln Zn) 1 d ) 

V N,T 

p okT -
2 4 

(p /( 384 1T .V). 

y el coeficiente de compresibilidad isoterma1 K: 

K= 1 ( 2. 1 3 ) 

kT 

Las propiedades de ortogonalidad de lo~ DN re -

ducen las expresiones anteriores a: 

E = E . ... . + 
c~net~ca 

2 
p=p.k T-(l /6 )p ( 2. 14) 

( 2. 15) 
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K=(l/(kT)) l l /p+ / (g (r)-1) o, o 
TT 2 

4 tr dr ( 2 . 1 6) 

donde 
1 

N. = { J. ,-K . ,-M . } , 
1 1 1 1 

i=l,2; y g
0

,
0

( rl denota el 

primer término en la serie de g(R
1

,R
2
l. 

La complejidad de estos últimos cálculos y la 

dificultad que presentan es comparable al caso de supo-

ner simetría esférica. 

FUNCION DE CORRELACION POR PARES: La definición dada an -

teriormente. 

donde 

N 
(-U(R )/RT)dR

3 
dR

4 
... dRN 

Esta función tiene la mayoría de las propieda-

des del caso simétrico y, en particular: 

-+ 00 

donde s caracteriza el rango de la parte repulsiva de la 
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f u nción del potencial. 

Las propiedades asintóticas se obtienen a par-

tir del hecho 0
0 

(W) ' 1 / 8 Ti ortog~ que = l/ y que este es 

nal c on todos los DN(W) dando como resultado: 

Límite go, o(r) = 1 

00 (r) { =0, Nl,N2 distintos de cero . r -+ g 
Nl,N2 -..o, si todo Nl , N2) 

V 
r < S para 

El comport amiento asintótico de g (R
1

,R
2

) en las 

proximidades de una densidad cero e s similar al caso de 

s imetría esférica, obteniéndo se en límite: 

La pre sencia de u(R
1

,R
2

) en esta Última fórmula 

sign ifica que la orton o rmalidad de los DN(W) no simplifi

ca las expresione s de gN N (W) como funciones de u(R
1

,R
2

) 
1, 2 

en d ensidades cercanas a cero. 

La for ma más simple relacionada con u(r) es el 

Esta función es-

tá d efinida por: 

y en términos de los DN(W): 

12 
(W ) 
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Los valores de g (r) se relacio-
Nl,N2 

nan por medio de la siguiente expresión: 

12 
)D (W 

2
)/(kT)). 

N2 

que también cumple con: 

LÍmite 

t -+ 00 

o 

Las ecuaciones integrales para los valores de 

Lv ~ (r ) , en el caso de densidades finitas, se pueden ob
.~1,- ¿ 

tener a través de una generalización de los tratamientos 

de l mismo problema en simetría esférica. 

PROPIEDADES DE LA SIMETRIA. 

ries de infinitos términos, pero en muchas situaciones, p~ 

drá usarse en la representación confiable de las propieda-

des de un sistema un número finito de ellos. Por ejempl o , 

al hacer una elección apropiada de ejes de coordenadas, al-

gunas propiedades de pares de moléculas permanecerán inva-

riantes; por ejemplo, si el eje z se hace coincidir con el 

vector r 12 que indica dirección y distancia entre dos molé-
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cu l as lineales, hará que cualquier propiedad molecular 

X(R
1

, R
2

) sea invariante para las rotaciones alrededor de 

di cho e je. Como las rotaciones corresponden a cambios 

e n los ángulos eulerianos c
1 

y c
2 

se concluirá que en la 

repre sentación de X(R
1

,R
2

) se necesitan aquellos DN inde-

p end i en t es de c . Los coeficientes DN que s a t isfacen este 

a r g umen to tienen el valor M = O, conformand o e l conjunto 

c ompl e t o de los armónicos esféricos . 

Se ha desarrollado un formalismo para generar 

X(R
1

, R
2

l q ue sea invariante bajo las o p e ra c iones simétri

c a s p ara pares de moléculas, que perm i tir escrib i rlas c o-

mo una sum a de términos seleccionados d e la serie origi-

n al . S u fu ndamento está basado en las propiedades de gr~ 

p o s de op eradores tales que la invarianza puede ser expre 

sada por una ecuación de valor propio: 

( j) ( j) ( j) 
0 * f = X f 

( s) (s) 

d ond e o ( s) p ertenece al grupo, 
( j ) 

( . ) 
f J es la j-ésima función 

pr op i a de o( s) y x(s) es el j=ésimo valor propio. Las so-

luc i o n e s de esta Última ecuación permiten, despues de u n 

ci erto d esarrollo, establecer que una propiedad X(R
1

, R
2

) 

que e s i nvariante bajo todas las operaciones de simetría se 

pued e e xpresar de la forma: 
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donde lo s coeficientes satisfacen la relación: 

d e e sta manera se demuestra que el c onjunto de Índi ces per -

mis ibles para l os co efi cient es de X(R
1

,R
2

l son: 

I
O, O, O;O, O, O i 
0,0,1;0 ,0, 0 

1

0 , 0 , 2 ; 0 ,0, 2 
0 , 0, 1; 0 , 0 ,1 

¡ o , o ,2; o,o , 2 

má s t érm i nos con j > 2. 

l
l,O,l;-l, O, l 
1,0,2;-1,0,1 
1,0,2;-1, 0 , 2 
2,0,2;-2,0,2 
0 ,0,1; 0, 0 ,2 

Estos t érmi no s son idénticos a los que se en-

cuen tta n para un grupo pun t ua l C (g rupo puntual c on i n oov 

finitos ejes verticales) y solamente se refleja la dife -

rencia entre c
3

v (grupo puntual con eje vertical de rota

ción Z ) y C
00

v cuando se incluy en términos con J > 3. 

COMENTARIOS FINALES 

El estudio de sistemas de partículas de forma 

arbitraria es más complejo que el de los sistemas esféri-

camente simétricos. De b ido a la magnitud del problema, lo 

ex puesto en los p§rraf os anterio res, sugiere que al ha c er 

u n uso c onsistente de las expansiones en un conjunto comp le-

to d e funciones ortonormales, el problema pue den reducirse 



16 

a dimensiones razonables. Además se producen mayores 

s implificaciones introduciendo propiedades de simetría. 

La utilidad física y matemática de expandir 

las propiedades microscópicas en funciones ortonormales 

es que se obtienen ecuaciones para el conjunto de propi~ 

dades promedios y se les separa en las distintas contri-

buciones, aquellas que provienen de la parte simétrica 

de las moléculas (términos con subíndices 0,0) y las pr~ 

venientes de las partes angulares. Por ejemplo, la com-

presibilidad isotermal depende solamente de la parte de 

simetría esférica de g(R
1

,R
2
). También se puede demostrar 

que el segundo coeficiente virial B(T) también exhibe el 

mismo comportamiento, ya que 

B (T) límite- (32IT4/V) f (g(R
1

,R
2

) - 1) dR
1

, dR
2

, 
p -+ o 

límite (-2 
p -+ o 

(de be señalarse que el cálculo de los términos g(r
12

) 

tienen en forma explícita una dependencia de los términos 

no esféricos. Otra cantidad importante en termodinámica 

es la energía libre de Helmotz por molécula de fluído. Se 

ha demostrado que: 
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+ 

de 
1 , 

para N,V,T fijos) donde Ao es la energía molecular libre 

de u n fluÍdo que se considera compuesto de moléculas de 

simetría esférica con potencial M (r
12

l. 
o,o 

- o - o 
A y A 

representan las energías libres de gases ideales con 

p = l. La expresión de g(r
12

,e
1

l es posible obtenerla 

de expresiones más generales de este término no plantea-

das en este texto. 

Parece razonable pensar la representación, un 

sistema molecular real, con precisión aceptable, al tomar 

un número relativamente pequeño en la expansión de u(R
1

,R
2

) 

ya que e l número usado en la expansión de g(R
1

,R
2

l es me-

nor o igual que los de u. 
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