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l. Para explicar los modelos más usuales de sistemas estocásti­

cos es necesario que recurramos a algunos conceptos básicos de 

la Teoría de Procesos de Markov, en particular los referidos a 

los procesos de salto. 

Sea E un espacio numerable dotado de la topología dis­

creta y sea �~� la respectiva tribu Boreliana. 

Q(x,y) 

Sea Q: 

>o Y L: 
yEE 

ExE �~� R-,una matriz Markoviana, 
+ 

Q (x,y) = 1 para todo xEE. 

vale decir 

Consideremos por otra parte una función q:E �~� [o, 1] tal 

que L: q(x) = 1 que permite definir una probabilidad (denota-

da �t�a�m�S�Í�~�n� q) sobre �(�E�,�~�)� en la forma. 

(1.1) q(A) L: q(x) 
XEA 

Dado ahora un espacio de probabilidad �(�~�,�F�,�W�)�,� una cade­

na de Markov (Xn)nEN ahí definido, con estados en E, ley inicial q 

y probabilidad de transición Q, es un proceso estocástico con tiem 

po discreto que verifica. 

(l. 2) W (X = X) 
o 

q (x) (xEE) 

(l. 3) W(X 1 = X l lx =X X n+ n+ o o, ..... , n X ) 
n 

para todo n8N, todo 

Q (x 
n X 1) n+ 

(x X ) E En+2 
o, .... , n+l 

X ) 
n 

Una forma equivalente de enunciar la condición (1.3) es 

(1.4) :JP(X =X X 
o o, .. , n x l= q(x )Q(x ,x

1
)Q(x

1 
x

2
) ... Q(x 

1 
x ) 

n o o , n- , n 

para todo nEJN. 
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lE(f(X ) 
o 

= ¿ 
XEE 

= ¿ 
XEE 

IP(X =x) 
o 

q(x)f(x) 

f ( x) 

P(X =x lx =x )= I 
n n o o x1 , ... ,xn-le::E Q(x x

1
)Q(x

1 
x

2
) ... Q(x _

1 
y) 

o, , n , n 

(l. 8) 

(l. 9) 

�~�m�n� 
= Q (X 1 X ) 

o n 

E(f(X) Jx =x)= n o 

JE(f(X ) lx =x) 
n o 

lE(f(X ))= Í: 
n xEE 

X E!<.: 
n 

lllln 
Q f ( x) 

lP(X =x Jx =x)f(x) n n o n 

y finalmente 

f (X) 

Hasta aquí hemos supuesto la existencia de 

r-l,F, JP y (X ) • La cadena de Markov canónica asociada a 
n 

(Q,q) se construye de la siguiente manera: 

(1.10) Se considera 
IN n := E , 

se define, sobre (st,F), el proceso (X )como la suce -
n 

sión de proyecciones canónicas: 

(1.11) X ( W) = W par a todo W = ( W ; IUE:JN ) • E S"2 
n n m 

Con estos objetos, y dado un par (Q,q) como aquí 

arriba, se determina una única probabilidad lP ( ) sobre Q,q 
n, F > tal que (X ) sea una cadena de Markov de transición Q 

n 
y ley inicial q. Es una consecuencia de los teoremas de 

Kolmogorov-Ionescu-Tulcea. En efecto, la probabilidad lP ( ) Q,q 

queda determinada por su valor sobre los conjuntos de la for-

ma {x =x , ... ,X =x }. 
o o n n 

Sob·re óichos conjuntos, se define 

(1.12) lP(Q,q) (X
0

=x
0

, x1= x1 , ... , Xn=xn) 

q(x )Q(x ,x
1

) ... Q(x 
1 

x ) 
o o n- , n 
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( 2 • 2) 

(E,/;) 

F := 
00 

Oí u 
tEI 

f ) = 
t 

V 
tEI y F 

(X) 
e F. 

Un proceso estocástico con estados en un espacio medible 

es una aplicación X: I x �~� �~�E� tal que para todo t E I, 

X(t,.) sea F/1;- medible. (Habitualmente X(t,.) se designa por 

Xt y se suprime la referencia a w). 

(2.3) El proceso X es adaptado a la filtración F si para cada 

tEI, Xt es Ftli;-medible. 

(2.4) Dado un proceso X cualquiera, su filtración o historia 

natural Fx = (Fx) es aqúella.definida por Fx=a(X ;s<t) (tEI) 
t tE I t s -

Cada proceso X es así adaptado a su filtración natu-

'2.5) Un tiempo opcional, o tiempo de parada de una filtración 

F es una variable aleatoria T: �~� -+-[o, oo J tal que para cada 

tEI, {T<t} E F 
t 

En el caso I=N, basta tener { T=n} E F pa­
n 

(2.6) La definición de una cadena de Markov del número 1 pode­

mos extenderla ahora al caso de un espacio medible cualquiera 

(E,!;) en la forma siguiente: 

Nos damos una medida de probabilidad q sobre !; y un 

núcleo de transición Markoviano Q sobre Ex!;, vale decir, 

Q:Ex!; -+ :rn_ 
+ 

es tal que: 

a) Q(x,.) es una probabilidad sobre!;, para todo XEE; 

b) Q(.,A) es una función medible para todo AE!;. 

Dada una función f: E --+::R medible y acotada (o posi-

tiva) las notaciones q(f), Qf(x) ó Q(x,f) significan 
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3. �~�E�O�R�E�M�A� (Propiedad de Markov fuerte). 

Sea T un tiempo de �p�a�~�a�d�a� de P e Y una �v�a�~�i�a�b�l�e� alea­

�t�o�~�i�a� medible acotada �~�o�b�~�e� (n,¡¡. 

m.q ¡ Y o e T 1 { 'f < oo } 1 F l = 1 
T {T<oo} 

4. EJEMPLOS: 

d 
(4 .l.) Sea F una función de distribución sobre lE. ; ( �~�n�)� n>l 

una sucesión de variables aleatorias independientes de ley F 

de fin id as sobre un es p a e i o ( O, F ,F ) . 

Definimos: 

X 
n 

�~� + •••. �+�~� 
1 n 

(n>l) 

Entonces (X ) 
n 

es una cadena de Markov de transición 

Q definida por Q(x,A)=F(A-x) d f dF(y), donde XCR y A es 
A-x 

La ley inicial que la fijamos entonces 
d 

definiendo el punto inicial X , por ejemplo, como X =x(XEE). 
o o 

un bore 1 iano de :R d 

Esta cadena se conoce con el nombre de paseo aleatorio. 

(4.2) Tomemos E= JN y definimos 

{ 
Q(n,n+l) 

Q(n,o)= l-1T 
n 

1T 
n 

para cada ndN donde o<1T <1. 
n 
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5. DEPIRICIOR. 

Ahora estamos en condiciones de definir un proceso 

Markoviano de Saltos (P.M.S.). 

Sea E un espacio localmente compacto numerable al 

infinito (I.c.n.) y E;, su tribu Boreliana. 

Consideramos un núcleo Markoviano Q sobre (E,[,) y 

una función medible y:E �~�m�+� 

Sea �(�~�,� F, ll?) un espacio de probabilidad. 

Un proceso Markoviano de Saltos sobre �(�~�,� F, lP) y 

con estados en E queda caracterizado por una sucesión 

((X 
n 

T ) 
n 

�n�~�)� de variables aleatorias donde. 

( 5. 1.) (X ) es una cadena de Markov con estados en E y trans i­
n 

( 5 • 2 • ) 

ción Q; 

(T ) es una sucesión de variables aleatorias positivas 
n 

que son dos a dos independientes, condicionalmente a 

�(�~� �)�n�~�)�,� y verifican 
n 

lP (T <t 
n- (X ) .-'10.T) m nc..&, 

-A(X )t 
l-e n para todo �n�~� 

+ 

(ley exponencial condicional) 
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Se define entonces 

{ 

T (W) 
o 

T 
1 

(W) 
n+ 

o 

T (W) + T (W) 
n n 

(nEE ,wd"2) 

La sucesión (T ) es entonces creciente, sea 
n 

T 1 Ím. t T 
oo n n 

Definimos un nuevo proceso: 

nt <wl: { X (W) si T (W) t < T 
1 

(W) si 
nt n - n+ 

nt <wl: { X ( w) si T (W)< t < T ( w) n n - n+1 

t si T (W) < t. 
00 

T ( 
00 

) < t 
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(wEr2, tEJR) donde t es el llamado "punto cementerio" que no 

pertenece a E y lo añadimos a él para formar un espacio de es 

tados �~�=� EU{t} que dé coherencia a la definici6n de n. 

Habitualmente no se distingue entre el proceso n y 

la sucesi6n (X ,T) llamando a cualquiera de ellos Proceso Mar­
n n 

koviano de Saltos de parámetros (Q,A). 

6. Los modelos estocásticos de sistemas de partículas 

estudian la interacci6n de varios P.M.S. en que los parámetros 

se han escogido de manera de reflejar ciertos fen6nemos físicos 

o químicos. En el párrafo siguiente introduciremos cuatro �e�j�e�~� 

plos fundamentales de sistemas estocásticos de partículas. An­

tes haremos acopio de un par de conceptos más: el primero de 

ellos, el de medida invariante. 

Si q es una medida de probabilidad sobre (E,[), la 

expresi6n 

( 6. l) qQ (A) : �~� q(dx) Q(x,A), (AEf;;), define otra probabi-

lidad sobre (E, f;;). 

Decimos que q es invariante bajo Q si qQ q. 

�~� ' ' l' l&n t d La relacion anter1or 1mp 1ca que qQ = q para o o 
!!!In 

�n�~� m, donde Q es el nGcleo producto que se obtiene por gene-

ralizaci6n inmediata de (l. 7): 

(6.2) Q 181 n(x,A)= f .... f Q(x,dx )Q(x
1

,dx
2

) ... Q(x ,A) ( (x,A)EExt;;). 
E E n 

Esto significa que si (X ) ,..,.T n �n�c�.�.�.�J�]�.�~� 
cadena de Markov, tie 

ne como ley inicial la probabilidad invariante q, entonces 
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1P (X E:A) 
n 

qQ¡¡m(A) 

q (A) 

1P (X E:A) 
o 

(Ver (1.9)) 

para todo �A�E�~�,� todo n E:lN. Vale decir, el proceso permanece 

"estable"¡ el concepto de medida invariante est& asociado a 

la idea de equilibrio en Física. 

7. El segundo concepto que queremos recordar antes de 

pasar a los ejemplos de sistemas de partículas es el de re -

currencia de una cadena de Markov. 

Si (X ) es una cadena de Markov adaptada a una fil­
n 

tración JF.., (f ) las variables aleatorias: 
n n E:JN 

1 
inf { n E:JN E:A} T . 1 X A" n 

( 7. 1) { 
m m-1 E: A} (m> i) �(�A�S�~�)� TA inf {n>T : X 

A n 

son tiempos de parada de F, que representan los sucesi­

vos instantes de retorno de la cadena al conjunto de estados 

A. 

En caso 

( 7. 2) 

m 
Convengamos de escribir T 

X 

m 
por T{x}" 

Decimos que 

contrario, se 

un xE:E es recurrente si 1P (T
1 

X X 
dice que x es transiente. 

Introduciendo el núcleo potencial 

<oo)= l. 

U(x,A)= L: Q 
n 

(x,A), ( (x,A) �E�x�~�)� y conviniendo de 

llamar U(x,y) a U(x,{y}(x,ysE), se tiene que si un estado x 

es recurrente entonces U(x,x)= oo y si es transiente, 

U(x,x) <m. 
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Diremos que un estado xE E es recurrente positivo 
1 

si E (T ) <oo que es, obviamente, una condición más fuerte 
X X 

que la recurrencia. Si E (Tl 
X X 

oo , se dice que x es recurren-

te nulo. 

Es importante notar que en la Teoría de Cadenas de 

Markov se prueba que si x es un estado recurrente, entonces 

F (Tm <ooJ es igual a 1 para cada �m�~�,� vale decir, la cadena 
X X 

vuelve un n6mero infinito de veces al punto x. No es extrafio 

a.ue se tenga entonces el siguiente resultado: 

8 . '!'EOREIIA . 

Sea x un �e�~�~�a�d�o� �~�e�e�u�~�~�e�n�~�e� �p�o�~�¡�~�¡�v�o�,� �e�n�~�o�n�e�e�~� �e�x�¡�~�~�e� 

una �p�~�o�b�a�b�¡�l�¡�d�a�d� �¡�n�v�a�~�¡�a�n�~�e� q de la �6�o�~�m�a� 
1 

T l(· 

q (A) Ex �(�n�~�l� T {X EA} (AE:t,;J. 
f ( T 1 J n 
X X 

9. ROTA 

Si x es sólo recurrente, la expresión del numerador 

define una medida invariante )J, i.e. �v�C�E�)�~� 1, lJQ=w, que no es 

posible normalizar para tener una probabilidad invariante. 

El teorema anterior tiene asociada una Ley de los 

Grandes N6meros: 

10. TEOREMA (Ergódico} 

da lf E, 

ble eon 

Sea x un �e�~�~�a�d�o� �~�e�e�u�~�~�e�n�~�e� �p�o�~�¡�~�¡�v�o� �~�a�l� que �p�a�~�a� ea 

W (T
1

<oo l= 1. Sea 6 una 6une¡6n en E en R, �¡�n�~�e�g�~�a�=� 
lj X 

�~�e�~�p�e�e�~�o� a la med¡da q del �T�e�o�~�e�m�a� 8. �E�n�~�o�n�e�e�~�:� 
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n. o 
]p V -e • S .... f n (U.) Q ( du.) 
n -+ co 

( YE f). 

§2. EJEMPLOS DE SISTEMAS ESTOCASTICOS DE PARTICULAS. 

Un sistema estocástico de partículas consiste, en for 

ma típica, de un número finito o infinirode partículas que in­

teractúan entre sí y que, si se suprimiese dicha interaccción, 

evolucionarían como Procesos Markovianos de Salto independien -

tes. Como resultado de la interacción, la evolución de cada 

partícula individual no es más Markoviana; pero el sistema, �g�l�~� 

balmente, es Markoviano, aunque su naturaleza sea más compleja. 

Veamos algunos ejemplos, desarrollados por LIGGETT en 

su libro [1.] 

l. EL MODELO ESTOCASTICO DE ISIHG. 

Este es un modelo para el magnetismo introducido por 

GLAUBER en 1963, estudiado luego por DOBRUSHIN en 1971. 

El espacio de estados es 
d 

�E�:�=�{�-�1�,�1�~� vale decir, ca 
d 

da estado n=Cn(x); xtz) es una sucesión - con Índices d-dimen 

sionales- de valores + l. . 1. d d V1sua 1zan o �~� como un reticulado, 

en cada vértice imaginamos un átomo y le asignamos un valor 

+ 1 (valor del spin). La dinámica de la evolución está descri 
d 

ta en los siguientes términos: un spin n (x) en X.E �~� se cambia 

a -n(x) con una tasa. 

(l. 1) exp [-6 n (x) n (y) J 
ly-xl=l} 

donde 6 es un parámetro :o que representa el recíproco de la 

temperatura del sistema. Nótese que la tasa de cambio aumenta 

cuando la diferencia de signo se da con un mayor número de ve-

cinos de x. Vale decir el sistema "prefiere" las �c�o�n�f�i�g�u�r�a�c�i�~� 
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nes en que los spins tienden a alinearse unos con otros: es 

el fenómeno del ferromagnetismo. 

El sistema queda caracterizado por un proceso Marko­

viano Cnt)tew_ con estados en E, sujeto a la dinámica descrita 
+ por (1.1). �S�~� 6=0, las coordenadas nt(x) son P.M.S. indepen-

dientes con dos estados (-1 y + 1) y el sistema tiene como Gni 

ca medida invariante la medida q del Teorema § 1.8 y que en es 

te caso es el producto de medidas de Bernoulli de parámetro 
�~�d� 

1/2 sobre el espacio {-1,1} . 

Un tal sistema -en que hay una Gnica medida invarian 

te a la cual se converge tomando cualquier ley inicial - se 

llama ergódico. 

El primer problema importante para el modelo de Ising 

es determinara para qué valores de S y d el proceso es ergódico. 

Se ha demostrado (LIGGETT [1]) que el proceso es ergª 

dico para todo S si d=l. Si �3�~� 2, existe un valor Bd crítico>o 

tal �q�~�e� el proceso es ergódico si B < Bd pero no es así para 

B>Sd. 

riantes. 

En el caso d=2 y B>Sd hay exactamente dos medidas inva­

Si �d�~�3� y S suficientemente grande, hay un nGmero �i�n�f�~� 

nito de medidas invariantes. La no ergodicidad corresponde a 

la ocurrencia de transiciones de fase, cada medida invariante 

corresponde a una fase distinta. 

2. EL MODELO DEL VOTANTE 

Este modelo fue introducido en forma independiente por 

Clifford y Sudbury en 1973 y Holley y Liggett en 1975. 

d 

El espacio de estados es E= �{�ü�,�l�}�~�'� y el mecanismo de 

evolución se describe diciendo que pasamos de n(x) a 1-n(x) con 

tasa 
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1 
2d 

d L: 
{ye:z \x-y\=1} 

I 
�{�n�(�y�)�~� n(x)} 

d 
Los vértices en �~� representan votantes que pueden 

tener dos posiciones políticas distintas (O y 1). Un votante 

espera un tiempo aleatorio distribuido según una ley exponen­

cial de parámetro 1 y luego adopta la posición de un vecino es 

gido al azar. 

El modelo tiene dos medidas invariantes triviales: 

E y 
o 

. d d 
t:

1 
(o(x)=o vxE::i': 1 (x)=l �v�x�e�:�~� ) • 

�e�;�g�ó�d�i�c�~� en consecuencia. 

Este modelo no es 

El primer problema de importancia es determinar si 

existen otras medidas invariantes extremales. Para el caso 

�d�~�2� no hay otras; si d>3 existe una familia 

medidas invariantes extremales tales que U 
p 

3. EL PROCESO DE CONTAGIO (Harris, 1974). 

()J , O<p<l) de 
p - -

({n:n(x)=l}= p 

d 
Nuevamente E= �{�O�,�l�}�~� La dinámica se describe así: 

en el 
... . d 

vert1ce xE::o; , si tenemos un individuo infectado, escribi 

mos n(x)=l y pasamos al estado de individuo sano, n(x)=O, con 

una tasa 1; en caso de tener uno sano en x, adquirirá la in -

fección con tasa A d I n(y) 
{ �y ¬�~� : j x-y\ =1} 

donde A es un parámetro positivo que se interpreta como la ta­

sa de infección. 

Así entonces, los individuos infectados sanan al ca­

bo de un tiempo aleatorio distribuido según una ley exponencial 

de parámetro 1, independientemente de la configuración; los in­

dividuos sanos en cambio, se infectan con una tasa que es pro­

porcional al número de vecinos enfermos. 
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Finalmente (4.4.) se obtiene del hecho que P es proba­
n 

bilidad y (4.5.) es una propiedad elemental de la integral. 

5. DEPIBICIOB. 

Diremos que un semigrupo de operadores sobre C(E), sea 

(Pt), es Markoviano, si satisface las propiedades (4.1.) a 

(4.5.). 

La importancia de los semigrupos Markovianos queda pues-

ta en relieve por el Teorema siguiente (Dynkin). 

6 . 'rBORBIIA . 

Dado un semigrupo Markoviano (Pt) sobre C(E) existe una 

única familia (P ) E MARK tal que 
n 

IP Ó 
:t (n l = E 

n 

De este modo, el conocimiento de un semigrupo de operado­

res Markoviano,s determina un proceso Markoviano. 

La Teoría de Semigrupos, desarrollada por Hille y Yoshida, 

constituyó durante mucho tiempo la herramienta preferida pa­

ra construir y estudiar las propiedades de distintos modelos 

de procesos Markovianos. Nosotros no la usaremos en estas 

notas, pero es importante que recordemos algunos de sus prin-
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cipales resultados, que el lector puede consultar en cual-

quier buen texto de Análisis Funcional (por ejemplo, el 

del propio Rosaku Yosida). 

7. DEFIHICIOB. 

Sea DL un subconjunto de C(E). Un operador L: DL+C(E), 

lineal, es un pregenerador de Markov si satisface las si -

guientes condiciones: 

(7.1.) l. E: DL y L n_ o; 

(7.2.) DL es denso en C(E) 

(7.3.) Si fE:DL, /..>oyf-I..Lf g, 

entonces 

min f(x) 
X E: E 

> min g 
X E: E 

(X) 

8. Las propiedades (7.1) a (7.3.) son las análogas a las 

introducidas en el párrafo 3, ( 3. 3.) . 

Recordemos que un operador lineal U en un espacio nor-

-mado es cerrado si su gráfico es cerrado. Un operador U 

es la cerradura de U si es la más pequeña de las extensiones 
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cerradas de U. 

Es posible demostrar que si L es un pregenerador de 

-Markov, entonces L también lo es. Además, si L es un pre-

generador de Markov cerrado, entonces el rango R (I-AL) es 

un sub-conjunto cerrado de C(E) para A>O. Esto explica la 

siguiente definición: 

9. DEFIRICIOR 

Un generador de Markov, es un pregenerador Markoviano 

cerrado L que satisface (9.1) F (I-AL) C(E) para todo 

A>o suficientemente pequeño. 
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1-t 
bros de esa igualdad por '-e- integrando luego de s a 00 : 

- f 
S 

00 -Au- ) e Lf(n )du/F-
u S 

Por (13.2) obtenemos 

( 13. 3) 

Ahora tomemos o<s < .•.. <s 
1 n 

A.>o, h.EC(E)(i=l, ... ,n), 
l. l. 

multiplicamos (13.3) con s= s por 
n 

exp r - n 
L: A.S.] 

i=l l. l. 

n 
TI 

i=i 

y se calcula la esperanza de ambos miembros: 

n 
f fexp[-1-s L: :l...s . ]E(f(ns) TI h. (n ))ds ... ds 

· 1 l. l. n . 1 l. s. 1 n s < ... < s 
1 n 

n l= l = l 

Haciendo s=o en (13.3) y usando el Teorema de unicidad 

para la transformación de Laplace, vemos que las distribuciones 

marginales unidimensionales de P son las mismas que las de p . 
n 

Del mismo modo, aplicando el teorema de unicidad para la trans-

formación de Laplace multidimensional a la relación (13.4) y la 

correspondiente identidad, donde la esperanza con respecto a P 

es reemplazada por En' se obtiene como conclusión que la igual­

dad de distribuciones marginales n-dimensionales de P y P impli 
n -

ca la igualdad de las distribuciones marginales (n+l)- dimensio-

nales. En consecuencia P = P 
n 
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. d . f la prop1e ad de mart1ngala del proceso e 

COMENTARIOS FINALES: 

En estas notas hemos cubierto sólo los aspectos bá­

sicos de construcción de algunos sistemas estocásticos de par 

tículas, mostrando la esencia de las herramientas del Análisis 

Estocástico que en ellos intervienen. 

El lector interesado en aspectos relacionados mayor­

mente con la Física Matemática quedará ciertamente insatisfe -

cho. La bibliografía anexa esperamos le entregue una vía para 

satisfacer su curiosidad. 
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