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topara el especialista como p a ra el principiante porque permite, por una 

parte, clasificar rápidamente el tipo de propiedades con que se trabaja, 

y por otra, otorga una buena muestra del habitual fenómeno matemático de 

compatibilidad de estructuras. 

Los contenidos que se Jesarrollan en estas notas, es parte del 

*Cursillo IV Jornadas de Matematicas de la Universidad del Norte. 
**Profesor Departamento Matematicas. Facultad de Ciencias. Universidad 

de 1 Norte. 

rvidal
Máquina de escribir
DOI: 10.22199/S07160917.1986.0011.00006

http://dx.doi.org/10.22199/S07160917.1986.0011.00006




148 

No ternos que V está provisto de 1 , K del módulo, V x V y K x V 

de la topología producto respectiva. 

Decir que la aplicación + : V x V+ V es continua en (x,y) sig

nifica que para toda vecindctd W de x+y existen v
1 

y v
2 

vecindades de x e 

y respectivamente, tal �~�u�e� v
1 

+ �V�~� e W. 

Similarmente, la aplicación : K x V+ V, es continua en �(�\�,�~� 

si para toda vecindad W de l_x, existen un 6 > O y V 
1 

vecindad de x tal que 

av
1 

�~� W para todo u E B(\,6). 

l. 2. Ejemplos. 

1) El conjunto de los números reales como espacio vectorial sobre él mis 

mo y con la topología usual (topología métrica) es un espacio vecto

rial topolÓgico. En efecto; sean X 0 , Yo E m y W una vecindad de 

B(X 0 ,E/2) y �B�(�y �0 �,�~�/�2�)� tal que : 

B(x
0

,E/2) + B(y
0

,c/2) e B(x
0
+y

0
,' e W, lo que demuestra la continui

dad de la adición. 

Para demostrar la continuidad de la ponderación, sea -'o, X 0 E m 

y W una vecindad de _;_
0
X

0
, luego existe E-' O tal que B(<

0
X

0
,,_) e W. 

Demostraremos que existe un 6 

i (t - 1 1 1 '1 --'oi!X + C<oiiX-
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H 

S satisface a), b) y e) del teorema 1.1. 

a) Para todo W E 6, existe U E 3 tal que U+U e W. Tome U=V(H,E/2). 

b) Todo W E 2 es equilibrado y absorbente. Para demostrar que 

V(H,E) E S es equilibrado, basta demostrar que aV(H,¿) �~� �V�(�H�,�~�)� con 

�\�a�l�~� l. Si g E aV(H,E) entonces g = af, fE V(H,E); o sea, para 

x EH, \g(x)\ \af(x)\ = \a!·!f(x)\ < 1 ·\f(x)\ = \f(x)l, es decir 

g E V(H,E). 

A Para demostrar que V(H,¡_) E 8 es absorbente, sea f E K , enton-

ces f(x
1
), f(x

2
) , ...... ,f(xn), con x

1
, .... ,xn EH es unLl sucesión 

finita. 

1 
1 f (xl) 1 

1 
�~� f (X ) i Sea \o = max ' ...... ' -

E ( n 
Luego 

1 
1 f (x) 1 �~�.� 'V E H, 

1
1 

1 
Ahora f(x) < X > A o. 

( -
\¡_,por lo tanto 

f E \V (H,E). 

e) Es obvio que existe A E K, O i ,\: 1, tal que 'V V E �~�,� implica 

que ,\V E S, pues para todo E K con 1 ,\ 
1 

1 •\ V e V , V E ·-

El conjunto S induce una topología lineal en KA. 

·; Sea K un campo valuado no discreto y (X,T) espacio topológico. 

Definimos: �~�K�(�X�)� ={fE KX/ f continua, supjf(t) oo}, es un subespa-
X tEX 

cio vectorial de K • Se construye 

u 
n 

{fE �~�K�(�X�)�/� sup f(t) < 

tE X 

-1} J entonces ¡:; n , ' U 1 r, E JN : es una base 
n 
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Proposición 1.4. Si (V,T) e.v.t. y x e V, entonces cada vecindad de x con 

tiene una vecindad cerrada de x. En particular, la familia de todas las 

vecindades cerradas del cero, forman una base para las vecindades del cero. 

Demostración. Para cada vecindad del cero U, existe otra W tal que W+W e 

U. Como y e W, equivale a decir (y- W) n W f :, se sigue que W e W+WS. 

U. De aquí x+U contiene una vecindad cerrada x+W. 

Corolario l. 

Si (V,T) e.v.t., entonces el filtro de vecindades de cero admite 

un sistema fundamental de vecindades equilibradas y cerradas. 

Demostración. Si W es una vecindad del cero, entonces existe U vecindad 

del cero y un número real .E > O tal que \ U e W, cuando [ \ [ :.:_ l , por la �c�o�~� 

tinuidad da la ponderación, y de aquí U' �=�~�{�\�U�/� [' [ �~�E�}� es una vecindad 

del cero contenida en W y obviamente equilibrada. Ahora por proposición 

anterior se sigue que existe una vecindad cerrada y como la clausura sigue 

siendo equilibrada, sigue el corolario. 

Corolario 2. 

Todo espacio vectorial topológico verifica el axioma de regularl 

dad. 

Demostración. Basta recordar que un espacio topológico cumple el axioma 

de regularidad si cada punto del espacio admite un sistema fundamental de 

vecindades cerradas. 

Definición. Una uniformidad sobre un espacio vectorial VK es llamada inva 

riante bajo traslación, si tiene una base n tal que (x,y) e N es �e�q�u�i�v�a�l�e�~� 

te con (x+z,y+z) e N Y z e V y N �e�~�-

Ahora demostraremos que todo e.v.t. es uniformizable. 
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Proposición 1.5. La topología de cualquier espacio vectorial topológico 

puede ser derivada de una única uniformidad n invariante bajo traslación. 

Si S es cualquier base de vecindades del cero, la familia 

Nu {(x,y)/ (x-y) e U}, u e S es una base paran. 

Demostración. Sea (V,T) e.v.t. con S base de vecindad de cero. Por demos 

trar �~� = {NU/ U e S} forma una base de filtro sobre V x V. 

i) ñ 1 �~�,� pues v u e e, o e u=> (0,0) e Nu y Nu t �~� v Nu. 

ii) NU, NW e n => U e W o W �~�U�,� sin pérdida de generalidad. 

U e W Nu e Nu Nw. Luego ñ es una base de filtro sobre 

V x V, que es una base para la uniformidad ñ invariante bajo 

la traslación produciendo la topología 1 de V. 

Si n
1 

es otra uniformidad con estas propiedades existe una base m de n
1 

constituida de conjuntos invariantes bajo traslación tal que los conjuntos 

UM {x-y 1 (x,y) e M}, M �e�~�,� forman una base de vecindades del cero �p�~� 

ra 1 y puesto que UM e U si y sólo si M e NU, se tiene que n
1 

= n. 

El hecho de que la topología de un e.v.t. se derive de una uni

formidad permite hablar de filtro de Cauchy y de Completitud en ese espa-

cio. 

�A�~� V es completo si y sólo sí cada filtro de Cauchy en A conver 

ge a un elemento de A (A con la uniformidad inducida). 

Un e.v.t. V es un e.v. Hausdorff si y sólo sí V es un espacio to 

pológico T2. Luego V es T2 si y sólo sí n {u; u e U} = {O} donde u es 

cualquier base de vecindades de cero en V. 

Sea (V,T) un e.v.t. Por subespacio vectorial topológico de V, 

entenderemos un subespacio M de VK, provisto de la topología inducida de 

V. 



·. 
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Teorema 1.2. (Complementación de V) . 

Si V un e.v.t. Hausdorff, entonces existe un e.v.t. completo 

Hausdorff V sobre K, tal que V �~�V� es denso. V es único salvo isomorfis

mo. Además para cualquier base S de vecindades del cero en V, la familia 

S = {U/ U e S} de clausura en V es una base de vecindades del cero en V. 

Demostración. Asumamos conocido la existencia de un espacio uniforme 

Hausdorff completo V, el cual contiene a V como subespacio denso. 

único salvo isomorfismo uniforme. Por proposición anterior: 

V es 

+ : V X V -+ v 
(x,y) -+ x+y 

Son uniformemente continuas. 
K x V -+ V 

(,\ ,x) -+ ,\x 

En efecto (V,T) X (V,T) 
c. 

(V ,T) 

(V, U ) x (V, U ) 
T T 

+ 

(U
1 

uniformidad derivada de T) 

Por demostrar: 
-

dado u e U , 3 u x u e U x L( 
r 

-tal que U+U e U. 

Sea b base de vecindades del cero en , , entonces tNV/V e B} en 

base de U . 
T 

Por continuidad de la �~�d�i�c�i�ó�n�,� dado TE T, J S x S E T x tal 

que S+S e T (donde S y T son vecindades del cero) . 

Pero asociado a S tenemos NS y a T, NT. Ahora, dado 

u E (.( 3 u e UT tal que u e u pero {N } es base de u T => 3 T e T tal que 
vves 

N e U. 
T-

Luego, si probamos que N +N e NT e U e U tendríamos que dado 
S S 
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u e u, 3 N +N e u X u tal que N +N e u, lo que probaría la continuidad 
S S 1 1 S S 

uniforme. 

En efecto: (a,b) e Ns => a - b e S 

(c,d) e Ns => e - d e S 

(a,b) )+(c,d) (a+c,b+d) e N T' puesto que (a+c)-(b+d)=(a-b)+(c-d) e T. 
es es 

Luego la adición y ponderación tienen únicas extensiones conti-

nuas: 

+ : V x V �~� V y • · K x V �~� V que transforma a V en un espacio 

vectorial topológico sobre K. 

Puesto que {N /V e 6} es base la uniformidad U de V, las clausu-
V -

ras NV en base de la uniformidad Ll de V y además Nv=Nv "1 V e 8. (Se prue-

ba usando la continuidad V x V- V : (x, y) -- (x-y)) 

Luego b {V/ V e �~�}� es una base de vecindades de cero en V. 

Por demostrar que la topología 1 definida por U hace a V un �e�s�p�~� 

cio vectorial topológico. 

Es claro que T es invariante bajo traslaciones pues estamos to-

mando los NV Ny· 

Además como b satisface: 

a) "1 V e 6 , 3 u e S tal que U+U e V. -
b) "1 V e p es equllibrado y absorbente. 

e) "1 ,\ e K, o < 1,\1 < 1 tal que v e S => ··ve S. 

Se deduce que S satisface a) y e) puesto que 

a) U+U U+U e V y 

e) v e s => \ v e t:l = > \ v e b es decir v e 6 ·. v e �~�.� 

: 
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Por demostrar b) con lo cual probaríamos que (V,T) es e.v.t. 

Sea V e 6, 3 U vecindad de cero equilibrada tal que U+U e u. 

Luego U+U en V es vecindad de cero equilibrada y U+U e V. 

Por demostrar que es absorbente. 

Sea x e V, ] F filtro de Cauchy en V convergente a x y F e F 

tal que F - F e V. 

Sea X 0 e F arbitrario, puesto que U es absorbente 3 A e K tal 

que X 0 e \U y como U es absorbente podemos asumir que IAI .:._l. 

Además F - X 0 e U => F e X 0 +U y x e F e (U+U) es decir 

Ax e u+u v x e v. 

La unicidad, se obtiene del hecho de que (V,T) como espacio uni

forme, es único. 

CAPITULO II. FORMACION DE ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOGICOS. 

Es obvio que si W es subespacio de VK y (V,T) es e.v.t. entonces 

W es e.v.t. con la topología inducida, pues la continuidad de la adición 

y ponderación se mantienen. Si tenemos una familia de e.v.t. ¿es su pro-

dueto un e.v.t.? Si W es subespacio vectorial de V. ¿Es V/W, el espa-

cio cuociente un e.v.t.?; en este capítulo desarrollaremos estos concep-

tos. 

2.1. Productos de Espacios. 

mo campo 

K con la 

Sea {V 1 a. e A} una familia de espacios vectoriales sobre el mis 
a 

K, su producto cartesiano V = TI V es un espacio vectorial sobre 
a. a. 

adición y ponderación definidas por: 
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