
REVISTA PROYECCIONES N° 11: 80-123 
Julio 1986 - I.S.S.N. 0716-0917 

BIFURCACIONES LINEALES DE LA SINGULARIDAD Xa~ 

A TRES PARAMETROS 

RESUMEN. 

J. BILLEKE* 

M. CARAS** 

E. SAEZM' 

El objetivo de este trabajo es estudiar el comportamiento cuali 

tativo de las singularidades de la ecuación diferencial. 
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donde ( :\ , :\ , )J ) E JR3 , a f o y b2 + 2a 3 > o 
l 2 3 2 

Esto corresponde a analizar los desdoblamientos lineales de la singulari­

dad x~ de codimensión tres. ay 
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SUMMARY. 

The aim of this work is to study the cualitative behavior at 

the singularities of the Differential Equation. 

¡ : 
where 

A x + A y + a y 3 

1 2 3 

X + ).JY + b y2 
2 

a 1' O 
3 

y b 2 + 2a > O 
2 3 

It means to analice the linear unfolding of the singularity 

mension 3. 

a x- on codi 
ay 

BIFURCACIONES LINEALES DE LA SINGULARIDAD X~~ 

A TRES PARAMETROS* 

Sea X xJL campo de vectores lineales en IR 2 y consideremos 
ay 

en el espacio de gérmenes de singularidades de campos vectoriales en el 

origen de IR 2 , G2 , el siguiente conjunto. 

W = {X E G 2 / j (X) (O) = j (X ) (O)} 
1 1 1 

donde j (X) (O) indica el k-jet de X en O. 

co 
Entonces en [6] , se demuestra que para todo X E::. W existe un C -

difeomorf ismo 'f : ( IR2 
, O),) tal que 

X 
1 

O el caso k 

h Los autores agradecen la colaboración del Profesor lvan Szantó y al Pro 
grama PNUD. 
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no está excluido. 

Sea V' ={X E W 1 +.,x satisfaga a 2 ㄠ0}. En [6) se demuestra 

que V es un conjunto semi-algebraico de codirnensión 2 en G2 y sólo tiene 

l clase de singularidad por ca-equivalencia. Además F. Takens en [SJ de­

mostró que: 

( 2) d ( + 2) 3 
~l + y ~ + X + ~"y y ¡y 

d 
es un desdoblamiento versal a 2-parárnetros de la singularidad x3Y. 

Sea ahora V {X t. W ㄠf,. X satisface a 2 O, a lO y b 2 + 2a 
3 2 3 

> o}. 

En [3] se demuestra que V es un conjunto semi-algebraico de ca­

dimensión 3 en G2 y además sólo tiene dos clases distintas de singularid~ 

des por ca-equivalencias. 

Corno V es de codirnensión tres querernos estudiar corno se bifur­

can a tres parámetros los elementos X de V. Iniciemos este trabajo mira~ 

do a DL e f
00 

(IR 2 x IR3
) conjunto de desdoblamiento lineales a tres p~ 

) 
rárnetros de la singularidad x-"-. 'í í:: 'L enc.onces 

dy 

d 3 d 3 3 
donde y y + y 

()y + y 
H, + y 

3 A< 
+ y 

CJ~' l Clx 2 3 4 5 

(y l A + A + 
3 

X 2y 3. ,Y 1 

i y 
X + + b2y 

2 y y y o l 2 
~y 

~ S 

a ㄠo y b~ + 2a > o. 
3 3 

00 

Sea P D ⵲ f (IR~), (Y ,Y ,Y ,Y ,Y ) -+ (Y ,Y ) 
L 12345 12 

X) 

Si fL = Imagen de P, entonces las singularidades de X~ f 

(IR2
) dependen de: 



: 
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6 := b 2 A2 + 4a (A �~� - A ) y se presentan tres casos: 
2 1 3 1 2 

Caso 1: 

Caso 2: 

Caso 3: 

l. De lo 

6 �<�O�~� X se anula sólo en el origen. 

son las únicas singularidades de X(b A �~�O�)�.� 
2 1 

6 > o Po = (0,0) y 

b A ± {6 b 
2 1 (- �~� - 2 (b A ± �~� 6) ,1) P+,- = 2a 2a 2 1 

3 3 

son las únicas singularidades de x. 

/A 
anterior, X(O,O) o T.i6 f. IR, DX(O,O) 1 

l 

l 1 

DX (O, O) A �~� - A , tr DX(O,O) A + �~� 
1 2 1 

䑥晩湩捩㨠

l:g ( ¡;;) 
�{�(�,�\�,�A�,�~�)� E. IR3 1 sgn (A �~� ,\ ) d 

1 1 2 l 2 

l:g ( ¡;;) { ( ,\ ,A �,�~�)� f. IR3 1 sgn (,\ �+�~�)� s} 
2 1 2 1 

donde 

i 
+ [ = 1 

g ( ¡;;) o , E o 
E = -1 

- l' 

Fig. 1 

�~�'�}� det 
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Lema 1.1. Sea X E. fL 

El or·igen es una SJ ngularidad hiperbólica ssi 

( ,\ , \ , )1 ) 
1 2. 

Además la �s�i�n�g�u�l�a�r�~�d�a�d� es del tipo: 

a) si 11 a , si ⠡Ⱐ , A , )1 ) �~� L 

1 2. 

( ,\ , ,\ , )1) 
+ 渠E. '" 

¡:: 
1 2. �~� 

b) atractor, si 

e) repulsar, si (le , ,\ , ]... ) E. 
�~� +n L:-t-
" 

1 2. 

Demostración: Sea (\ , '- ,¡...)E. 䰮  u e::+ / 
1 2 1 

Entonces 

l. ( ,\ 1 ,\ , )1) (¿ ,, 
1 2 

implica valores propios de DX(O,O) reales y de sig-

nos contrarios. 

2. (,\ ⱁ ,)1) t. :,+\ L:n implica valores propios de DX(O,O) con parte real 
1 2 1 2 

no-nula. 

De 1 �~� ㈠ se co.:-cl_" �-�~� �q�:�.�~�'�e� J. .3l"<JUlaridad es hiperbólica. Recí­

procamente, si la singular1aad es hiperbólica, entonces los valores pro­

pios tienen parte real no-nula, de donde det DX(O,O) 椠O. Además: 

l. det DX(O,O) 

2. det DX(O,O) _., (J -:::;;> tr DX(O,O) 椠O, (si no, los valores pro-

p1os tienen Io- :e �~�e�a�l� nula), 

por lo tanto ( · \ 
. o 

2. 

Es claro que: 

a) (\ 1 , \ ㈠1 ¡J) E. :;: 
1 �~� sill0 hiperbólica por l. -

+ -
b) (,\ ,A ,)1) E L: n L: �~� valores propios de DX(O,O) tienen parte 

1 2 1 2. 

real negativa, luego la singularidad es un a tractor hiperbólico. 
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e) (Al Az lJ) e 1:: n 1:; -.::?' valores propios de DX(O,O) tienen parte re­

al positiva, luego la singularidad es un repulsar hiperbólico. 

Sea TI lR 
3 

, ta 1 que , X -- ( A 1 , A 2 , IJ ) , 

y TI- l (~.Do ) 

Lema 1.2. 

V 0 es un conjunto semi-algebraico de codim O en f . 
L 

g(s) g(s) . 
Demostración: Claramente 1:

1 
1:

2 
con E e {-1,1} son semlalge-

braicos de codim O en IR 3 
, luego ~u es un conjunto semi-algebraico de e~ 

dim O en IR 3 

Tarski [4), 

Lema 1.3. 

Además TI es una función algebraica, luego por Seidemberg­

v0 es un conjunto semi-algebraico de codim 

El origen es una singularidad parcialmente hiperbólica de X ssi 

Además: 

a) Si \1 O, existen tres casos: 

al): a3 > o ' < o .::;> silla no hiperbólico )J 

a2): a3 > o ~ 

]..1 < o ~ silla no hiperbólico 

a3): a3 ._: o ~ 

)J > o ::::? repulsar no hiperbólico con wc repulsar 

a4): a3 < o ~ 

)J < o ~ a tractor no hiperbólico con wc a tractor 

b) \ 1 1 O ~ b
2 

1 O ~ las singularidades son sillas nodos presentándo-

se los siguientes casos: 
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Si b
2 

> o entonces 

bl) \l + A¡ > o A 

�;�~� l > o �~� 
e 

(W , Wu) 

b2) A¡ o A ⤀焠 o e Wu) j.J + > < •7 (W , 
+ 

b3) 就 + A¡ < o A A¡ > o �~� (Wc Ws) 
+' 

b4) A¡ A A¡ o e Ws) \l + < o < ·:::;. (W , 

Si b
2 

< o entonces: 

b5) j.J + A¡ > o A A¡ > o --:- :;· (Wc Wu) 
+, 

A¡ A e Wu) b6) j.J + > o ,\ ¡ < o �- �~� (W ' 

b7) j.J + A¡ < o A Al > o .=.:;> (Wc, Ws) 

b8) + A¡ < o A Al < o =9 (Wc Ws) j.J +' 

(ver figuras 2). 

e) ,\ 1 ⶡ㨠o A 

b2 "' o �~�~� al), a2), a3) y a4) reemplazando j.J por j.J + Al . 

(ver figuras 3) 

Demostración: 

o o 

(A¡, \_, , p ) e ;::
1 

\ ::::2 �¿�_�~� det DX(O,O) = O tr DX(O,O) ㄭ O, 

Spec DX( O, O) = { O, tr DX(O,O)} ㄭ 椀伀素e:;:::;> 

la s ingularidad es parcialmente hiperbólica. 

o o 

Además, X e fL t a l que {A. ¡ , ,\2 , 1-J ) E ¿: \ ¿? -:;> 
1 -

(,\¡X 
3 a 2 i 

X + ·'· llJY + a3y ) h 
+ (x + 1-lY + b _ y ) 

L. 'Y 

Sea 'f : (:rn.
2 

, O) (u, v) , en ton-

ces f es un isomorfismo lineal y 

2 3 ;1 
Ctv+ e (v-u)·· 3 (l 

'f'*X(u,v) ( 6 (v-u) +y (v-u) ) a u 
+ + r (v-u) ) 

av' 

donde: ,\ l 1 f3 b2(1 �~�)�·� 
a3 

6 p-b2. a )l+ - y iJ +:\ 1 , a 
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a) 

1.-

2.-

3.-

4.-

a3 3 él 2 3 3 
�~�*�X�(�u�,�v�)� �=�~�(�v�-�u�)� élu + (wv + B(v-u) + y(v-u) ⤀㌀瘠

por la técnica de variedad central 

siguientes según sgn(w), sgn(a
3

) 

a > O 
3 

a > O 
3 

a < O 
3 

A w < o 

A w > o 

A w > o 

'V 

�~�/�~�/�~� 

1 

/ 

/ 
⽦ 

/ 

, se presentan los 3 casos 

silla no-hiperbólica 

silla no-hiperbólica 

repulsar no-hiperbó­
c 

lico con W repulso-

ra. 

atractor no-hiperbó­

lico con Wc atracto-

ra. 

Fig. 2 

b) ,\ 1 1- O A b
2 

1- 传 ="7 漠1- O y como a 1- O por la técnica de la varie-

dad central , es inmediato que las singularidades son sillas-

nodos con las orientaciones dadas por bl) hasta b8). 



e) 

( e Wu) w 1 

e We) (W 1 

e s 
(W+ 1 W ) 

�~� f *X(u-v) 

�o�~� 

w 

�~� 

' - '· ㄠ - ,,- -, 
IJ+ " l 

-t- ℠ l 

d .]3 3 :j 
+ ( ( IJ+ iq) v + --(v-u) ) au u+A 1 av 

que corresponde al casv a) SUSLituyendu �~� por 1J+A1 . 
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㨠

Fig. 3 
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o l 

-\lb 
2 2b2 2 

implica ---x - --xy 
b2 b 

l 

�=�~�\�l�b�2�x�2� 
h(x,y) 

2''lb2 2 2 b2 
+ --y --:,-xy, 

l3b 3 3 b3 3 b-

2 b2 2 2 b2 2 ) )'lb2 
--x - --y - ---xy 
3 b2 3 b2 3 b3 

Sean n (1R2 
, O) -+ (1R2 

, O) tal que 
-1 

n (u,v) = (u+h
1 

(u,v), v+h
2

(u,v). Es claro que 1\ es difeomorfismo. En-

tonces: 

+ (bu 
3 

�+�~�u� 

donde u 

3 

o 
(-bv + �R �4 �(�u�,�v�)�)�~� + 

2 .. 2 �~� 
+ yu v + ouv + Q4 (u,v))Clv' 

1 2 1 , 2 
-- ( 6A Ll-·b + �2�0�b�'�~�b� �~� + 

S 2 2 
9b a,) , 

9b �~� 

y 

Considerando z u+iv, el camp, correspondiente se puede repre-

�s�e�n�~�a�r� por la ecuación: 

donde 0. 1 
1 . . 8 (l. U - �~�·�·� + y - 1.0) 1 S 1 

�~� (3 io. + 3 S + y + i c5 l , ' 1 1 . . 
8 (3lo- 3e.-) + 1ol, 

: 
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-
j3(R4(z, z)(O,O))- O. 

Los términos z 3 , �~ �3� son no-resonantes y se pueden eliminar [1]. 

En efecto: sea 

f (CC¿, O) -+ (CC 2
, O) tal que: 

(g(w,w), g(w,w)), donde 

g(w,w) 0: ' 3 
w + 2ibw 

S' -3 6' 
4ib w - 2ib ww 

Luego la ecuación queda: 

w ibw + y'wlwl 2 + R(w,w), 
-

donde j4 (R(w,w) (0,0)) - O 

�~� �A�.�1�b�~� ..¡_ 
y Rey' =- 1 O implica que la singularidad, para b 2 -:f O, es un 

4 �b�~� 

foco no-hiperbólico, atractor o respulsor si \ 1 > O ó :\ 1 < O, �r�e�s�p�e�c�t�i�v�~� 

mente. 

( .;:;.) Foco no hiperbólico y D!(O,O) 
o -b l 

con b / O =í' 

b o 
/ 

tra DX(O,O) o 

Si Im \ -:f O entonces tr DX(O,O) O �~� det DX(O,O) > O luego 

( , , l ,., a n "'+ 
--lt"-2tfl eL-2 Ll· 

Si Im \ = O entonces (,\ 1 ,\ 2 ,\1) e ) t\ �>�~� y por Lema 7 la �s�i�n�g�~� 

laridad no es un foco no-hiperbólico, luego suponer Im 1 = O lleva a con 

tradicción. 

Obs. Si �.�~� 1 =O, el origen es un centro [ 7) . 

Lema l. 5. X e *L con b 2 o 

El origen es un centro no-hiperbólico ssi 



Dem. Usando el isomorfismo lineal f del Lema l. 4 y haciendo b 2 

tiene: 

Y(u,v) (-bv + �~� v 3 )_z_ + �b�u�~� 
b au élv 

( e? ) Y (-u , -v) = -Y (u , v) . 

Seaf((uo, v 0 ), t) 

- ( ili 
lat' 

entonces 

() 

élt 
entonces el origen es un centro. 

92 

O se 

Como DY(O,O) ' b .¡, o entonces el centro es no-hi-

perbólico. 

(::f) centro no-hiperbólico 7 DY(O,O) \ o 
b 

traza DX(O,O) O h det DX(O,O) 

Lema 1.6. Sean JJ1 
_J 

�(�~ �1 �)�,� entonces V1 es un conjunto semialgebraico de codim 1 TI 

en f 

Dem. Claramente D1 es un conjunto semi-algebraico de codimensión 1 en 

ffi 3 y como TI es una función algebraica, entonces por [4), V1 es un 

conJ'mto semi-algebraico de codim 1 en f L. 

Lema l. 7. Sea X e fL con b 2 i' O. 

El origen es una "cúspide" ssi ()11 ,,\ 2 ,]J) �e�L�:�~� f) �?�.�~�\�.�_�{�0�}�.� 

: 
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Dem. 

X 

((=) (• 1 ,,¿ •>.1) e �í�:�~� () í:g 'í O} <:==Y '1w - �~�¿� 

'1 + u 

3 d 
(-ux-u y+a3y �)�-�~�­

cJX 

o w "f O, luego 

o 

Sea f: (IR' , 0) -+ (IR', O) tal que ¡(x,y) �(�-�x�-�.�~�y�,� -y) 

es un isomorfismo lineal, entonces 

y 3 d ' o 

v )-- + �(�u�-�b�¿�v�"�)�~� 
dU dV 

donde coef v· = -ub/ en 

de cero, luego por [21, 

d 

dU 
y coef v 2 -b2 en �~�v�'� son ambos diferentes 

el origen es una cúsp1de [ver fig. 4]. 

1 

/ �~� 

�~� \ 
'· 

/' \ \ 
i / �~�'� . \ 

j/ �\�~�'�\� 

.. -
�~� ' \ 

�~� t / 
�'�/�~�·�/� .. / 1 

. .) 

. 1 

"L/ 
1 

¡ 

sgn b: sgn '"' 

sgn b 2 "f sgn u 

Fig. 4 
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( �~�)� det DX (O, O) = O tr DX(O,O) = O, pues de lo contrario existe al 

menos un autovalor no-nulo y el origen no es una "cúspide". Por lo tanto 

P·1 ,>-2 ,).l) e �¿�~� n zg 

Si alguno de los parámetros es nulo entonces 

).l = o 3 () ? () 

y X(x,y) = a3 y ()x + �(�x�+�b �2 �y�~�)�(�)�y� que no es una �c�ú�s�p�~� 

de por [2]. 

Lema 1.8. Sea 02 = �í�~� n zg' { (0,0,0)} y 
-1 n 

Vz = 7T ((/ 2 ) , entonces v2 
es un conjunto semi-algebraico de codirnensión 2 en fL' con b 2 �~� O. 

Dern. ClararnenteU2 es un conjunto semi-algebraico de codirnensión 2 en �~ �3� 

y corno n es algebraica, entonces por [4] se tiene el Lema 1.8. 

Lema l. 9. Sea X e fL 

El origen es una "bicúspide" ssi (>. 1 ,\ ¿ dJ) e �Z�~� tl =:g ·\. f(O,O,O)} 

Y bz 

Dern. O es la singularidad original y por [3) 

es una "bicúspide". 

Supongamos (>.1,).:-_,;.J) �e�:�:�:�~� IJ :::g \. { (0,0,0)} con be= O. En ton-

ces por el isomorfismo �l�i�n�e�a�l�~� usado en la demostración del Lema 1.7, 
3 () 3 

f*X(u,v) = a3 v ()u + u()v" 

Además b 2 = O implica a 3 O por Def. 

") " -. _¡_. ·· por [3) el origen es una bicúspide 

[ver figura 5) 

Fig. 5 

.: 
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�(�~�)� det DX(O,O) =O= tra DX(O,O) pues de lo contrario existe al menos 

un autovalor no,-nulo y el origen no es una "bicúspide", por lo tan­

to (A 1 , A 2 , )J ) E l: �~� f1 l: g 

Si un parámetro es no-nulo entonces 1- 1 , .\ 2, )J i' O y si b 2 i' O, por 

Lema 1.7, el origen es una cúspide, lo que es una contradicción, por lo 

tanto b2 = O. 

Si alguno de los parámetros es nulo entonces A1 

pues (A1,A2,]J) �E�l�:�~� n �Z�~� 

Lema 1.10. 
., 
1' Sea �V�'�~� �¿�~� {1 ¡:g \ { (0,0,0) y �V�~� 

n 
(l/;) . 

o, 

Entonces �V�~� es un conjunto semi-algebraico de codimensión 2 en 

*L con b2 = O. 

Dem. ¿¡. 
2 

es un conjunto semi-algebraico de codimensión 2 en IR3 , y como 

�~� es algebraica entonces por [4] se tiene el Lema 1.10. 

Lema 1.11. Sea v3 = n•1 
{(0,0,0)}, entonces v, es un conjunto algebrai-

co de codimensión 3 en *L· 

Dem. Trivial. 

o o o 

Teorema l. l. f L = V o \) V 1 v V v V 1 donde V V' si b:. o y 

Dem. Consecuencia directa de todos los lemas ctnteriores. 

II. En lo que sigue se supone a3 > o. 

Sean A {(Al,Az,]J) E IR ¡,, o 
A o {(Al,A2,)J) E lR 

3 1 L O} 
+ 

{ (Al A¿ )J) IR3 �/�.�~� oj A E > 
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claramente JR3 

entonces la bicúspide en el origen [3) se bi 

furca a una única hiperbólica (Lema l.l.3a). 

2.- Si ()q,Az,\.1) e A 0 entonces por caso 2, Po= (0,0) y p 

(-"- b2,\l, �~� 1) con b 2 ,\ 1 �~� O son las únicds singularidades distintas 
2a3 

de x e *L· 

O entonces es claro que Pl Po· 

Para analizar el retrato de fases en vecindades de las singularida­

des, basta usar los lemas anteriores en Po y Pl respectivamente. 

Supongamos b 2 f O y sean 

2 
A o {(,\l,\2,)J) e Aol\l+lJ + 

,\lb2 
> o ) l �~� O} l a, 

�A�~� { ( ,\ 1 '), 2 ')J) e AOIA]+)J + 
�\�¡�b�~� o �~� O} 
a" 

1 

Ao 1 �\�1�+�~�.� 
. b'' 

A'j �{�(�;�\�¡�,�'�u�~�-�>�)� e + _1_. f O· 
3.o 

l 

O} 

entonces es claro que A 0 (ver figura 6) 

' 1 o ,, 

! L O} 

1 
1-· -

Fig. 6 

! 
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pero 6 O -9 det DX (p ) O y además 

3 
( ~ 1 , A 2 , ~ ) E V A~ ·:, (A 1 , A 2 , ~ ) E L: 1 pues a 3 > O • 

j=1 J 

Si (A 1 ,A 2 ,~) E A~, entonces la bicúspide [ 3 ] se bifurca a una 

silla hiperbólica en el origen (Lema 1.1) y a una singularidad parcialme~ 

te hiperbólica en p 1 con Wc(p 1 ) cuadrática y Wu(p 1 ) hiperbólica (Lema 1.3 

b en pi). 

¡ 1 

'\ 
. \ 

'f y ~ 
1 y \ 
1 1 

¡ 

Fig. 7 

Si (A 1 ,A 2 ,~) E Ag entonces la bicúspide ( 3 ] se bifurca 

a una silla hiperbólica en el origen (Lema 1.1) y a una singularidad par­

cialmente hiperbólica en p 1 con Wc(p 1 ) cuadrática y Ws(p 1 ) hiperbólica 

(Lema 1.3b) en p 1 • 

Fig. 8 

--\, 
1 t 

t 
1 \ 
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Si (A 1 ,A 2 ,w) E A~ entonces la bicúspide [ 3 ] se bifurca 

a una silla hiperbólica en el origen (Lema 1.1) y a una cúspide en p 1 (Le 

ma 1. 7 en P1) • 

Partición de Ha. 

Si (A 1 ,A 2 ,w) E H0 ;:!¡> 

e ¿:~ A 

Az = o. 

Sean 

claramente H 0 

H~ 

Hg 

H~ 

3 

u 
j=l 

{ (Al,\2,\J) 

{(.\l,A2,lJ) 

{(Al,.A.2,W) 

Al 

E 

E 

E 

o 

Ho 1 

ilJ 

He 1 lJ 

Ho! lJ 

lj 
i=l 

•=;> 

;.. 

< 

o 

o 

o 

b 7 A1 o "'P Po 

' 1 (0, O, O)} ;= 

v 
i=l 

Si (\ 1 ,~ 2 ,\J) EH~, entonces la bicúspide [ 3 J 

P1 

se bifurca a una si 

lla no hiperbólica con Wc (p 0 ) cúbica atractora y Ws (p 0 ) hiperbólica (Le 

m o. 1 . 3 . a . 2) . 

- Si (\ 1 ,\ 2 ,)J) E Hg, entonces los tres parámetros son nulos y corresponde 

a la bicúspide origianl [ 3 ) . 

-Si (A 1 ,A 2 ,)J) EH~, entonces la bicúspide [ 3 J se bifurca a uno. 

silla no hiperbólica con Wc(p 0 ) cúbica repelente y Ws(p 0 ) hiperbólica 

(Lema 1 . 3 . a . 1) . 

Resumiendo, se tiene la siguiente tabla: 
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Po Pl 

parcialmente hiperbólica 
Af silla hiperbólica wc cuadrática 

wu hiperbólica 

parcialmente hiperbólica 
A~ 

silla hiperbólica wc cuadrática 

ws hiperbólica 

A~ 
silla hiperbólica cúspide 

1 

silla no hiperbólica 
Hf wc cúbica 

wu hiperbólica 

HQ 
'- bicúspide 

silla no hiperbólica 
H~ e 

cúbica w 

ws hiperbólica 

Supongamos bz O entonces po Pl 



Sean K~ {(A1, Az , IJ ) e A o 1 >. l f O} 

K~ { (A1, A2 , 1J l e Ao \A1 O} 

A o 
2 

K o entonces u y basta analizar la traza en P o . 
i=l 

~ 

Sean K~1 { (Al ' ~ ::> ' lJ ) e K~ 1' 1 O, .. \ l + ~ O} 

K~ z { (A1, Az , IJ ) e Kt 1 ~ 1 O, .\ 1 + ,1 O} 

K~3 { (Al , .\ ,_. , lJ ) e K~ 1 t 1 o, \ l +]J / O} 
' 

K~4 { (A 1 , .\ 2 , lJ ) e K~ 1} 1 o, )¡ + ¡; ' O} 

Krs { (Al , ~•2 , ]J ) e d 1 ), l O, '· l + ~ O} 

K~ 5 { (A 1 , >.;o , P ) e K~ 1 \ l 
_, o, \ ¡+ f.! O} 

Además (A 1 , A 2 , 11 ) e Kg ~ ). 2 O, f.! e lR 

Sean Kg1 

K ~2 

Kg3 

es c l a ro que 

{ ( .\ l ' Á 2 ' ]J ) 

{(Al, \:? , IJ } 

{( A¡, ), , p } 

u 
i=l 

K ~ . 
~ 

\) K~. V 
i=l ~ 

y 

e Kg lw 

e o 1 K:· ¡ W 

e K~~~ 

V K~. 
i=l 

1 

' O} 

O} 

O} 

ver figuru 9 . 
o 

K 21 
r -L 

/ / 

1 ¡ · ------

L 

Fig . 9 

1 

1 . o 
-----~22. 

1 ......___ 
¡' 

i 

t -~ 
o 

k: l:; 

-- -

---

o 

K."' 

......___ 

........ 

----

1 

_J 

1 
1 

1 

7 
/ 

100 

1\o= ~o 
" L 1 

l 
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Luego, la bicúspide [ 3 ] se bifurca a una única singu-

laridad como indica la siguiente table según los lemas anteriores. 

1 
silla no hiperbólica 

1 

K~ 1 wc cúbica 
u 

hiperbólica atractora, w 
1 

! silla no hiperbólica 
K~ 2 e 

cúbica 
u 

hiperbólica w atractora, w 

silla no hiperbólica 
K~3 wc cúbica repelente, ws hiperbólica 

silla no hiperbólica 
Kr 4 wc cúbica repelente, Ws hiperbólica 

K~s bicúspide 

K~ é bicúspide 

1 

silla no hiperbólica 
Kg1 wc cúbica atractora, wu hiperbólica 

1 

dz bicúspide original 

! silla no hiperbólica 1 

1 

K~3 e 
cúbica repelente, 

S 
hiperbÓlica w w 



y 
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b2 i O, entonces por caso 3, po, p , p- sonlas 
+ 

Únicas singularidades de X e fL. 

NÓtese que: 

i) p = p ·~ 6. 
+ -

+ 
O ~ , en consecuencia, ;a 0-1 ,>-2 ,¡_¡) e A 

tal que p 
+ 

p 

ii) p 
+ 

Po i p_, p 

Po <:.='7 

Po 

pues ~ / O y 

(0,0) 

Para analizar el retrato de fases en vecindades de las singulari 

dades, por los Lemas de I, basta hacerlo en p 
+.-

Sea k 
+.-

k (-¡_¡-b2k ,1) 
+.- +.-

1 m2 
+ IR

2 traslación tal que 

1 (u,v) (u - k (¡_¡ + b2k+ _), v + k ) , entonces: 
+.- + -

X(T (u,v)) 

en consecuencia: 

D 
+.-

D 
+.-

det DX(1(U,v)) (0,0) 

y 

: 
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T 
+.-

Tr DX(T (u,v)) (0,0) \ 1 +)J+2b 2k 
+.-

+ 
{ (,\. l, :\2 ,lJ) 

+ 
Sean e e A j\ l ]J - \z -f O} (3 sing. distintas) 

+ 
{ (A lt ·\2 , 1J ) 

+ 
j:\ l lJ - :\z O} H e A (2 sing. distintas) 

por definición 
+ + + 

A e u H 

+ e+ (') \' 
+ + r¡ , + Sean c1 wl C¿ e wl entonces 

+ : + 
e \) C . . 

i=l 
l. 

+ 
r < ·' l, >- z , IJ > 

+ 1' O} Sean c 2l e C2 i ,\ l +IJ > 

+ 
{ (>, 1 ' >. 2 ' IJ ) 

+ 
IÁ 1+\.i O} Cz 2 e c 2 

+ 
{(A l, \2 ,lJ) 

+ 
jA1+lJ O} C23 e C2 <: 

+ 3 + 
Es claro que Cz rJ Czi y corno a3 > o 

i=l 
o entonces 

\ 1u- Az > O 4==> D+,- < O , en consecuenc ia p+, p_ s on sillas hiperbólicas. 

+ 
Sean C221 

+ 
C: 22 

+ 
C2z : 

+ es cl a ro que C¿¿ 

+ 
Sean C11 

{ (Al, \¿ , )J ) 

{(A l, Az ,)J) 

¡ ( \ l ' 1 ' ' iJ ) 

+ 
1.) Cz2. 
i=l l. 

{ (\ 1, \z , IJ ) e 

1
L (Al , ),2 ,jJ) E 

+ ' 
O} e C2 2 1 A 1 < 

e C~z\\1 O] 

e + 1 

Czz ~\ 1 '• O} 

+ 
el D ,/ o, 

+ 
+ 

el D < o, 
+ 

Corno In(p ) + In(p+) + In(p_) = 1 pue s 

-1 ~ In(p+) = In(p_) no es posible. 

D ,- -f O. 
+ 

0- < O) 

D- ,/ O.l 

entonces 

~ \ ' + ~dernaS ( 1\ l , A 2 , )J) e C .='? 



2 
+ \.) + Entonces el eJ.. 

i=l 
l 

Sean: 

+ 
{(Al1,\21\.l) ei 1 1 T + o "f e111 e > 

+ e112 { (,\ll,\21\.l) e ei 1 1 T + O} 

+ 
{ (,\ll ,\2 1\.l) ei 1 1 T < O} ell3 e 

+ 

entonces es claro que 
+ l) + e u ell . 

i=l 
l 

Sean: 

+ { ( ,\1 1 ,\ 2 1 \.l) eiziT_ > O} e121 e 
+ e122 { ( ,\1 1,\2 1 j.l) e ei 2l T_ O} 

+ { ( ,\ 1 1 ,\ 2 1 j.l) ei zl T_ < O} e12 , e 

+ entonces es claro que e12 u + el2. 
l 

y en consecuencia: 
i=l 

+ v + u + e ell. \j el2. 
i=l 

J. 
i=l 

l 

+ lj + e22 e22. 
i=l 

J. 

Partición 
+ 

de H 

+ 
{ ( ,\ 1 1 \ ~ 1 IJ) 

+ 
Sean Hl e H 

+ 
{( ). l~ A~ dl) 

+ 
H2 e H 

+ 
{('' l1 )'2 1 1J ) 

+ 
H 3 e H 

entonces es claro que 

3 

\_,) + 
H. 

l 
i=l 

\.) + 
\..) ez. 1 

i=l 
l 

1\ 1+¡.. .> O} 

¡), 1 +¡.. O} 

1 A 1 + u O} 

Por otro lado Po ~ P- .:!?> sg ,\ 1 ~ 

donde 

sgb 2 ~ D- < O 

104 

pues 



105 

D+ O, en consecuencia en p- se tiene una silla hiperbólica. 

Análogamente si p- = Po t p =7 D < O 
+ + 

pues o_ sgbz y en consecuencia p + es una silla hiperbólica. 

Resumen: + 
A 

+ U c11. U 
i=l l 

3 

+ 
Uc12. u 
i=l l 

~C~.l U 
i=l l J 

3 

U a: 
i=l l 

+ 
Si (Al,Az,~) € A entonces la bicúspide [ 3 ] se bifurca 

según las siguientes tablas: 

p+ Po P-

+ 
c111 repulsar hiperbólico silla hiperbólica silla hiperbólica 

+ 
hiperbólico hiperbólica hiperbólica c112 foco no silla silla 

+ 
hiperbólico hiperbólica hiperbólica C113 a tractor silla silla 

+ 
silla hiperbólica silla hiperbólica hiperbólico c121 repulsar 

+ 
silla c122 hiperbólica silla hiperbólica foco no hiperbólico 

+ 
silla hiperbólica C123 silla hiperbólica a tractor hiperbólico 

+ 
silla hiperbólica c2l repulsar hiperbólico silla hiperbólica 

+ 
silla hiperbólica 

foco no hiperbólico 
hiperbÓlica Czz si >-t t o, silla 

centro si )\1 = o 

+ 
hiperbólica hiperbÓlico hiperbólico C23 silla a tractor silla 

+ 
silla hiperbÓlica 

foco no hiperbólico 
silla hiperbólica Cz21 repulsor 

+ 
silla hiperbólica Czzz centro silla hiperbólica 

+ 
silla hiperbólica 

foco no hiperbólico 
silla hiperbólica Czz3 a tractor 



es claro 

p+ = Po 

+ 
Hl silla nodo 

(Lema l. 3 .b) 

+ 
cúspide H2 

+ 
H3 silla nodo 

(Lema 1.3 .b) 

P·- = Po 

+ 
Hl silla nodo 

(Lema 1.3 .b) 

+ 
cúspide H2 

+ 
silla nodo H3 
(Lema 1.3 .b) 

+ 
Supongamos ( :1 1 , \ ~, ~) e A 

+ + 
Sean Al !, (le 1' ¿_ f ¡_¡) e A 

+ 
{ ( 1- 1 • ' ~ 1 J) 

+ 
A2 e A 

+ t Oq , ), 2 , ¡.d 
+ 

A3 e A 

+ u + 
que A A_ 

i=l 
~ 
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P-

silla hiperbólica 

silla hiperbólica 
: 

silla hiperbólica 

p+ 

silla hiperbólica 

silla hiperbólica 

silla hiperbólica 

O entonces 

1 

¡!cl+J.l > O} 

1 ~ 1 +¡_¡ O} 

l!cl+f-< < o 
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Por otro lado b 2 = O ~ 6 > O 

la bicúspide [ 3 ] se bifurca según la siguiente tabla: 

Po p+ 

+ 
repulsor hiperbólico silla hiperbólica Al 

+ 
A2 centro 

+ 
A3 a tractor 

III. En lo que 

Sean 

claramente lR3 

hiperbólico 

1 
1 

L 

1 

1 

1 

/ 

silla hiperbólica 

silla hiperbólica 

' / 
/ 

1 

1 
-1_ 

J 
Fig. 10 

sigue se supone a3 < O y por pág. 1 

B { P-u:.\2,¡.¡) e m.3 16 < O} 

Bo { (:.\p:.\u¡.¡) e IR3 16 O} 

+ 
B {(Al,:.\2,¡.¡) e IR3 16 > O} 

- IJ Bo \.) + 
B B 

P-

silla hiperbólica 

silla hiperbólica 

silla hiperbólica 

A-+ 
3 

- ---- ...... 
/ 

/ 

/ .6=0 
/ 

' 

1 

b2 " o. 



l. Sean a¡ = { L\.¡ rAz •ll) e -
j (A¡ ,Az •ll) Ei (\ a e 

a2 = { ( ¡rAzrll) e a 1 (A¡ rAz rll) e Ei (\ 

a¡ {(A¡ ,Az rll) e a 1 (A¡ rAz rll) e Ei (\ 

3 

por definición u a-:- e a- y además 
j=1 J 

(A¡ rA2 rll) e a- ~ b~At - 4a3 (Az-A¡ll) < o ::!;> 

3 

y en consecuencia (A¡,Az,ll) e U 
j=1 

a-:-, es decir, 
J 

3 

j=1 
\) a":" 

J 
(ver figura 11). 

B 

1 

1 

-
Fig. 11 

E;} 

+ 
Ez} 

E~} 

Si (A¡,Az,ll) e a- entonces la homoc1ina en el origen [ 3 ] 

108 

se 

bifurca a un atractor hiperbólico (Lema 1.1b), repulsor hiperbólico 

(Lema 1.1.c), foco no hiperbólico (Lema 1.4), dependiendo si (A 1 ,Azrll) 

e a~, j = 1, 2, 3 respectivamente. 
J 

2. Si (A¡,Az,ll) e a0 entonces por caso 2, Po (0,0) y 
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bz). 1 ( b~Al Pl = ---- -~ - ---- 1) con bzAl 1 O son las únicas singularidades 
2a3 2a3 ' 

distintas de X e fL. 

Si bzAl =O entonces, es claro que Pl = po. Además b~Af- 4a 3 (A 2 -A 1 ~) 

= O "" A 2-A 1 ~ < O pues a 3 < O ~ B 0 e L: i U í: ~ • 

Sean B~ {(Al ,Az ,~) e B0 lbzAl 1 O 

B~ { P1 ,Az ,~) e B0 lbzA¡ 1 O 

sR {(Al ,Az ,~) e B0 lbzAl 1 O 

O} 

por definición 

bzAl 1 

Sean sL 

B~z 

B~3 

sR1 

BRz 

BR3 

luego: u 
j=1 

o 

B~ 

B~ 

B~ 

B~ 

B~ 

B~ 

B~ 
J 

\.) 

j=1 

=?> 

n 
1\ 

(\ 

() 

(] 

(1 

B~ \) K o Bo 
J 

3 

u B~ e L:i 
j=1 J 

L:i 

¿g 

Í:z 

¿i 

¿g 
-

l:z 

v 
i=1 

U B,. 
~J j-1 

y 

}q+~+ 
A 1 b~ > O} 

a3 

Al + ~ + 
A lb~ 

a3 
< O} 

Al + ~ + 
A lb~ 

O} 

O} 

además 

B21 B~ l\ L:i 

sgz B~ (\ ~o Lz 

sg3 sg (\ -
Í:¿ 

Pl y consideremos 
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K~ Ka () + 
{(>-1,>-2,~) K o 1~ > O} = ¿2 = e 

K~ = K0 (1 ¿~ {(>-1,>-2,~) e K o 1~ e O} = {(0,0,0)} 

Kg Ko (\ -
{(.>- 1 ,>- z ,~) K o 1~ < O} = ¿2 = e 

claramente K o u K~ ¿~ n {(>..1,>-2,1-J) lt~ = O} 

j=l J 

en consecuencia: 

Bo u \...) B~. v u K~ 
i=1 j=l ~J i=1 

~ 
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[ 3 l 1 

BL 

B~2 

B~3 

BL 

Bg2 

Bg3 

B~1 

B~ 2 

B~ 3 

Kf 

Kg 

K~ 

La siguiente table ilustra las bifurcaciones de la homoclina 

cuando (Al,A 2 ,~) e B0 

Po P1 

repulsor hiperbólico parcialmente hiperbólica 

wc cuadrática, Wu hiperbólica 

foco no hiperbólico parcialmente hiperbólico 

wc cuadrática, wu hiperbólica 

atractor hiperbólico parcialmente hiperbólica 

wc cuadrática, Wu hiperbólica 

repulsor hiperbÓlico parcialmente hiperbólica 

wc cuadrática, ws hiperbólica 

foco no hiperbólico parcialmente hiperbólica 

wc cuadrática, ws hiperbólica 

a tractor hiperbólico parcialmente hiperbólica 

wc cuadrática, ws hiperbólica 

repulsor hiperbólico cúspide 

foco no hiperbólico cúspide 

a tractor hiperbólico cúspide 

repulsor no hiperbÓlico 

wc cúbica repulsora 

homoclina original 

a tractor no hiperbólico 

wc cuadrática, a tractora 



3. Los argumentos en II.3 (pág. ) son válidos para a 3 < O. 

Sean: E+= { (A 1 ,A 2 ,~) e B+ IA¡~-A2 'O} 

K+= {(A¡,A2,~l es+ IA1~-A2 =o} 

+ + 
Sean E¡ - E n E 1 1 

2 

+ IJ E. 
i=l l. 

sean Ei1 = { (A¡,A2,~) e Ei IA¡+IJ >O} 

E! 2 = { (A 1 , A 2 , 1J) e E! 1 A 1 +IJ = O} 

E!3 = { (A¡,A2,1J) e Ei lA¡+~< O} 

+ + 
y es claro que E2 = V E2i 

i=l 

(3 sing " s) 

(2 sing ; s) 

(O > O 
+ 

o_ < O) V 

I(po)+I(p+)+I(p_) = +1 

(O < O ~ O_ > O) 
+ 

+ 
Sean E211 = { (A¡,A2,~) e E!¡ lo+> O~ O_< O} 

{ (A 1 , A 2 , 1J) e E! 1 1 O < O ~ O_ > O} 
+ 

2 
+ entonces por lo anterior E21 = V + 

E21o 
l. 

i=l 

+ Sean E2111 = {(A 1 ,A 2 ,1J) e E~11 IT >o} 
+ 

+ 
E2112 = { (A¡,A2,~) e E~ 11 IT+ =o} 

+ + 
E2113 = {(A¡,A2,f.i) e E211 

+ + 
E2121 = {(>. 1 ,A 2 ,~) e E21 2 

+ + 
E2122 = {(A¡,A2,f.i) e E212 

IT < O} + 

jT_ > O} 

IT- = O} 

112 
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es claro que 

+ + + 0 1) E211. E212 E21 2. y 
l. 

+ 
E2l 

i=l 

2 

v 
j=l 

u 
i=l 

+ Partición de E22 

+ Sean E221 

entonces por (*) 

+ + 
E22 \,_, E o o . 

i=l 
·-''l. 

+ 
E21 .. 

]l. 

Sean E2211 { ( ·'' 1 '\ 2 'f.l) 

+ 
E221;, l P1,\2,f.l) 

E 

E 

+ 

i=l 

¡o > o 
+ 

lo < o 
+ 

'T E221 
+ 

+ 
E221 T 

+ 

l. 

o_ < o} 

0- -> Ot 

o~ 

o~ 

El caso T 
+ 

O es vacío, pues b~ 1 O ~ '1f.l-!\:· .· O 

+ u + 
luego Ez21 E2 21 . 

i=l l. 

+ 
i (" 1 , A 2, u) Sean E2221 E 

+ 
\ (\1 ,\z,f.l) E2222 E 

y el caso T_ o 

en consecuencia 

+ 
Partición de E23 

es vacío 

2 
+ u E22 

j=l 

+ IT_ O} E 2 2 2 

+ IT- O} E222 < 

por lo anterior, luego, 

2 

0 + 
E2 2 .. 

i=l 
]l. 

lo .> o 
+ 

0- " O} 

+ + 
E¿¿¿ 1 

/ Ez ·'' i y 

i=l 
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+ 
{(A1,A.2,!J) 

+ 
lo O} E232 e E23 < o o_ > 

+ 

entonces por (*) 

2 
+ \.) + 

E2 3 E2 3 . 
i=l l 

-. 
+ 

{ (Al,A.z,!J) 
+ 

O} Sean E2311 e E231 T > 
+ 

+ 
{ ( ,\·1 '>..1 'lJ) 

+ O} E2312 e E231 T 
+ 

+ 
{(A.l,A.z,w) 

+ O} E2 3 1 3 e E231 T < 
+ 

+ 
{(A.l,A.2,lJ) 

+ O} E2321 e E232 T- > 

+ 
{(Al,\2,)J) 

+ 
O} E2322 e E232 T_ 

+ 
{ (Al,A.2,)J) 

+ O} E2323 e E232 T- < 

entonces, es claro que 

+ u + + \) + 
En 1 E231i' E232 E232. 

i=l i=l 
l 

y en consecuencia 

~ 

+ u u + 
E23 E2 3 .. · 

j=l i=l Jl 

Partición de 
+ 

El 

( ,\ l , ,\ 2 , jJ) e \' ~ I (Po) = -1 y '-'1 

como I (Po) + I(p+) + I (p_) = +1 ~ O > 
+ 

o o_ > o 

+ 
{ (Al,A.2,j.J) 

+ 
\T+ O} Sean Ell e El > o T_ > 

+ 
{ (Al,\z,)J) 

+ 
El2 e El \T+ > o T- O} 

+ 
{ (Al,;\·2•lJ) 

+ 
\T O} El3 e El > o T_ < 

+ 
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+ + IT E 14 \ . i.' . 2 'iJ) e El o T- O· 
+ 

+ 
( \ 1 ' ·. 2 '\.1) 

+ IT E1s e El o T_ O] 
+ 

+ + 
EH ~ ( ' 1 , .\ 2 ' >-) e El IT 

' + 
o T- < Q¡ 

+ + 1 

E l7 ( ;, l ' ' : , \.1) e E1 ¡T < o T- G 
+ 

+ 
{ ( .'. l ' :. 2 , \.l ) 

+ !T E1e e El < o T- o 
+ 

+ 
· .. ( ·, l , :'. 2 , \.1) 

+ 1 

E19 e E1 IT < o T_ o; 
+ 

es claro que 

+ v + 
E 1 El . 

i=l 
l. 
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La siguiente tabla ilustra las bifurcaciones de la homoclina 

[ 3 l , ( ' ' ) + cuando A1,~ 2 ,~ E E 

1 Po 
1 

p+ P-

+ 
E11 sh repulsar hiperbólico repulsar hiperbólico 

+ 
E1. sh repulsar hiperbolico foco no hiperbólico 

+ 
El3 sh repulsar hiperbólico a tractor hiperbólico 

+ 
sh foco hiperbólico repulsar hiperbólico E14 no 

+ 
E1s sh foco no hiperbólico foco no hiperbólico 

1 

+ 
E1s sh foco no hiperbólico a tractor hiperbólico 

+ 
El~ sh a tractor hiperbÓlico repulsar hiperbólico 

+ 
EH sh a tractor hiperbólico foco 

1 

~ sh a tractor hiperbólico a tractor hiperbólico 

1 
+ 

repulsar hiperbólico repulsar hiperbólico sh 
1 

E. 111 
i 

------
¡ + hiperbólico foco hiperbólico sh 
1 

E,-¡ 2 repulsar no 

+ 
E:·ll < repulsar hiperbólico a tractor hiperbólico sh 

+ 
Enzl repulsar hiperbólico sh repulsar hiperbólico 

+ 
En:;-~ repulsar hiperbólico sh foco no hiperbólico 
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P: p+ p_ 

J 
+ 

hiperbólico E¿l2 3 repulsar sh a tractor hiperbólico 

+ 
E2211 foco no hiperbÓlico hiperbólico 1 repulsar sh 

1 

1 

+ 
hiperbólico hiperbólico 

1 
E2212 foco no a tractor sh 

~ 
+ 1 

E¿¿2 1 foco no hiperbólico sh repulsar hiperbólico 1 

+ 
E222 2 foco no hiperbólico sh a tractor hiperbólico 

+ 
hiperbólico E2311 a tractor repulsar hiperbólico sh 

+ 
hiperbólico E231 ¿ a tractor foco no hiperbólico sh 

+ 
hiperbólico hiperbólico E231 3 a tractor a tractor sh 

1 

+ 
hiperbólico E232 1 a tractor sh repulsar hiperbólico 

1 

1 

+ 
E2.32 ¿ a tractor hiperbólico sh foco no hiperbólico 

i 
' 

+ 
hiperbólico hiperbÓlicc 

1 E:•3 2' 'atractor sh a tractor 
1 

1 
1 

J 

+ 
Partición de K 

+ 
S1 ( · 1 , ,~) E K "" 'llJ-A¿ o ~ 

(p_._ 

D 
+.-

P: 1 P- V P- Además 



Al + lJ + 
b2 ± 1 b2A 1 1) T -(b2A1 

+.- a3 

+ 
[ (\1 ,A2 ,JJ) 

+ 
IAl+)J O} Sean K1 e K > 

+ 
[(Al ,A2 ,JJ) 

+ 
lA O} K2 e K +)J 

+ 
{(Al ,A2 ,JJ) 

+ 
lA < O} K3 e K +)J 

+ claramente K 

3 

vi 

i=l 

+ 
K. 

l 
y se presentan dos casos dependiendo 

signo de b2. 

+ 
{ (A1,A2,JJ) 

+ 
IAl O} Sean K11 e K1 > 

+ 
{(Al,A2,1J) 

+ 
IAl O} Kl2 e K1 < 

+ 
{ (\l,\2,]J) 

+ 
IAl o} K21 e K2 > 

+ 
{(Al,A2,1J) 

+ 
1>.1 O} K22 e K2 < 

+ 
[ 01 ,A2 ,JJ) 

+ 
IAl O} K3l e K3 > 

+ 
{(Al ,>.2 ,JJ) 

+ 
IAl O} K3 2 e K3 < 

2 
+ u + 

i claramente K. K .. 1' 2' 3' entonces 
l 

j=l lJ 

Caso l. Supongamos b2 > o 

+ + 
IT O} Sean K111 t p,l,)•2d¡} e Kll + 

+ 
{ (A 1 '.1 2 'lJ) 

+ 
IT O} K112 e Kll + 

+ 
{ P1,A2,JJ) 

+ 
IT O} K113 e Kll < 

+ 

+ u + 
claramente Kll K11 . y 

i=l 
l 

+ 
{ ()q,Á2,1J) 

+ 
IT- o f K3 2 1 e K32 > 

+ 
{(Al,A2,1J) 

+ 
IT- O} K3 2 2 e K3 2 

+ 
{ P.1 ,A2,JJ) 

+ 
IT- o} K3 ~ 3 e K3 2 < 

118 

del 
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entonces 

+ v + 
K32 K32· 

i=l 
l. 

luego 

+ 1..) + u + 0 v + ij + v + 
J.< K11. K12 K2. K,.: V y'. 

i=l 
l. 

i=l 
l. 

.L-1 
l 

y la homoclina [ 3 se bifurca segGn la siguiente ta-

bla usando O y T segGn el caso. 
+.- +.-
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Po 
1 

1='+ 
p_ 1 

silla nodo repulsc.,r hiperbólico 
+ 

K111 e 
cuadrática, 

u 
hi w w 

-
perbólica 

silla nodo foco no hiperbólico 
+ 

K11: e 
cuadrática, 

u w w hi -
perbólica 

1 silla nodn atlactor hiperbólico 
1 

+ 
K11 < e 

cuadrátlca, 
u 

w w hi 
1 perbólic,· 

-

silla nodo repulsar hiperbólico 
+ 

! 
1 

Kl~ e 
cuadrátlCc<, 

u 1 

w w hl 
-

perbólica 

+ 
cúspide hiperbólico K~1 a tractor 

+ 
cúsplde K:': repulsar hiperbólico 

1 

1 
silla nodo 1 hiperbólico ! a tractor 

1 + 
1 

1 

K, l e o 
w cuadr5tlCd, w hl 
perbólica 

-

1 

• 

1 
1 

1 

1 Sllla I!O<io 1 repulsar hiperbólico 1 

! + 

1 

1 K321 wc cuadrát1ca, ws 
1 

hi -
perbólic¿¡ 

1 

silla nodo 
1 

foco no hiperbólico 

i + 
K3:.> e 

cuadritlCéi, 
S 

w w fll 
~ 

perbólica 

j silla nodo a tractor hiperbólico 
+ 

1 K1., 
1 Wc cuadrática, 

S 

1 

w 111 

perbólica 
-
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Caso 2. Supongamos 

+ 
Sean K111 

+ 
K11 ~· 

+ 
K11; 

claramente 

+ 
K3 ::' 1 

+ 
K3::':' 

+ 
K3 ~ 1 

claramente 

+ luego, K 

b2 < o 

{ ('l,A2,f1) 

{ (;q,.\2,f1) 

( 1 1 , A 2 , f1) 

u 
i=l 

'_ ( \ l 1 ), 2 ,¡J) 

('\lt•l2,)J) 

;('1,\z,lJ) 

3 

l) 
i=l 

l) + u K11 
i 

i=l 

y la homoclina [ J 

bla usando D 
+.-

+ IT_ O} e K11 > 

+ IT- O} e Kll 

+ 1 e Kll ¡T- < o~ 

y 

+ IT e K3;; > Oj 
+ 

+ 
1 T O} e K32 

+ 
+ !T e K32 < O} 

+ 

2 

+ u + v + J J + 
K1: \...! K 

i 
K31 K3 :• . 

i=l i=l 
1 

se bifurca segÚL la "ú;uieiJte tu-

según el caso. 
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Po p+ P-

silla nodo repulsar hiperbólico 
+ 

K111 e 
cuadrática, wu hi w -

perbólica 

silla nodo foco no hiperbólico 
+ 

K112 wc cuadrática, wu hi 
-

perbólica 

sill¿¡ nodo a tractor hiperbólico 
+ 

K113 wc cuadrática, wu hi 
-

perbólica 

silla nodo repulsar hiperbólico 
+ 

K12 e 
cuadrática, 

u 
hl w w 
·-

perbÓlica 

+ 
cúspide K~l a tractor hiperbólico 

+ 
cúspide repulsar hiperbólico K¿~ 

silla nodo a tractor hiperbólico 
+ 

K31 wc cuadráticu, ws hi -
perbÓlica 

silla nodo repulsar hiperbólico 
+ 

K321 e 
cuadrática, ws hi w -

perbólica 

silla nodo foco no hiperbólico 
+ 

K322 wc cuadrática, ws hi 
-

perbólica 

silla nodo a tractor hiperbólico 
+ 

K323 wc cuadrática, 
S 

hi w -
perbólica 
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