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RESUMEN.

El objetivo de este trabajo es estudiar el comportamiento cuali

tativo de las singularidades de la ecuacidn diferencial.

n

. 3
X Xlx + Azy + a,y

% X + uy + bﬁy2

3 2
donde (Xl,kz,u) € IR’ , a, #F0 vy b2 + 2a3 > 0

Esto corresponde a analizar los desdoblamientos lineales de la singulari-

dad xﬁ% de codimensidn tres.
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SUMMARY .

The aim of this work is to study the cualitative behavior at

the singularities of the Differential Equation.

X

AKX+ Ay + 8
5 Ty

v X + uy + bzy2
where (Al,Az,u) ¢ IR, a, #0 vy bz + 2a3> 0

It means to analice the linear unfolding of the singularity xﬁ% on codi

mension 3.

BIFURCACIONES LINEALES DE LA SINGULARIDAD xg%
A TRES PARAMETROS*

Sea X = xs%- campo de vectores lineales en R? y consideremos

en el espacio de gérmenes de singularidades de campos vectoriales en el

origen de R%2, G2%, el siguiente conjunto.

- s A2 . o
w={xXx¢€G°/ Jl(X)(O) = Jl(Xl)(O)}

donde j (X) (0) indica el k-jet de X en O.

Entonces en [6], se demuestra que para todo X & W existe un Cw—

difeomorfismo ¢ : (IRZ,OL) tal que
X =X o+ % (a io + b i-——8—) + R donde j. (R, )(0) = 0 el caso k = «
Tet T2 iz i¥ 3x i¥ dy k'’ I

* Los autores agradecen la colaboracién del Profesor Ivén Szant6 y al Pro
grama PNUD.
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no estd excluido.

Sea V' = {X¢€ W / ¥.,X satisfaga a, # 0}. En [6] se demuestra
gque V es un conjunto semi-algebraico de codimensidn 2 en G~ y s6lo tiene
1 clase de singularidad por Co—equivalencia. Ademids F. Takens en [5] de-
mostrd que:

2

2, 9 2
(b + vy )ax + (x + by +y )ay

1

es un desdoblamiento versal a 2-pardmetros de la singularidad xﬁ%.

Sea ahora V = {X &€ W / 11 X satisface a, = 0, aa#O v b; + 2a

> 0j.

En {[3] se demuestra gue V es un conjunto semi-algebraico de co-
dimensién 3 en G- y ademds sGlo tiene dos clases distintas de singularida

des por C’-equivalencias.

Como V es de codimensidn tres gqueremos estudiar como se bifur-
can a tres pardmetros los elementos X de V. Iniciemos este trabajo miran

do a DL C *m (IR® x IR3) conjunto de desdoblamiento lineales a tres pa

- : . 3
rametros de la singularidad x§§. PN o entonces

d
+ Y — +Y

3
—, dond
1 93X 2 2y 39X 4 OA, 5 u’ onae

<
1

A A A yO
1X-f- 2y+a¥y

I
i

X + uy + bnyZ ;Y. =Y =Y =0

a,#0 y b?+2a > 0.

Sea P : DL > * (IR ), (Y11Y2/\131YL’IY5) - (YIIYZ)

Si *L = Imagen de P, entonces las singularidades de X & *n

(Hﬁ } dependen de:
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Caso 1:

Caso 2:

Caso 3:

A := biki + 4a3(klu - Xz) y se presentan tres casos:

A < 0= X se anula sGlo en el origen.

b A
11
(= w-

2a3 2a

A =

O:PO = (OIO) Ypl=

son las Unicas singularidades de X(b2>\l # 0).

A >0 po=(0,0)y

b A + & b
=21 - u-2
P+,— 2a3 2a

3 (ble + yA),L)

son las Unicas singularidades de x.

p
[A A
1. De lo anterior, X(0,0) = 0 ¥A ¢ IR, DX(0,0) = | 1 2],
o
DX(0,0) = Xlu - XZ, tr DX(0,0) = Al +
Definicidn:
29 C G e R /sgn (A w A = e)
1 1772 1 2
Zg(g) = {(A A )& IR / sgn (A +p) = e}
2 172 1
: donde
+ , e =1
gle) = 0 , ¢ 0
- - , e =-1
NN :
! N
1 N
! 2
R B
-~ ] \
-~ ! \
< ] \
\ 7 \
\ e
\ —
\ //
Fig. 1 A
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Lema 1.1. Sea X ¢ *L

El origen es una singularidad hiperbdlica ssi

+
9.
1

(>\ I’x I]J) Zl L/' (‘—A 2

172
Ademds la singular:dad es del tipo:

a) silla, si (~» ,» ,u) € .
1 2 1

, +
b) atractor, si (Al,Az,p)e_ Ll(\ z

"~

. . +
c) repulsor, si (A ,A ,u) € - 0N 5T
1772 1 2

Demostracidn: Sea (Xl,\ L) e Ll J (21 / 2% . Entonces
el 2 2

1. (Al,kz,u) [ S; implica valores propios de DX(0,0) reales y de sig-

nos contrarios.
+ , . .

2. (Al,AQ,u) € fl‘\Z: implica valores propios de DX(0,0) con parte real

no-nula.
De 1 v 2 se corcl.  gu=e "1 s1-qularidad es hiperbdlica. Reci-

procamente, si la singularicad es hiperbdlica, entonces los valores pro-
pios tienen parte real no-nula, de donde det DX(0,0) # O. Ademis:

1. det DX(0,0) - '+ = (4, ,2) € I

2. det DX(0,0) - & = tr DX(0,0) # 0, (si no, los valores pro-

pios tienen ja. te real nula),

por lo tantc (« ,+ ,u) € H: N\ L;
- T + - _+ +
Es claro que: -, J (L, \Z,) = I, V(I N D) VT Al r,)
a) (Xl,\o,;ﬂ € Z; = silla hiperb&lica por 1.-
+ -—
b) (Al,kz,u) € Zl N 22 = valores propiocs de DX(0,0) tienen parte

real negativa, luego la singularidad es un atractor hiperbdlico.
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+ +
c) (Ap Ao u) € Zl N 22 =¥ valores propios de DX(0,0) tienen parte re-

al positiva, luego la singularidad es un repulsor hiperbdlico.

3

Sea m : ¥ -~ IR°, tal que, X —» (A1,Az,uL),

Joeingh oy v = a7ty

)
i
g

=

Lema 1.2.

V, es un conjunto semi-algebraico de codim O en *L'

Demostracidn: Claramente 22(6) , Zg(E) con ¢ € {-1,1} son semialge-
braicos de codim 0 en IR®, luego \90 es un conjunto semi-algebraico de co
dim 0 en IR’ . Ademds 7 es una funcidn algebraica, luego por Seidemberg-
Tarski [4}, Vg es un conjunto semi-algebraico de codim
O en .
*L
Lema 1.3.
X .
Sea € *L

El origen es una singularidad parcialmente hiperbdlica de X ssi

(‘\‘ll4\‘2 rU) S) Zo \E:

1

Ademas:
a) Si Yy = 0, existen tres casos:
al) : a, >0 " p <0 = silla no hiperbdlico
a2): ay » 0" u<o > silla no hiperbdlico
a3): a3 < 0"y >0 =» repulsor no hiperbdlico con w" repulsor
ad) : ay <0 " u < 0 = atractor no hiperbdlico con W atractor
b) iy #0007 b2 # 0 =» las singularidades son sillas nodos presentando-

se los siguientes casos:
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Si b, » 0O entonces

2
bl) u+ Ay >0 "33 >0 = (W, W)
B2) L+ AL >0 Ay <O F (wi, W)
b3)p+>\1<0A>\1>0=7(W:,WS)
bd) w4+ A <0 A <0 = (W, W)
Si b2 < 0 entonces:
BS) L+ A1 >0 " A >0 v (W, W)
C

b6) P+ Ay >0 " AL <O = (W, W)

Q
n

b7) U+ A <0 " Ay >0 = (W, W)

al
n

b8) U+>\1<OA>\1<O=='?(W+,W)

(ver figuras 2).

c) Ay # 07 b2 = 0 =% al), a2), a3) y a4d) reemplazando | por u + Azp.

(ver figuras 3)

Demostracidn:

o ©

\ -, &> det DX(0,0) = 0 ~ tr DX(0,0) # O,

(>\1,\43,U) € Zl o

Spec DX(0,0) = {0, tr DX(0,0)} # {0} &=

la singularidad es parcialmente hiperbdlica.

o] o]
Ademds, x € *L tal que (Ay1,Ao2,u) € 21\‘27':
. 3 3 2 3
= >\ A + X _ + A + - —
L= (hx + uy +ay ) o=+ (x +uy + b, y) v

SX=A1Y  XHpY

i = u,v enton-
\>\1+U, /\1+U (I)l

Sea w: (R°,0) - (R",0), (x,y)

ces v es un isomorfismo lineal vy

v, X(u,v) = (6(v—u)2+y(v—u)3) éL + (wv+g(v-u) ” + {(V“U)B) F ,
u av
X %3

donde: o = y+ A;, B = b_(1 -

2 IFSTRAAE S

5"
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a) M =02 8=0"u#0 =

a

_ 3 3 9 2 3.0

P, X(u,v) = LJ(v—u) 5ot (uv + B(v-u)™ + y(v-u) )55
por la técnica de variedad central , Se presentan los 3 casos

siguientes segln sgn(u), sgn(a3)

A
~ /L‘L : -~
1.- a_, >0 u <0 : \\x*\\ 7 silla no-hiperbdlica
-\

3
7
Aw
e k:
/ \
2 o - 0 v
.- a_ > o> : \\\r silla no-hiperbdlica
pr
4
/
/
3.~ a, <0 T w>0: A repulsor no-hiperbd-
3 k//// c
\\\‘\\ - w lico con W~ repulso-
ya ra.
i
/
/
4.- ay < 0 " u<o0: atractor no-hiperbd-
v lico con W° atracto-
J‘_//// ra.
NI
e
A
Fig. 2
b) Ay # 07 b2 #0 := & # 0y como a # 0 por la técnica de la varie-
dad central , es inmediato que las singularidades son sillas-

nodos con las orientaciones dadas por bl) hasta b8).
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Fig.
a,
c) 1 £ 0 b2 =0 = . =0, | = U*ktl T
o D) = v ® e (e § e D)
* LA, 3u HTAL LA, v

que corresponde al caso a) sustituyendo ¢ por pt+i;.

3
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Lema 1.4. Sea X € *L con b2 # 0.

El origen es un foco no-hiperbélico ssi

o

+
(>\lr>\21U) € 22 n Zl N >\1 ?é 0

o
N . +
Dem. (&) (>\ll'A~21U) e }<2 ﬂ Zl - Lt = 0

. 3. 4 2 3
App=A, > 0, luego X = (Xlx+Aly+a3y ) T + (x-le+b2y ) 3;

y Spec DX(0,0) = {yi3+}, } donde 1% + ‘. =0

Definamos b = y -(X{ + 1.) » 0 y sea w: (R°, 0) - (R, 0)

X-le
b

tal que J(x,y) = ( , ¥) isomorfismo lineal. Entonces

b a .
. A2 2 3 3.9 2. 4
Y = y,X(u,v) = (-bv - 5 Vv + 5 v )au + (bu + b2 v o) e
sea y : (IR?, 0) » (RR", 0) tal que
2 2
y{u,v) = (-bv, bu + b2 v ) con det DYy (0,0) =b > O,
es decir, ¢ es un difeomorfismo. Entonces
, b2 . by 33 %0
Z =y Y(x,y) = (- y)ax + (bx - 5o oXY - 3% - X )§§ ,
b b
Spec Dz(0,0) = {a1,0z} , donde a3 = ib, w. = 41, es decir, «, = 20, + t

valores propios de resonancia 3 [Arnold], por lo tanto los términos cua-
draticos de Z son no-resonantes y se pueden eliminar. En efecto, sea

h(x,y) = (hl(X,y), h2(x,y)) tal que:

) _ -
I 1177 ]( b
N ——— l P - o
Bl v B bi xi K b h,
; o - 1 =
1
3h. 8h_| 1
2 2!
—< £ p ol vy b 0 h
. ax y i j | 1 2
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[ 0 |
1 :
!
| —klb2 5 2b2
X - Xy implica
\; b’ b
X b L
[ e A I T
hix,y) = 3 e -“3—- - 3 —TRY,
| 3b 3b b~
A 1
2P22 2%22 2P
|
3 b 3 b2 3 b3 |
A
Sean 1 URZ, 0y = ng, 0) tal gue
n—l(u,v) = (u+h1(u,v), v+h2(u,v). Es claro que | es difeomorfismo. En-
tonces: ‘
n Z(u,v) = {-bv + Rq(u,v))xa +
A 3
+ {bu +<.XL13 + kvl o+ Yuzv + du\.f2 + 0 u ) b,
El J
P § Bl 2
donde « = - wiw(eAibf + 20b"b. + 9b2a Y,
5 Z 2 2
b
2 2
b 2X1b Lo
4 1o 2 . 2 2 5
Boe g v =T, &= (e - 1md)
b o] 9L
33(R4(U:V)(0,0)J -0 - j3(94(U,V)(0,0))-
Considerando z = utiv, el camp:, correspondiente se puede repre-
sentar por la ecuacién:
2 = ibz + u' 20+ B'E: + V'Zﬁg b ontzz 4 R4(Z,E)
donde a' = l(iu - b4 oy = i) gr o= l{im FRo=- . = i)
i 3 ’ g ;
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i3 (Ry (z, z)(0,0)) = O.

Los términos 23, z® son no-resonantes y se pueden eliminar [1].

En efecto: sea

f: (C4, 0) =~ (EZ, 0) tal que:

£ (w,w) = (g(w,w), g(w,w)), donde
- a' 3 B o=y 8 -
glw,w) = w4 9w =y Y T 2ip WY

Luego la ecuacidn queda:

w = ibw + y'w|w!? + R(w,w), donde Ju(R(w,w)(0,0)) = O
) 1 Aib3 o . .

y Rey' = - 7 # 0 implica que la singularidad, para b, # 0, es un

b
foco no-hiperbdlico, atractor o respulsor si *; » 0 6 Ay < 0O, respectiva
mente.

. . ([0 -b!
(%) Foco no hiperbdlico y DY(0,0) = . con b - 0 =

b 0

-~ ’

. +
tra DX(0,0) = 0 ~ det DX(0,0) > O, luego (A1,»:,u)€I3A I1.

Si Im *» # O entonces tr DX(0,0) = 0 © det DX(0,0) > O luego

+
(L1,hy,1) €23NTT.

Si Im X = 0 entonces (A;,Ars,u) € 39 ﬂ)’{ y por Lema 7 la singu
laridad no es un foco no-hiperb&lico, luego suponer Im > = 0 lleva a con
tradiccidn.

Obs. Si »1=0, el origen es un centro [7}].

Lema 1.5. X € *L con b, = 0
El origen es un centro no-hiperbdlico ssi

+
(Ay,Ao,u) € Zg f\Zl.
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Dem. Usando el isomorfismo lineal ¥ del Lema 1.4 y haciendo b; = 0 se
tiene:
as 3, 0 d
Y(u,v) = (-bv + — v’)=— + bu— entonces
b au v
(&) Y(-u, -v) = -Y(u,v).

Sea ¥ ({ug, vg), t) (¥1,¥2) wuna orbita y

~

f ((ug,ve), t)

(—*ﬁ,-Tﬁ) una curva

\ - S 3%, o, [ 3
Y(=ti, =f2) = -¥Y(h ,Y2) = \at, el B FraERCORE vl CAPY
d » J N .
= §E(—*) = 3% 't entonces el origen es un centro.

, b # 0 entonces el centro es no-hi-

Como DY (0,0) = b
0

) S

o

§
P b
perbolico. L

P 0]
(=) centro no-hiperbdlico = DY(0,0) = [ =25
' b

1

.
0]

) R +
traza DX(0,0) = 0 ~ det DX(0,0) = b” > 0, luego (iy,x,,u) € 237} 1

+
Lema 1.6. seand) =z20N\z% U 2 N D) v

vV, = o (d%), entonces V; es un conjunto semialgebraico de codim 1
en 'X'

ide

Dem. Claramente é)l es un conjunto semi-algebraico de codimensidn 1 en

3

IR® y como 7 es una funcidn algebraica, entonces por [4], V; es un

conjunto semi-algebraico de codim 1 en *L'

Lema 1.7. Sea X € *L con by, # 0.

El origen es una "cispide" ssi (A;,d,,u) € £¥nziN{o0}.
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-

Dem. (&) (v, ) €000 28 {0} e du -1, =0

+ ., =0 - | # 0, luego

3 J o J
x = - -1 o+ —_— -+~ [y _
{=LX=L y+asy )Ex (x+Ly+boy )ay
Sea ¥: (IR , 0) = (IR, 0) tal que T(X,y) = (-%-.y, -y}

es un isomorfismo lireal, entonces

k d ' o
Y =~ X{u,v}) = {(-ubev’ + as vj);— + {u-bzv’i—
Yy av
d i
donde coef v = -ub. en 3 y coef v o= -y en o son ambos diferentes
de cero, luego por 121, el origen es una cUspide [ver fig. 47.

sgn b; = sgn .

sgn b-. # sgn

Fig. 4
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(=) det DX(0,0) =0 ~ tr DX(0,0) = 0, pues de lo contrario existe al
menos un autovalor no-nulo y el origen no es una "clspide". Por lo tanto

(A1, Ao,0) € Zg N Eg

Si alguno de los pardmetros es nulo entonces

9 9 .
Ay = Ay = p =0 y X(X,y) = a; y3 5;-+ (x+b2y2)5§- que no es una clspi

de por [2].

-1

Lema 1.8. sea ()l =31y N I\ {(0,0,00} v vs ==~ (}), entonces Vv,

es un conjunto semi-algebraico de codimensidn 2 en *L' con by, # 0.

N . . , . . 3
Dem. Claramente {/, es un conjunto semi-algebraico de codimensidn 2 en IR"

y como 1 es algebraica, entonces por [4] se tiene el Lema 1.8.

Lema 1.9. Sea X € *L

El origen es una "bicidspide" ssi (Ay,%,,u) € 22 A 29\ 7(0,0,0)}

yb'L:OV,)\]_:)\Z:-U:O.

Dem. (&) El caso Ay = A, = u = 0 es la singularidad original y por [3]

es una "bicUspide"

Supongamos (Aq,h-,u) € 9N 29 N\ {(0,0,0)} con b, = 0. Enton-
ces por el isomorfismo lineal ¥ usado en la demostracién del Lema 1.7,
. _ 3 9 J
Y X(u,v) = a3z v 2 + ugg.

[ver figura 5]

Ademds by = 0 implica az - O por Def. \\ r;?
2.1. v por (3] el origen es una bicispide

/

AN

l
f
|
!
{
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(%) det DX(0,0) = 0 = tra DX(0,0) pues de lo contrario existe al menos
un autcvaler nornulo y el origen no es una "biclispide", por lo tan-

to (A1,rz,u) € 23 Nzl

Si un parametro es no-nulo entonces ii,%>,u # 0 y si b, # 0, por
Lema 1.7, el origen es una clspide, lo que es una contradiccidén, por lo

tanto b, = 0.

Si alguno de los pardmetros es nulo entonces Ay = 2o = ;1 = 0,

pues ()\ll)\ZIu) (S Zg f\ Zg

[ al=3

~ -1 B
N 2iN{0,0,00 yv! = LWy,

2

(o]

2

Entonces V; es un conjunto semi-algebraico de codimensién 2 en
*L con b, = 0.
Dem. LD; es un conjunto semi-algebraico de codimensidn 2 en IR3, Yy Ccomo

T es algebraica entonces por {4] se tiene el Lema 1.10.

Lema 1.11. Sea V3 = n'l {(0,0,0)}, entonces V; es un conjunto algebrai-

co de codimensidén 3 en *L'

Dem. Trivial.

() i~

()
Teorema 1.1. *L =VogUVy JUVUVy donde V =V' si b, =0 vy

V=stib2760.

Dem. Consecuencia directa de todos los lemas anteriores.

II. En lo gue sigue se supone aj > O.

Sean A = {(Ay,A;,u) € IR /. O
a° = {(A1,h2,1) € R’ /4 = O}
AT = {00 A w) e RS 505



entonces

- L+
claramente R = & O A° U A .

Si (A1,Ay,n) € A entonces la bicidspide en

furca a una tnica hiperbélica (Lema 1.1.3a).

Si (A1,As,u) € A° entonces por caso 2, pg =

boAy
2a3
de X € .
e *L

(-u -

Si byAy = 0 entonces es claro que p;

Il
el

el origen [3]

boXa

0,0
( ) 22,

yp =

96

se bi

, 1) con byA; # 0 son las Gnicas singularidades distintas

Para analizar el retrato de fases en vecindades de las singularida-

des, basta usar los lemas anteriores

Supongamos b, # 0 y sean

b3
A9 = {{hy,h,,p) € A° /\;+u+—a%>0 ~ )y # 0}
3
1 be
A3 = {(A1,h2,u) € A°| A +0 +—é— 20 1 # 0}
o b .
A = {(Ay, 2,u) € A°|h )+ + ;“ = 1 # 0
H® = {(Ay,Ap,p) € A°|s, = O}
es claro que A° = . ) A° \J H® (ver figura 6)
i=1 *t
)
_ o e
-
. A, -~
As
— (’“ - a° = ‘4
» qo // o T
; , -
/ ! T~
- oo - - . g
Fig. 6 -

en py Y p1 respectivamente.

0}
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pero A = 0 = det DX(p ) = O y ademis

3 -
(h1,22,u) € U A, 5 (A1,A2,u) € L1 pues a3z > O.
j=1
Si (Ay,xo,u) € Ag, entonces la biclispide [ 3 ] se bifurca a una
silla hiperbdlica en el origen (Lema 1.1) y a una singularidad parcialmen
te hiperbdlica en p; con Wc(pl) cuadridtica y Wu(pl) hiperbdlica (Lema 1.3

b en py).

C
\\\\\_,/// [ /)7/// W (Fﬂ\
>
\\ ?i %1bl>o
Lo
Gy YA
A
Fig. 7

Si (A1,A.,u) € A entonces la biclispide [ 3 ] se bifurca

a una silla hiperbdlica en el origen (Lema 1.1) y a una singularidad par-

cialmente hiperbdlica en p; con Wc(pl) cuadratica y Ws(pl) hiperbdlica

(Lema 1.3b) en p,.

YVASEN
C
"\ y\\ , W ( Pq\
. Yoo~ %
™~ v -1
S
! - )
A /v// >\,' ‘I/)L<O

A
, \
y T\

Fig. 8
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Si (A1,%»,u) € A} entonces la bicilspide [ 3 ] se bifurca
a una silla hiperbdlica en el origen (Lema 1.1) y a una cilispide en p; (Le

ma 1.7 en p1).
Particidén de H°.

~

Si (A1,A2,0) € H® > A1 =0 = by =0 % py = p1 (Ay, 2z ,u)

Sean Hg = {(Allj\ZIU) € HOiU > 0

\

t
(@)
il
o
(@)
@)

HY = {(h1,h2,0) € BY|y =

HY = {02, €8y <0}

3 3 3 ‘
claramente H’ = HY ~  ab = 2 Uy H
- Si (A1,%5,u) € HY, entonces la bicispide [ 3 ] se bifurca a unasi

lla no hiperbdlica con Wc(po) clbica atractora y WS(po) hiperb6lica (Le

ma 1.3.a.2).

~ S1i (A1,A2,u) € Hg, entonces los tres pardmetros son nulos y corresponde

a la bicispide origianl [ 3 ].
- Si (A1,Ao,u) € Hg, entonces la biclUspide [ 3 ] se bifurca a una
silla no hiperbdlica con Wc(po) clbica repelente vy Ws(po) hiperbdlica

(Lema 1.3.a.1).

Resumiendo, se tiene la siguiente tabla:

re



Po P
. parcialmente hiperbdlica
A . . P .0
! silla hiperbdlica w® cuadritica
wH hiperbdlica
parcialmente hiperbdlica
0
Az silla hiperbdlica wS cuadratica
w® hiperbdlica
a0
} silla hiperbdlica clispide
. silla no hiperbdlica
H P
! Wc ctbica
W hiperbdlica
H? L
biclspide
. silla no hiperbdlica
H c ...
’ W cubica
w® hiperbdlica

Supongamos b; = 0 entonces po = p: A" = L



gsean KY = { (A1,%o,u) e a2, # 0}

D _ F o J o
Ki = {(A1,A;,4) € A7 }A, = O}
entonces al = U k?
1

Sean Ki; = {(A1,'.,u) € ngxl -0,

KE? = {(Aerer) € Ki‘}l < Ol
Kz = {(ay,00,0) € ®ijny - 0O,

ng = {(AlIAZIu) € K
5 = {(AerQJU] € K?lhl -0,

Kfg = {(y,ro,m) € ki|2y < 0,

Ademis (A1,r2,u) € Kg = 4+, = 0, u€ IR

Sean K%l = {(Ay,hs,u) € K2 lw - 0}

KS') = {()\1’.‘-\2’“] =] Koth = O}
ki = (Ot e k30 - o
3
es clarc gue Kg = x?i %
i=1
3 1
[} i)
a = Ukl v J KL
. 1 . i
i=1 i=1

o
Kz4

A+l
A1+H

\]+b

y basta analizar la traza en ps.

- O

ver figura 9.

100
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Luego, la biclUspide [ 3 ]

se bifurca a una Unica singu-

laridad como indica la sigquiente table segin los lemas anteriores.

silla no hiperbdlica
Kgl C .. u . P
W~ clbica atractora, W hiperbdlica
silla no hiperbdlica
0
K C e u . PO
12 W  cObica atractora, W hiperbdlica
silla no hiperbdlica
0
K C e . P
13 W~  clbica repelente, WS hiperbdlica
silla no hiperbd&lica
0
K C .. S . o
Le W~ cUbica repelente, W hiperbdlica
kY biclspide
Kie biclspide
silla no hiperbdlica
0
K c ... u . P
21 W~ clbica atractora, W hiperbdlica
K9, biclspide original
silla no hiperbdlica
0
K C . S . PR
23 W~  cubica repelente, W hiperbdlica
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A

. +
3.- Si (Ay,An,u) €A b, # 0, entonces por caso 3, py, p+, p~ son las

inicas singularidades de X € *L'

Notese que:

. +
0 = , en consecuencia, % (A1,A;,u) € A

i) p+ =p_ = A

tal que p

ii) p, =Po #P_, P_=Po 7P pues & - O y

= po & batit V 2

b2 i
—p = 22(byhgt =
. ok - Sobhar V), 1) = (0,0)

p
byt VA =0

(X11A2IU) € Zg
Para analizar el retrato de fases en vecindades de las singulari

dades, por los Lemas de I, basta hacerlo en p+ N

boA1t ¥ A

Sea k+._ = —_iZ;r—_.e R = p+ = = k+‘_(—u—b2k+._,1)
v t : ®?> -+ R? traslacidn tal que i
T{u,v) = (u - k+__(u + b3k+._), v + k+'_), entonces: .
X(T(u,v)) = (Aju + (A=243a3k® )v + 3aszk 2rasvi)=
u, = 1a o+ >+3as .- v as +._V asv )Bu N

5 3
+ (u+ (1L + 2byk. )V + byv )z
+, - v

en consecuencia:

lw}
1l

det DX(t(u,v)) (0,0) = Xiu=hy+k, _(2hib,=3azk, )

At A byAy y

lw)
i
1

+.- 2ay
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T+ _ = Tr DX(t(u,v))(0,0) = X +u+2b2k+ _
+ + . . . .
Sean C = {(X1,A,u) €A ]Alu—Xz £ 0} (3 sing. distintas)
+ | + . . .
H = {(A1,A2,n) €A ‘Alu-kz = 0} (2 sing. distintas)
s + + +
por definicidén A =C U H.
+ + - + + +
Sean C; =C N £, ; C, =¢C N £, entonces
+ o4
c =y c.
i=1
+ + . ;
Sean Cyy = {(A1,hz,u) € Cp |Ay+u > O}
+ + .
Czo = {(A1,22,1) € Cp |ny+u = O}
+ . + . .
Coz = {(hy,4,,n) € Cp |Ar+u < O}
+ : +
Es claro que C, = U C2i y como a3 > 0 ~ L - O entonces

1=1

Au= Az > 0 = D+,— < 0 , en consecuencia p+, p_  son sillas hiperbdlicas.

It

+ PN +
Sean Cp21 {(A1,h0,u) € Co2]hy < 0O}

+ o + .
Cozo = {(X1,Az2,u) € Czal)y = 0}
+ . +
Cooa = (M1,) . ,u) € C22%\1 > 0}
P4
es claro que Cy: = szi
1=1

+ v +

Sean Cy1y = { (M, Ap,u) € Cp | p, -0, D- <0}

+ +
ClZ = ‘L()\l,>\2,u) e Cy ’ D+ < O, D- - 0O}

Como In(p ) + In(p+) + In(p_) = 1 pues a; > O entonces
- | +
In(pg) = -1 ~» In(p+) = In(p-) no es posible. Ademas (A;,A,,p) € C =

D, /= # 0.
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+ z +
Entonces Ci = U C;.
i=1 +
Sean:
+ +
Cii1 = {1, A2,u) € C111T+ > 01
+ +
Ciiz2 = {(A1,x2,u) € C11|T+ =0}
+ +
Ci1s = { (A1, ,Az,u) € Cll]T+ < 0}

3
+ +
entonces es claro que Ci; = Ci1.
i=1 *
Sean:
+ +
Ciz1 = {(A\1,X2,u) € Ci2lT. > 0}
+ +
Cizz2 = {(A1,h2,u) € C1o|T- = 0}
+ +
Ci2a = {(A1,A2,u) € C12|T- < O}

3
+ + .
entonces es claro que Cy, = Clzi y en consecuencia:
i=1
3 3 3
+ + ) + +
¢ = U iU U el U U Cr., donde
. i ) i . i
i=1 i=1 1=1
+ ’ +
Cop = J Ca2,
, i
i=1
. +
Particidn de H
+ . +
Sean Hl = {(f‘\l,,\"_a,u) € H \l+p 2 0}
) +
H, = {.(>\1,/\21U) € H I)\l+p = 0}
+ . +
Hy = {(ry,2,,u) € H |A;+u < O}
3
+ ) +
entonces es claro que H = YV H,
i

Por otro lado P, = Po # p- = sg Ay # sgb, = D- <0 pues
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D+ = 0, en consecuencia en p~ se tiene una silla hiperbdlica.

Andlogamente si p- = pg # p, = D_ < 0

pues D- = 0 ==» sgl; = sgb, y en consecuencia p, es una silla hiperbdlica.

+
Resumen: A

3 3 3 3
Ucii; U Ucih, U uc“z“i] U Us!
i=1

l=1 ]_=1 l:l

. + . - . .
Si (Ay1,Ao,u) €A entonces la bictspide [ 3 1} se bifurca

segln las siguientes tablas:

P, Po p-
Cfll repulsor hiperbdlico | silla hiperbd&lica silla hiperbdlica
Cilz foco no hiperbdlico silla hiperbdlica silla hiperbdlica
C;13 atractor hiperbdlico | silla hiperbdlica silla hiperbdlica
CTZl silla hiperbd&lica silla hiperbélica repulsor hiperbdlico
Cizz silla hiperbdlica silla hiperbdlica foco no hiperbdlico
C§23 silla hiperbélica silla hiperbdlica atractor hiperbdélico
Czl silla hiperbélica repulsor hiperbdlico | silla hiperbdlica
cy, |silla hiperbdlica foco no hiperbSlico | ;i1 piverbdiica
si N\, # 0,

centro si » =0
ng silla hiperbdlica atractor hiperb&lico | silla hiperbdlico
Ci,1 | silla hiperbdlica foco no hiperbdlico | .11, piperbdlica

repulsor
C;22 silla hiperbdlica centro silla hiperbdlica
nga silla hiperbdlica foco no hiperbélico silla hiperbdlica

atractor




= Po

5illa nodo
(Lema 1.3.Db)

silla hiperbdlica

cispide

silla hiperb&lica

silla nodo
(Lema 1.3.b)

silla hiperbd&lica

P- = P

silla nodo
(Lema 1.3.Db)

silla hiperbdlica

clspide

silla hiperb&lica

silla nodo
(Lema 1.3.b)

silla hiperbdélica

Supongamos

A >0 = Ay - Az > O,

+
Sean A&,

+
Az

+
Ag

+
es claro gue A =

+

(agrtog ! €4

= 0 entonces

. o
= Fl.()‘l’ g_.})) S j}~1+u > O}

H

PP 4 - +
= {(hyp,2p,u) €A [hitu

) +
{_(‘.1,"‘;,_1:‘ £ A !-’\1"’1-‘

0t

IS
je

106
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Por otro lado b, =0 "~ A > 0 po # p, #p-#po D <

la bicispide [ 3 ]

+‘_

se bifurca segiin la siguiente tabla:

Po b, p-
AT repulsor hiperb&lico | silla hiperbdlica silla hiperb&lica
AZ centro silla hiperbdlica silla hiperbdlica
Ag atractor hiperbdlico | silla hiperb&lica silla hiperbélica

III. En lo gue sigue se supone asz < 0y

Sean B

BO

o
|

claramente IR® = B

Fig. 10

{(>\11>\2:U) € r? IA < 0}

{1 edosn) € R |p = 0}

= {(A1shg,p) € R |5 > 0}

-UBOUB+

5
J
7/
/ A =0
/

por pdg. 1 b, # O.
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baly _, _ b3

a5 2a: " 1) con byA; # 0 son las (nicas singularidades

b1 =

distintas de X € *L'

po. Ademis b3ri - daj (Ay-Ain)

" Si byA; = 0 entonces, es claro gue p;

=0 = Ay-A;p < 0 pues az < 0 %BOCZTUZf.

A\ b2
Sean Bg = {{(X1,2o,u) € BY lbzkl #0 ° AL+ u + —igé > 0}
3
0 0 R A1b3
B2 = {(A1,A2,u) € BY |byA; #0 Ar +op o+ o 0}
3
0 0 R A1b3
B3={(>\1,>\2,]J)€B lble?éo >\1+U+—=O}

3

KO

{(A1,22,u) € BY |byrxy =0} = {(Ay,A2,u) € B |by, # 0~ Ay = 0}

3
por definicién U B! U k° = B? y ademis
j=1
’ +
b,A; # 0 = U BY C I
j=1 °
+ +
- Sean Bgl = Bg n o, By =B N I,
B}, =By N 1} B3, = B3 N L3
- By, =8N 1, By, =B N 1,
- +
B}, = B} Ly
0 0
B3, = Bj L |
By =BJ N I

3
luego:

3 3
B = U U B..
J ) i=

1 1 3-1 )

Si (Ay,ho,u) € K° entonces Py = P1 Y consideremos
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k§ = kN Z; {(A1,h2,0) € K° | > 0}

9 =x°N z?

{()\1,)\2,11) € Ko lu = O} = {(OIOIO)}

=
[}
|

K = KN 17 = {1, h2,0) €K |u < 0}

3
claramente K° = U K’ =13 N {(Ay,x2,u) | & =0}

0
j=1 7

en consecuencia:

3
B? = iy
i=1 =1 i

1

3 3
U 8%, UV U k!’
=1 1
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La siguiente table ilustra las bifurcaciones de la homoclina

[ 31, cuando (A1,rs,u) € B
3 Po P1
) BY, repulsor hiperbdélico parcialmente hiperbdlica
w© cuadratica, W hiperbdlica
- BY, | foco no hiperbdlico parcialmente hiperbdlico
wC cuadratica, W hiperbdlica
BY, atractor hiperbdlico parcialmente hiperbdlica
o u . S
WC cuadratica, W hiperbdlica
Bgl repulsor hiperbdlico parcialmente hiperbdlica
s s . P
WC cuadratica, W hiperbdlica
BY, foco no hiperbdlico parcialmente hiperbdlica
ot s . s
WC cuadratica, W hiperbdlica
BS, atractor hiperbdlico parcialmente hiperbdlica
w® cuadritica, W° hiperbdlica
B, repulsor hiperb&lico clispide
- BY, foco no hiperbdlico clispide
- B, atractor hiperbdlico clspide
K} repulsor no hiperbdlico
w" clibica repulsora
KJ homoclina original
K9 atractor no hiperbdlico
wC cuadritica, atractora
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Los argumentos en II.3 (pig. ) son vAlidos para a; < O.
+ + ,
Sean: E = {(Ay,Ap,u) € B Iklu-kz # 0} (3 sing # s)
+ + ,
K = {(A1,A2,u) €B" [Aju-A, = 0} (2 sing # s)
+ +
y es claro que B =E U k'
Sean EI -E° N Iy E; =g N ZI entonces
2
gt = 1) EI
{21
+ +
Sean Ep1 = {(A1,Xz2,u) € E; l>‘1+U > 0}
+ +
Ez2 = {(Ay,A2,u) € E; |[A1+u = 0}
+ +
Ez3 = {(A1,22,1) € E2 |A1+u < 0}
3
y es claro que E; = Ezi
i=1
+ .
(*) pero az < 0, (A1,A2,u) € E; I(po)+I(p )+I(p.) = +1

> (D+ >0 D. < 0) wv (D

+
sean E31y = {(\1,A2,u) € 51 D, >
E312 = {(\1,2,,1) € E3; |D+ <

2

entonces por lo anterior Ezl = J
i=1

Sean Ezlll = {{(A1,22,u) € E;11 IT+
Ezllz = {(A1,X2,u) € Ezll |T+
Eyis = {(A1shp,0) € E§11 !T+
Ezi21 = {(A1,A2,1) € Epyaz |T..
Ezlzz = {(Ay1,22,u) € Ezlz IT_
Ezlza = {(X1,A2,u) € Ezlz |-

<0 " Do >0)

0 ° D. < 0}

0 ~ D. > 0}

= 0}

=0}
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es claro que

3 3
+ + + +
E;1n = U Ezi11, Ezr1o = U Eza12, y
. i ) i
i=1 i=1
2 3
=t C U gt
21 ' .Lz 21ji
=1 1i=1

L e +
Particidén de E;,

+ o + .
Sean Ejp7 = 1(A1,A2,u) € Ejyp |D+ > 0 D_ < O}
+ R . + .
Eony = {(’~1:”~21U) € Ep» |D+ <0 D- » O
entonces por (*)
+ ) +
Ezo = U Ezzi
i=1
+ | ;
Sean Ez»o11 = {(r1,%2,u) € Ez2; ‘T+ > 0F
+ oy +
Esp1, = t(t1,42,u) € Ezo1 jT+ ~ 0!
El caso T, = 0 es vacio, pues by # 0 © ‘1u-i, - O
+ o+
luego Ez21 = U Ez21,
: i
i=1
+ , + .
Sean Ezzz1 = 1(a1,A2,u) € Egpp |T— » O}
+ S +
Eppzo2 = 1(M1,X2,u) € Ezpp |T- < O}
. ) + +
vy el caso T_- = 0 es vacio por lo anterior, luego, E,,. = ‘', E,,
i=1
2 2
. + ' ' +
en consecuencia E;, = U Ezz.i
j=1 i=1 }

L e +
Particidn de E;;

+ , + R
Sean Ez31 = {(A1,A2,n) € Ez3 [D,_ - O D- « 0}
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+ +
Epzp = {(X1,A2,u) € Ez3 b, <0 “~ D_ > 0}

entonces por (*)

2
+ +
Exs = U Ejzs,
i=1 .
* +
Sean Ej31; = {(A1,A2,u) € Ez31 | T, > o}
+ +
Er312 = {(Kq,Xz,p) € Eo3, } T, = 0}
+ + .
E;s13 = {(A1,A2,u) € Ez3y | T < 0}
* +
Es3.1 = {(A1,A2,1) € Epsp | T- > O}
+ +
Ezaza = {(A1,22,u) € Ez32 [ T_ = 0}

+ +
Ez3z23 = {(A1,h2,1) € Ezsp | T- < O}

entonces, es claro gque

+
2

3
+ , + +
Er3p = \J E 3140 Erzp = U Ezazi

i=1 i=1

y en consecuencia

2 3
-+-
Exz3 = U Ezs.i-
j=1 i=1

L e +
Particidn de E;

(A1/A2,0) € ZI 2 I(py) = -1 vy

como I(py) + I(p+) + I(p-) = +1 = D+ >0 ~ D_ >0

+ +
Sean E1; = {(A1,Ap,u) € Ey 1T+ >0 ~ T. > 0}

+ . + -

E1p = {(A1,32,u) € Ep |T >0 T- = 0}

+ . + N

E1s = {(A1,22,u) € Ep [T >0 T. < 0}
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es clarc

= '\ILJI'EVU)

) (.\l.r-'-.iip)

= C(ry )

= (s, nc,u)

= (21, zen)

= (T .dzek)

1}
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La sigulente tabla ilustra las bifurcaciones de la homoclina

37, cuando (A1, ;,u) € g
Po P, P-

EII sh repulsor hiperbdlico |repulsor hiperbdlico
ET; sh repulsor hiperbolico | foco no hiperbdlico
E;3 sh repulsor hiperbdlico |atractor hiperbdlico
Efq sh foco no hiperbd&lico repulsor hiperbdlico
ETS sh foco no hiperbdlico foco no hiperbdlico
E;g sh foco no hiperbdlico |atractor hiperbé&lico
Efv sh atractor hiperb&lico |repulsor hiperbdlico
ETE sh atractor hiperb&lico | foco
ETg sh atractor hiperbdlico |atractor hiperbd&lico
EfUJ repulsor hiperbdlico : repulsor hiperbdlico sh
Ejll repulsor hiperbdlico | foco no hiperbdlico sh
th4 repulsor hiperbblico | atractor hiperbdlico sh
E,121 | repulsor hiperbdlico sh repulsor hiperbdlico
E:l;; repulsor hiperbdlico sh foco no hiperbdlico
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p: P+ b
Ejlza repulsor hiperbdlico sh atractor hiperbdlico
E;NJ foco no hiperbdlico repulsor hiperbdlico sh
E;212 foco no hiperbdlico atractor hiperbdlico sh
E2n1 foco no hiperbdlico sh repulsor hiperbdlico
EZQZ foco no hiperbdlico sh atractor hiperbdlico
E;mj_ atractor hiperbdlico | repulsor hiperbdlico sh
E;mi atractor hiperbdlico | foco no hiperbdlico sh
Egalg atractor hiperbdlico | atractor hiperbdlico sh
E;Ql atractor hiperbdlico sh repulsor hiperbdlico
Ezagg atractor hiperbdlico sh foco no hiperbdlico
Etaz :atractor hiperbdlico sh atractor hiperbé&licc
1

particidn de K.

S1 (1,0 ) EK = qu-a, = 0 = 2 o= biAs

(p, = P. # P- V P- = Py # p+) X1 # 0. Ademas

D S (b3°1 * by |byiy])

+.- 2as




b
T = Ay 4+ + =E(byA; * |boA1])
+.- asj
+
Sean Ky = {(A1,2,,u) € K |>\1+p > 0}
+ + .
K2 ={(>‘ll>‘21U) € K lA +]J=O_}
+ +
K3 = {(A1,A2,u) € K |X +u < 0}
3
+
claramente K =

signo de b:.

+
Sean Kj)
+
Ki2
+
K2
+
K22
+
K3

+
K32
claramente

Caso 1.

1}

+
K.
1

. +
U Ki y se presentan dos casos

{(A,h2,u) € Ky |A1 > 0}

{ (M, 2,0) € Ky Ay <0}

+
{0 € K ’)_1 > 0}

{(A1,h2,1) € Ky Ay < O}

{(>‘ll>‘21U) € K3 \Al > O}

{(A1,h2,0) € K3 | Ay

2

J=1

+
Sean K;;; =

A

0}

+ .
K.,. i=1, 2,

1]

Supongamos by > O

. +
{ (A1, 22,u) € K1

+ . . +
Kiio = {(A1,0-,u) € Ky
* +
Ki1a = {(A1,25,u) € Kpg

3
+ +
claramente K;; = J Klli
i=1
+ +
Kioy = {(A1,A2,u) € Ks,
+ +
Kioo = {(A1,h2,u) € K3p
+ ; +
Kiz3 = {(A1,A2,u) € Ky

2y

entonces

0}
0}

0}

0}

0}

dependiendo

118

del
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entonces
3
+
Ki: = M Kio,
. 1
1i=1
luego
3 2 ‘
+ + + + +
K = ) Kijy. U Kiz J L.J Ko \.) ) o ¥
1 . 1 1
1=1 i=1 1-1
¥y la homoclina [ 3 ]

se bifurca segun la siguiente ta-

bla usando D, _ ¥ T segin el caso.
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Po

P-

silla nodo

repulscr hiperbdlico

+
K, C P u .
i1l W~ cuadratica, W hi
perbdlica
. silla nodo foco no hiperbdlico
K - C P u .
e W cuadratica, W hi
perbblica
. silla nodo atractor hiperbdlico
K c P u o,
11 W cuadratica, W hni
perbdlice
. silla nodo repulsor hiperbé&lico
Ky - c _ u
L- W cuadratica, W hi
perbdlica
+ - . . P
K-y cuspide atractor hiperbdlico
Ko cispide repulsor hiperbdlico
. silla nodo atractor hiperbdlico
K - - B
e W~ cuadratica, W hi
perbdlica
. s1lla nodo repulsor hiperbdlico
Kz - c P s .
$ol W™ cuadratica, W  hi
perbdlica
. silla nodo foco no hiperbdlico
Kso» C . S
: W cuadritica, W h1
perbdlica
silla nodo atractor hiperbdlico
Ka c oy S
AR W  cuadratica, wb

perbdlica

nL
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Caso 2. Supongamcs b, < 0

- + 3 *

Sean Kii11 = {{~1,42,u) € K11 ‘T- > o}
+ + |
Kive = {(a1,A5,0) € K1; T2 = O}

K11 {('1.A2,0) B Kyp (To < O

claramente
3
Lt [ “+
Ki1 = UKy ¥
. i
1=1
+ o "
Kyrp1 = L {h1,42,u) € Kiz |T+ > 0
+ o . )
Kazo = {'1,%3,u) € Kz T,= 0}
+ . ‘ n
Kio3 = (01,0 ,1) € Kas [T+ < Q
claramente
3
+
Ky = L/‘ Kzo .
i=1 +
3 N N
+ .o+ . .
tuego, Ko K, U Kind v KU R JU K
=1 =1 i=1
y la bomociina [ 3 | se bifurca segln la sigulente to-

bla usando D v T segin el caso.
+.- +.-
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silla nodo

repulsor hiperb&lico

+
K P .
111 wc cuadratica, W hi
perbdlica
. silla nodo foco no hiperbdlico
K c . .
12 W~ cuadratica, W hi
perbdlica
. silla nodo atractor hiperbdlico
K C . .
113 W~ cuadratica, W hi
perbdlica
N silla nodo repulsor hiperbdlico
Ky - C P
te W cuadratica, W h&
perbdlica
+ . . P
K- cispide atractor hiperbdlico
K;» clspide repulsor hiperbdlico
N silla nodo atractor hiperbd&lico
K P .
31 Wc cuadratica, W~ hi
perbdlica
. silla nodo repulsor hiperbdlico
K3 P .
321 wC cuadratica, W  hi
perbdlica
N silla nodc foco no hiperbdlico
Kioo P .
$2s wc cuadratica, W~ hi
perbdlica
. silla nodo atractor hiperbdlico
K P S .
323 wC cuadratica, W hi

perbdlica
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