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Abstract

En este trabajo consideramos la familia Loud. Estudiamos la funcion
de Dulac en un caso particular de esta familia. Calculamos el primer
término del desarrollo de Dulac de esta funcion y determinamos que
este desarrollo no tiene términos con logaritmos.
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1. Introduccién

En este trabajo consideramos la familia Loud

dx
& = —y+ Bzy
1.1 E,: gt y
( ) H {—Z¥$+D$2+}y2,

donde p = (B,D,F) € R3. La transformacién (x,y,t) — (z,—y, —t)
preserva la ecuacién E,, de modo que el origen es un centro, es decir, es
una singularidad rodeada por érbitas cerradas. La region formada por tales
Orbitas cerradas se llama anillo periddico. La frontera del anillo periédico
tiene 2 componentes conexas, una es el centro mismo y la otra es un policiclo
P, de la extension natural, Epu, de Ep a la esfera de Poincaré; esto es, P,
es una unién conexa de singularidades y 6rbitas regulares de Ej.

En este articulo vamos a considerar la siguiente subfamilia de E,;:

dzx
1.2 EF . t y
( ) { dlt/ x 1y2’

con F' €] —1/2,0[.

La ecuacién Loud posee (ver [4], por ejemplo) una integral primera de
Darboux dada por

2
_op, Y 1—=z 1
I(z,y) = (1-2) 2F(7+m+ﬁ)-

Asi, la recta {x = 1} y la pardbola {y; + 5% + 5= = 0} son curvas invari-
antes de la ecuacion Er y se intersectan en las sillas hiperbdlicas (1, 7/ _—1F>,

(1, —4/ %F) formando el policiclo Pr antes mencionado. Este policiclo esta
recorrido en el sentido como se indica en la Figura 1.
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Figure 1: Pp

Los segmentos ¥ = {y =0,z ~ 1} ylI ={y =0,z = %} intersectan
transversalmente a P en los puntos (1,0) y en el vértice (5%,0) de la
parabola, respectivamente. Parametrizando ¥ y II respectivamente por
las funciones o :] — 6,6[— R2, s — o(s) = (1 —5,0) y 7 :] — ¢, e[~ R?,
s+ m(s) = (% +5,0), para 0 > 0y € > 0 suficientemente pequenos, la
semidrbita positiva de Er que pasa por un punto o(s), con 0 < s < 4§,
intersecta a II, una primera vez, en 7(R(s)). Se tiene asidefinida la funcién
pasaje de esquina R :]0,5[—]0, €[, s — R(s).

De [2] (ver también [5]), sabemos que estas funciones tienen un desar-
rollo asintético de Dulac, es decir, para cada n € N,

n
R(s) = as™ + Z s Py (log s) 4 ™1 (s),
k=1
donde a > 0, la sucesion {A;}reN, €s una sucesién estrictamente creciente
de nimeros reales positivos, Pj es un polinomio real para cada k € N, y la
funcién r verifica limg_ g+ 7,(s) = 0.

Demostraremos en este trabajo que, en nuestro caso, el desarrollo asintético
de la funciéon R no tiene términos con logaritmos y calcularemos la parte
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principal de R, esto es, el primer término no nulo de dicho desarrollo. Méas
precisamente, demostraremos el siguiente teorema.

La funcion pasaje de esquina R posee un desarrollo asintotico de Dulac
sin términos con logaritmos y verifica la igualdad

1-2F
—2F

142F
(1.3) RsiF) = (p) s (s ),
donde la funcién r estd definida y es analitica en ]0,0[x] — 1/2,0[, para
algun 6 > 0, y lim,_,g+ 7(s; F') = 0, para cada F' €] —1/2,0].

Ademsds del interés intrinseco, el estudio de la funcién pasaje de es-
quina es importante en la investigacién de bifurcaciones de puntos criticos
de la funcién periodo (periodos criticos) asociada al anillo periédico. En
[1], Chicone conjeturé que si un sistema cuadritico tiene un centro con
una funcién periodo no mondtona entonces, por una transformacién afin
y un reescalamiento en el tiempo, el sistema puede ser llevado a la forma
normal Loud. Por otra parte, en [4], los autores describieron el diagrama
de bifurcacion de los periodos criticos, dejando conjeturadas algunas lineas,
entre ellas el segmento {B =1,D =0, F €] —1/2,0[}. La funcién periodo
se escribe como una suma finita de tiempos locales: a lo largo de los lados
del policiclo y a lo largo de los sectores sillas, compuestos por funciones de
Poincaré y funciones pasajes de esquina. Para completar el diagrama de
bifurcacion, se estudia la existencia de un desarrollo asintético de la funcion
periodo. Para ello se estudia el desarrollo asintético de cada funcién involu-
crada en la definicion de la funcién periodo, entre ellas las funciones pasajes
de esquina.

2. Demostracién del Teorema A

Para demostrar el teorema A, consideraremos dos puntos adicionales p1, q1 €
Pr de manera conveniente, con p; € {z =1,y >0} y ¢1 € {x =0,y > 0},
y dos secciones transversales a Pp tales que oy :] — 01, 61[— R2, u — o1 (u)
y m ] — e, e [— R v — m(v) con 01(0) = p1 y m(0) = ¢q1. Si ¥y
y II; son las imagenes de o1 y w1 respectivamente, la semiérbita de Ep
que pasa por un punto o1(s), para s > 0, intersecta una primera vez a la
transversal II; en un punto m1(d(s)) y la semidrbita positiva que pasa por
un punto 71 (v), con 0 < v < €1, intersecta una primera vez a la transversal
IT (introducida en la seccién anterior) en 7(fa(v)). Se tienen asidefinidas
las funciones d :]0,1[—]0, €1], w — d(u) y f2 :]0, e1[—]0, €[, v — fa(v), lla-
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madas respectivamente funcion de Dulac y, funcion de Poincaré entre 111
y II. Andlogamente se define la funcién f; :]0,6[—]0, 01[ llamada funcion
de Poincaré entre X y X1.

Asi, la funcién pasaje de esquina R estd dada por la composicién
R = fyodo f1.

Se sabe que las funciones de Poincaré son difeomorfismos analiticos de la
misma clase de diferenciabilidad que de la ecuacién diferencial inicial. En lo
que sigue, calcularemos el primer término no nulo del desarrollo asintético
de las funciones f1, fo v d. En el caso de las funciones f; y fs este término
corresponde a sus respectivas derivadas en cero.

2.1. Estudio de la funcién de Dulac d

En una vecindad de la silla (1, ./}F), el sistema Loud es analiticamente
equivalente a una ecuacion diferencial lineal. En efecto, la funcién

¢3]%>+OO[XR+ — AQ:{(U,,U)GR2 : u<1—%,v<—1“2F_%}
2 _
(0.9) = o) = (o) = (1= o~ — 57 - 5r)

es un difeomorfismo analitico, cuya inversa es la funcién definida por

_ 2u 1
10) 1(u,fu): (1_u’\/_20_ﬁ_F) = (z,y).

La funcién ¢ lleva la silla (1, ,—1}:) al origen del sistema (u,v) y trans-

forma el sistema Loud en
du _ 2 1
(2 1) d_zti - \/_27) - 1—15F - fu
: u

dv __ 2 1
dy \/—21) —2u — Loy,

Asi, el sistema Loud es analiticamente equivalente a

du
du _
2.2 gt
22) { @ =2Fv.
Consideremos las siguientes secciones transversales del sistema 2.2:

a1 :]=01,01[— Ag, up — d1(up) = (uo, 1) y 71 :]—€1,e1[— A, vg — 71 (vo) = (1, vp).
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Notemos que para §; > 0 y €1 > 0 suficientemente pequenos los segmentos
Y1 =61(] — 01,61]) y Iy = #1(] — €1, €1]) estdn contenidos en As.

La secciones transversales o1 y m que tomaremos (mencionadas al
comienzo de esta seccién) son oy = ¢ oGy y T = ¢ L o7y,

La curva integral del sistema 2.2 que pasa por (ug, 1), con ug > 0, corta
a la transversal TI; en el punto (1,d(ug)) = (1, ug 2F"). Tenemos:

Proposition 2.1. La funcién de Dulac d :]0, §1[x]—3; 0[—]0, €1 estd definida
por

(uo; F) v d(ug; F) = ug 2.
2.2. Estudio de la funcién f;.

Consideremos el cambio de coordenadas siguiente:

w : ($,y) = (w,z) = (y,l—.’E).

En las coordenadas (w, z) el sistema Loud se escribe como

(2.3) XF:{Cgf 2+ 14 Fut = f(w,2)

% = zw = zg(w, 2).

Las funciones £ =Y oo y n = 9 o g1, donde o1 es la parametrizacion

de ¥; introducida en la seccién anterior, son secciones transversales de 2.3
y estan definidas por

N

S —

uop +— n(uo) (\/ ﬂ —2,u0).

De [3], Lema 3.2, existe una funcién h;, analitica en una vecindad de
s=0y Fe€]—1/2,0], tal que

fl(S;F) = Al(F)S + Shl(S;F),

con




Funcion de Dulac en la Familia Loud 775

donde (£1,£2) ¥ (11,7m2) son las coordenadas de £ y 7, respectivamente. En
nuestro caso

7%72 w 1
A (F) =exp (/0 mdw) = exp (% (In(—2F) —In 1)> = (—2F)2F

y obtenemos la siguiente proposicion, considerando un § més pequeno, si
es necesario:

Proposition 2.2. Existe una funcién analitica hy :] — §,[x] — 1/2,0[—
RT, (s; F) — hi(s; F) tal que para s €)0, |,

fils: F) = (<2F)2r s(1+ I (s: F)),
con h1(0; F') = 0, para todo F €] —1/2,0].

2.3. Estudio de la funcion f.

En esta secciéon demostraremos la siguiente proposicion:

Proposition 2.3. Existe €; > 0 tal que la funcién de Poincaré fa verifica

(1 _ 2F)1+2F

fa(vo; F) = =T

vo (14 ha(ve; F)),

con hy una funcién analitica en | — €1,€1[x] —1/2,0] y h2(0; F) = 0 para
todo F €] —1/2,0].

Proof. Realizaremos un cambio de coordenadas de manera que los pun-
tos de la pardbola con segunda coordenada positiva estén, en las nuevas
coordenadas, sobre el eje horizontal.

Sea
e:R™xRT — Ag
(z,y) +— o(z,y) = (—33, %5 T i13F ﬁ) = (u,v),

donde

Agz{(u,v):u>0 , U



776 Nicole Carrasco Vidal

La funcién ¢ es un difeomorfismo analitico cuya inversa es la funcién
o 1:A3 — R™xR*
(we) = 7w = (-u,

2-1) =@,

Se tiene que ¢ (0, ﬁ) = (0,0). Asi, el origen del sistema de coor-
denadas (u,v) estd en el punto (O ﬁ) que corresponde al punto
de interseccion de la parabola 22 + == 1 =+ 55 2 7 = 0 con el semleje Yy positivo.

2 11—z

El eje u corresponde a la curva {(x,y) L e — ﬁ =0, y> 0}.

En las coordenadas (u,v), el sistema Loud se escribe como

d 2(1+
=y 2 )

v — 20— 2 Lopy,

(2.4)

Haciendo un reescalamiento en el tiempo, obtenemos

L —1+u

du
2.5 !
(2:5) { %:2171)

Observemos que la transversal II no esta contenida en el dominio de ¢,
debido a que ¢ no es un difeomorfismo en una vecindad del vértice (%, O)
de la parabola, por lo que vamos a escoger una transversal cercana a II.

Sea (a(f), f) un punto de la pardbola % + 2L + 5= =0,con >0
suficientemente pequeno. Consideremos la transversal 1z parametrizada
por:

5:—1,1 — R?
so +— ma(s0) = (a(B) + so, )

Observemos que a(f) = w—i—w, ysi 3 — 0% entonces a(3) — %

Asi, (a(B), 8) converge a (%,0), cuando 3 — 0.

Consideremos los segmentos de recta transversales al sistema 2.5, I,
y 1lg, parametrizados respectivamente por las funciones ¢ o m y ¢ o mg,
definidas respectivamente por:
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pom | —er, e — R2
vog +— @om(vg) = (0,v0)

y

pomg:|—1,1[ — R?
a S 2
so — poma(se) = (—a(ﬂ) — 50, gﬁ_)zJFFO - % - 2F(11—2F)> :

Para el punto interseccién (u,v) de esta 6rbita con el segmento 1:[5, existe
sp €] — 1,1] tal que u = —a(B) — so y asi

_ or _ a(B)+s0 B2 1
v=wll+u) =S~ S T g e

Es decir,
_ —2F (a(B8)+s 2
vo = (1—a(B)—so0) ( g—)2FO - % - 2F(1£2F)> :

Haciendo tender 3 — 07, se obtiene

_ (1 _ 2F)7172F (1 N 2F >—2F
0T ey 0 1-2r°)

Esta igualdad define, para s suficientemente pequeno, a la inversa de fo.
Por el teorema de la funcién inversa existe €; > 0 y una funcion ho analitica
en | — e, e1[x] — 3,0[ con ho(0; F) = 0, para todo F €] — 3, 0], tal que

(1—2F)t2F

f2(v0;F) = (_QF)QF

vo (1 + ha(vo; F)) .
Lo que demuestra la Proposicion.
O

2.4. Finalizacion de la demostracién del Teorema A

Recordemos que la funcién R es la compuesta de las funciones fo,d y f1
estudiadas en las secciones anteriores, es decir, R = fa od o f1. La funcién
d es del tipo 2 y las funciones f; y f» son analiticas en cero, en particular
ellas pertenecen al grupo de Dulac. Asi, la compuesta R es una funcién de
Dulac.

Tenemos,
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vo = d(fals; F)) = (~2F) 3 572 (Lbha(5; F)) 2 = s (1 (5, 7)) T

Asi, finalmente, se obtiene

1—-2F
—2F

142F
R(sF) = fold(fi(sF) = () s (1 (s F),
con 1471 (s; F) = (1+h1(s; F))"2E (1+ha(f1(s; F); F)) con lim,_,o+ 71(s; F) =
0. Asiqueda demostrado el teorema.
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