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ESPACIOS DE SOBOLEV H1 Y H2 

Dr. JAIME FJGUEROA N.* 

l. Introducción. 

Los espacios de Sobolev son espacios de funciones reales o com­

plejas de varias variables reales integrables en el sentido de Lebesgue y 

diferenciable en el sentido de las distribuciones, esto es, débilmente di­

ferenciables. 

Estos espacios así como sus generalizaciones, son importantespor 

estar vinculados a numerosos problemas en la teoría de ecuaciones diferen-

ciales parciales y en otras áreas del análisis matemático. 

constituye una herramienta fundamental en este campo. 

Actualmente 

El nombre de estos espacios recuerda al matemático soviético que 

los introdujo, quien contribuyó con muchos resultados a la teoría, entre 

ellos el importante "teorema de inmersión de Sobolev". Otro resultado im­

portante de la teoría, basado en este Teorema, es el "teorema de inmersión 
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compacta" debido a Kondrachov. Este teorema permite probar por ejemplo 

que el espectro de los operadores diferenciales parciales lineales y elíp­

ticos definidos sobre dominios acotados es discreto. 

El estudio de estos espacios comienza por los de orden entero �p�~� 

S ;t;vo �,�.�~�,�p� con m,p �~� ry+). E 'd t' d l �·�~� d t 1 �~� �~� w �~� �~� �n�s�e�g�u�~� a se ex �~�e�n� e a �n�o�c�~�o�n� e a manera 

de considerar valores no enteros de m. Posteriormente se consideran espa­

cios con otras normas en LP. Un tratamiento completo puede encontrarse en 

la referencia clásica de Adarns, R. 

Sin embargo, el tipo de espacios de Sobolev más importentes son 

los de funciones de cuadrado integrable, esto es los �~�' �2� 
los que serán de 

notados Hm. Estos espacios son espacios de Hilbert separables. 

m Hl 2 Entre los espacios H los más importantes son y H . Por �e�j�e�~� 

plo, la formulación variacional del clásico problema de Dirichlet-Poisson: 

- 6u. = f en Si e :JRn, '-'. = O en éH? se realiza en H
1 �(�~�'�"�?�)� • La del problema de 

Dirichlet-Poisson correspondiente al operador biharrnónico 6 2 se realiza en 
. 2 n el �e�s�p�a�c�~�o� H ("). 

Por otro lado, desde el punto de vista del análisis numérico, in 
1 2 

teresa conocer H (Si) y H �(�~�)� para poder construir subespacios de dimensión 

finita incluido en ellos. 

Por otra parte, esencialmente las demostraciones para los espa­

cios H
1 

y H
2 

sirven para los espacios Hm Por lo demás el delicado �p�r�o�b�l�~� 

ma de la traza sobre el borde se ve sobre H
1 

y el de la derivada normal so 
2 

bre H . 

Estas razones son las que motivan que una presentación relativa­

mente fácil y completa, además de Útil, pueda hacerse sin pérdida de gene­

ralidad tratando a fondo H
1 

y H
2

, después Hm extendiendo los resultados. 

Sobre la bibliografía hay que señalar lo siguiente: los espa-
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( �l�l�u�i�i�~�,�S�i� + 

Teorema 2.3. 

n 
L: 

i=1 
(2. 2b) 

1 
El espacio H (Si) es un espacio de Hilbert con respecto al �p�r�o�d�u�~� 

to interno definido por (2.1). 

Demostración. 

1 
Es claro que (H (Si), ( , )l,Si) es un espacio pre-hilbertiano. 

Hay que verificar que H
1 

(Si) es completo con respecto a la norma 1 ! ·, : 

1
,: . 

Sea (v ) JN una sucesión de Cauchy en H
1 

(Si) . 
n ne 

De (2. 2b) 

< 

11 ().V - ()·V 11 O n 
1 n 1 m •" 

llv - v 1

1 

n m 1 1 1 1": 

esto es (v ) y (Cl.v ) son sucesiones de Cauchy en el espacio completo 
2 

n l n 
L (rl) . 

se tendrá 

1 
V e H (Si) 

Se tiene entonces 

V ..... V en L 2 (S"!) 
n 

(),V ..... w . en L2(Si) 
l n l 

Si se prueba que w. = Cl.v en el sentido de las distribuciones 
2 l l 

().ve L (Si) 1 1 < i < n lo cual �p�r�o�b�a�r�~� que 
l 

y que V -+ V 
n 

1 
en H (:;¿) 1 ya que: 

n 
L: 

i=l 
11 

�~� () 1 1 2 ) 1 
o i V n- i V 1 1 0 ' "! o 
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La aplicación F es una isometría ya que: 

Luego �H �1 �( �~ �)� se identifica a �F�(�H �1 �( �~ �)�)� subespacio cerrado de 

(L2W))n+l. 

2 
espacio L �( �~ �)� es separable, lo mismo para el espacio producto 

Puesto que �H �1 �(�~�)� es un subespacio cerrado del espacio del Hil 

bert 2 n n+l �.�~� 1 n separable (L (") ) , tamblen lo es H (") . [ l 

Definición 2.5. �(�H�~�( �~ �)�:� subespacio de �H �1 �( �~ �)� de las funciones "nulas" so­

bre �a �~ �)� • 

Se designa por �H�~�( �~ �)� la adherencia de �J�)�( �~ �)� en el espacio �H �1 �( �~ �)�,� 

�1�(�~�)� 

esto es: �H�~�(�~�)� �J�}�(�~�)� H 

Observación. Se tienen dos resultados 

Si �~� es acotado 

1 
es decir, en el primer �c�a�s�o�~�(�~�)� no es denso en H (J), en el segundo 

'10 n 1 n ov (JR ) es denso en H (JR ) . 

Teorema 2.6. 

1 n 
Si ve �H �0 �( �~ �)�,� el prolongamiento v de v por O en m - �~ �p�e�r�t�e�n�e�c�e� 

1 1 n) a H ,JR . 

Demostración. 

Es evidente que si w e �~� ( Q ) , l a función �~� prolongamiento de �~� 

por O en JRn - �~� pertenece a fi0 (JRn ) , además se tiene: 



n 
1, JR 

Luego la función: 

F �-�~� 

es un isometría. 
�~� 1 . 

Por definicion de H
0

(:.), F se prolonga por continuidad 

en una aplicación 

F 

Problema: Probar que F(v) 

En efecto, sea 

Se tiene que F( ··· ) �'�~�'�n� 

V 

V 

p.p. 

1 
en H C . ) < u. 

n 
sucesión en J_ e ) . 

( ) 
1 ( r) ¿ n F v en H IR , l u e yo en L ( lli. ) 
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De la sucesión (F ( :, ) ) se puede extraer una subsucesión (F (<..·.)) 
n 1 

tal que F( �~�.�)�-�+� F(v) p.p. Pero F( �'�~�.�)�/�'� = F( · .. )
1
, ., de donde 

1 1 ,, 1 ' 1 

F(v) / = v p.p. Por otro lado resulta evidente que F(v) /ffin- = o. 

Corolario 2.7. 

1 
Si .. es acotado entonces H

0 
(. 

Demostración. 

e 1 H ( ) . 
;-

1 
Si ,, es acotado la función v ...: 1 pertenece 3 H (•,). 

entonces 

Pero v rt 

n 
el prolongamiento v de v por cero en �~� 

1 n 1 1 
H(JR). �L�u�e�g�o�v�~�H �0 �(� •. ) y veH(:). 

Teorema 2.8. 

pertenece a 

1 :· 
H ( ffi ' . 

[] 

ll 
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Demostración. Ver [7]. 

Observación: 

Se verá a continuación un resultado práctico de gran importancia. 

Teorema 2.9. (desigualdad de Poincaré). 

Si �~� es acotado, existe una �c�o�n�s�t�~�n�t�e� C 

�\�\�v�\�\ �0 �,�~� < �C�(�~�)� 

Demostración. 

�\�~�\ �2� dx)! 
ax. 

�~� 

Se basa en la densidad de �J�U�(�~�)� 

�C�(�~�)� > O tal que 

••• (2.9) 

Sea v e �~�(�~�)� y v el prolongamiento de v por cero fuera de �~�-

Como . es acotado, podemos suponer TI W) e:::: [a ,b] . Si se escribe 
n 

entonces: 

v(x' ,x ) 
n 

a 

av 
dX 

n 
(x' ,s) ds 

de donde utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwartz 

rn 1 

a 

< (x - a) n 

< (x - a) 
n 

av . 
ax 

X 

f n 

a 

r 
-oo 

n 
(x',s)ds\ 

2 

a\7 
;:.x 

av 
ax n 

n 

2 
(x' ,s) \ ds 

2 
(x',s)\ ds 
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Integrando con respecto a las n-1 primeras variables 

lv<x' ,x ) 1
2 

dx' < (x -a) 
n n 

y entonces 

r ( f n-1 
a lR 

1 v(x',x >1
2 

dx')dx 
n n 

< ( J
b 

(x -a)dx ) 
n n 

12 dx) 

a 

1 2 
2 (b-a) 11 

av 
11

2 
;¡;z- O lRn n , 

Se obtiene luego la desigualdad 

11 11
2 1 2 

v �o�,�~� �~� 2 (b - a) 11 �~�:� 11 �~� ,r. 
n 

T.i v e $.:> �(�~�)� 

Por densidad de $J W) con la norma fuerte 11 ·1 11 se ob 

tiene la misma desigualdad T.i v e 

La desigualdad obtenida es más fuerte que (2.9). 

Observación. 

- De la demostración precedente la desigualdad (2.9) sigue siendo válida 

si �~� es acotado sólo en una dirección. 

-El resultado es falso para las funciones de �H �1 �(�~�)�,� por ejemplo tomar 

V = l. 

[] 
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Corolario 2.10. 

Si Q es acotado, la seminorma 

n 
¡:: (2.10) 

i=l 

es una norma sobre �H�~�(�Q�)� equivalente a la norma inducida por 1 lvl 1 . 
1 ,¡¡ 

Observación. 

La norma dada por (2.2b) puede escribirse 

2 1 

+ 1 u 11 ,Q ) �~� 

3. TRAZA. 

Dada una función ve H
1

(Q) se trata de definir su valor en el 

borde �~�\�1�=�1� esto es v/\. Esto no es evidente porque paran> 2 las funcio-
1 

nes de H (Q) no son continuas en general. 

1 
Por el contrario paran= 1 : H (Q), en que Q = ]a,b[, es de fun 

ciones casi continuas en todas partes en [a,b], de manera que no hay difi­

cultad para definir v(a) y v(b). Pero, en general paran> 2 será necesa­

rio utilizar argumentos más rebuscados para definir el valor en el borde 

v/' de una función v e H
1

(Q). 

Notaciones. 

1) Sea m entero positivo. 

�C�m�(�~�)�:� espacio de las funciones m veces diferenciables en Q. 

�J�J�(�~�)�:� espacio de las funciones indefinidamente diferenciables a soporte 

compacto en :íl. 

Esto equivale a: 



v e <=> j o 3.bierto, Sl e O y 

1jJ e 5.) (Sl) < => J O abierto, Sl c.:. O y 3 '!' e 

2) {x 
n 

(x 1 ,x ) e IR 
n 

X > 0} 

Observación. 

JR
2 

es el semiplano superior 
+ 

{X 

Lema 3.1. 

Demostración. 

(x 1 ,0) 
n-1 

: x 1 e lR 

n 

n-1 
- lR 
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= V 

(O) 'T' '!' /Sl 

La demostración es análoga a la del teorema 2.8. Por truncam1en 
. . . d 1 n to se ver1f1ca que el subespac1o e H (IR ) formado de las funciones de SG 

+ 
porte compacto er. JRn es denso en H

1 
(IRn). 

+ + 

Observación. 

c:t\ Si v e rJ.J Rn) , la función 
+ 

V (. ' O) : X 
1 (x

1
, .•• , xn_

1
) -r v (x 1 

, O) 

�~� n--1 
pertenece a ¡;¡:.; ( lR ) . 

Lema 3.2. 

Se tiene para todo v e 'á:) ( JRn ) 
+ 

ll v (·, Ol[l 0, =n-1 < [[v[[ n 
""' 1, lR+ (3. 2) 
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Demostración. 

2 v(x 1
, O) 

v(x 1
, 0)

2 

v(x 1 
, O) 

2 

Se puede escribir 

o 

él 
élx 

n 
(v(x 1 

, x ) 2
) dx 

n n 

J

oo 

-2 V (X 1 
1 X ) 

n 
él 

élx 
n 

v(x 1
, x )dx 

n n 
o 

Utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwartz 

< 2 V (X 1 
1 X ) 

2 dx ) l 
n n r él 2 �~� 

(-- V (X 1 
1 X ) • ) dx ) 2 

élx n n 
n 

o o 

De la desigualdad: 2ab < a2 + b2 

2 élv { v(x 1 
, x ) + 

n élx 
(x 1 

, x ) 2 } dx 
n n 

n 
o 

Integrando con respecto a x 1 se deduce 

2 lv(· ' O) !lo, JRn-1 < + �1�1�~�1�1 �2� 
JRn élx O, 

n + 
< llvll �~�,� 

Consecuencia. 

De los lemas anteriores resulta que la aplicación 

se prolonga por continuidad en una aplicación lineal continua 

v e L 2 ( él JRn). 
+ 

(] 



La desigualdad (3.2) es válida para todo v e H
1

(mn). 
+ 
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Por lo tanto 1 cuando �~�~� = JR: se puede definir el valor en el bor 

de v/' de 
1 2 

una función v e H �(�~�)� en tanto la función de L (a0). Estos re-

sultados podrán generalizarse al caso de un abierto acotado r de JRn a con 

dición de hacer hipótesis convenientes sobre la regularidad de la frontera 

dSI de �~�.� 

Definición 3.3. (12 abierto 1-regular) 

Un abierto a de mn se dice 1-regular si 

�~�)� oc es acotado 

�~�i�)� su frontera �3�~�1� es una variedad de clase c1 
de dimensión n-1 1 está 

localmente de un solo lado de \ = as,. 

Observación. (Explicación) . 

Por lo tanto existe un número finito de abiertos acotados 
N 

'o } o 
�~� �~�=� 

n -
de JR tales que o e s, 1 

o 
es un cubrimiento abiertc de 

,N 
y 1 o' '' l 

�~� �~�=� 
es un cubrimiento de\ ; además para cada i=l, ... , N �e�x�~�s�t�e�.� 

O. 
�~� 

Q ly (y' , y ) 
n 

jjy 11 1} e :Rn 

-1 
invertible, una vez continuamente derivable, la aplicación inversa �~�i� es 

una vez continuamente derivable de Q en O. y tal que 
�~� 

\1!. (o. n [!) 
�~� �~� 

\i. (O. (\ 
l �~� 

, 
; 

/ 

0 
o 

! , . - ' 

Q , = Q /\ {y e JRn 

' . .-

-r 
y > O} 

n 

-1 1 

• 

y'e íRn-1 
.. -) 
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1 2 
mostrará que la inyección canónica de H W) en L (rl) es coupél.cta siempre 

que la frontera den sea "bastante regular''. Este resultado se lo conoce 

como el "Teorema de Rellich". Su generalización a espacios de Sobolev de 

orden superior es el "Teorema de Kondrachov". 

S. UN RESULTADO DE COMl?ACIDAD. 

Si V e 

(2TI)-n/2 

1 n L (R ) su transformada 

f e-i<X,s> v(x)dx 

JRn 

de Fourier v está definida por 

; s e JRn ( ( JRn ' 1 1 ) ) · 

resultado conocido como "Teorema de Plancharel" asegura que la aplicación 
2 n 2 n 

v -+ v es una isometría lineal de L (JR ) en L (JR ) . 

Sobre la transformada de Fourier de una derivada se tiene lo si-

guiente: 
n 2 n a 2 n 

si a e JN f e L (JR ) 1 D f e L (JR ) entonces: 

i 

Teorema 5.1. 

Se tiene 

{ v e L 2 (JR.n ) 

Demostración. 

1 n L 2 (JRn ) 1 

/'-.... 
e L2(JRn) V e H (JR ) <:=> V e a .v j 1 n ' " ' ... , 

J 

L 2 ( JR.n ) , i S. <:=> V e 
J 

A 

V (s > e L2(JRn) j := 1, ••• 1 n 

<:=> 
fn 
JR 

(1 + lsl
2

> lv(s>l 
2 

ds <+oo 

<:=> (1 + lsl
2

>
1 . v(SJ e L 2 (JRn ) 
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