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RESUMEN. 

Se describe un método debido a KELLER [6], el que usa curvas 

de homotopía para hallar una o más raíces de un sistema de ecuaciones 

no lineales algebraico. Se especifica claramente el algoritmo respect~ 

vo y se introducen variantes en algunos de sus pasos. También se pre­

senta una técnica alternativa basada en los fundamentos del método. Fi 

nalmente se muestran algunos ensayos numéricos que resaltan el carácter 

de convergencia global de los algoritmos. Se adjunta un apéndice con 

el programa computacional FORTRAN. 
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l. Ilft'ROIXJCCICti. 

Hoy en día es muy importante poder disponer de métodos eficien 

tes para resolver sistemas no lineales algebraicos. Ellos aparecen con 

frecuencia en muchos problemas de aplicación, como por ejemplo en la 

discretización de ecuaciones diferenciales y ecuaciones integrales no 

lineales. Puede mencionarse también el ajuste de mínimos cuadrados no 

lineal, en el cual la igualdad del gradiente (respecto a los paráme­

tros), con el vector nulo constituye precisamente un sistema no lineal 

de ecuaciones. 

Los métodos del tipo NEWTON-RAPHSON, BROWN, o BRENT (ref. [3), 

[4], [8]) son todos de convergencia local; es decir, su acercamiento a 

la solución está asegurado sólo si el punto inicial elegido está sufi­

cientemente cerca de ella. Sin embargo, ante un desconocimiento de la.s 

características del problema, el investigador debe tantear con cualquier 

punto, en cuyo caso, obviamente, tendrá mayor probabilidad de obtener una 

estimación inicial. En la mayoría de estas situaciones los algoritmos 

mencionados tienden a fallar. 

Por otro lado, existen también algunos sistemas que poseen más 

de una solución, las cuales desean encontrarse en su totalidad. Ante 

estos casos, los métodos de convergencia local son igualmente incapaces. 

de satisfacer esos requerimientos. 

No obstante, las técnicas de seguimiento o de trazado de cur­

vas de homotopía pretenden resolver las dificultades mencionadas ante­

riormente. Más específicamente, el método de KELLER descrito aquí, es 

capaz de hallar secuencialmente varias raíces de un sistema no lineal, 

y lo que es más importante, puede lograrlo a partir de malas estimacio­

nes iniciales. 



El artículo se presenta corno sigue: en sección 2 se describe 

un método de KELLER [6], y se especifica su algoritmo con algunas va­

riantes. Se presenta en sección 3, un método alternativo basado en los 

fundamentos dados por KELLER (6] y en una proposición original. Por Úl­

timo, en sección 4 se dan algunos ensayos numéricos que muestran la 

efectividad de las técnicas descritas. 

2. ME'l'ODO DE KELLER. 

lineal 

( 2 .1) 

Dada f 
N N 2 

E �~�E� de clase e , interesa resolver el sistema no 

f(u) o 

N 
Para u eE, fijo, y a> O se considera inicialmente la horno­

o 
topía H dada por: 

resulta: 

esto es: 

N N 
H E x[O,+oo) �~�E� 

(u,t).,. H(u,t) = f{u) - e-at f(\.\,) 

Además, se define la curva de homotopía r asociada a H corno: 

r -1 N 
H ({O}) = { (u,t) e E x [O,oo)/H(u,t) = O} 

Entonces, si a través de r existe 
N 

u (t) y vale u*eJR 

lim 
�t�~� 

(f(u(t)) - e-atf(u)) =O 
o 

f(u*) = O 

Lo anterior indi •::a que cuando t �~� .¡..oo, la proyección de f sobre 

RN tiende a una soluc::ión de (2.1). Además, si se deriva implícitamente 

con respecto a t la ecuación H(u,t) = O, obtenemos: 
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(2. 2) f' (u) u' (t) + 
-at 

e f(u ) o V (u,t) e f 
o 

donde f' (u) indica Jacobiana de f. 

-a.t 
Puesto que f(u) "'e f(u ) para cada (u,t) e f, (2.2) 

o 
puede escribirse: 

( 2. 3) f'(u)u'(t) +a f(u) o v (u,t) e r. 

Así la solución del sistema de ecuaciones diferenciales no li 

neal (2.3) sujeto a la condición inicial n(O) =u , conduce la �t�r�a�y�e�c�t�~� 
o 

ria de homotopía r desde (u , 0) hasta (. 
o 

, +oo) , donde u* lím u (t\. 
t-+t«> 

Observemos que si se usa Método de Euler sobre (2.3) pctra �a�p�r�~� 

ximar la curva f, entonces se o0tiene la sucesión tu } dada por: 
m 

( 2. 4) 

es decir: 

( 2. S) 

e> bien: 

(2 .6) 

�~�2�.�7�)� 

u 
m 

u 
m 

= + t.t u' 
m-1 

u = u - a. t. t [ f 1 
( u ) ] -

1 
f ( u ] ) . 

m m-1 m-1 m-

Ahora, si tomamos un paso uniforme t.t 

u 
m 

1 

J 
, nos queda: 

el cual es precisamente el Método de Newton Raphson para aproximar 'JTia 

raíz de (2.1) con punto inicial u . 
o 

Este solo hecho nos hace pensar que el método de Newton e!" al­

tamente mejorable ya sea considerando para (2.3) un método superior dl 



de Euler, o bien definiendo previamente una homotopía H con mejores �p�r�~� 

piedades 

UJ modo cie hacer esto último es tomar a= a(u) en (2.3). Por 

ejemplo, BRANIN [2] eQplea a(u) = sig(det f' (u)) y SMALE [lO] considera 

varias elE:cciones del tipo sig (a (u)) = sig (det (f' ('l))). Si:t embar­

go, estas :_-_écnicas cé'usan problemas en la implementación numérica de 

los mét..)dos en el sentido que deben tomarse pasos muy pequeños en la ve 

C.L .. da.-'! �~�~�e� Jac....:bianos c.:on determinante nulo. 

�:�·�'�·�·�o�,�;�i�~�~�a�m�e�n�t�e�,� un método de KELLER [6] descrito a continuación, 

pretendP. · :, ... il"'·r:- esas dificultades usando una homotopía algo diferen-

te. 

2 .l. ME'fOTq O'-: KVf.T.F..R: DESCRTPCION Y FUNDAMENTOS. 

2 .l. l. Ho1110top'Í a y curva de Homotopía. 

Sea. 
c.: N 

.¿ - lR , abiert-o y ·3Cotado. Para u E 80, fijo, se sugiere 
o 

la �~�1�o�m�o�t�o�p�Í�r�t�:� 

(2.8) 

N N 
G JR X JR+JR 

(u,A.) + G(u,\) f(u) - ,\ f(u ) 
o 

Además se define lrt curva de homotopía f corr8: 

('). 9) 
·l N 

f = G ( { 0} ) =-= { (u , \ ) E lR x JR/ G (u , \ ) = 0} 

'\hora, a través de r !';e intrrJduce el parámetro longitud de ar­

:o s. De este modo la curva de homotopía se escribe: 

(2.10) f(s) 
N 

{(u(s),:\ts)) ElR �x�~�/�G�(�u�(�s�)�,�\�(�s�)�)� G} 
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y obviamente se verifica: 

(2 .11) llü(s)ll
2 

+ IÁ(sll
2 

= 1; V(u(s),;\(s)) e r (s) 

donde el punto indica derivada respecto a s. 

(2.12) 

Por otro lado, a partir de la identidad: 

G (u (s) ,l. (s) ).:;f (u (s)) -1. (s) f (u )=O; V(u (s) ,l. (s)) e f (s) 
o 

se obtiene claramente la siguiente ecuación diferencial: 

(2.13) f' (u)Ü Ü(u ) 0; V (u, 1 \ ;:; f (S) • 
o 

Nota 2.1. Es importante resaltar aquí que si A(s*) = O, para alguna �l�o�~� 

gitud s* sobre r, entonces u(s*) es una raíz de (2.1). Más aún, varias 

raíces pueden obtenerse si A(s) se anula más de una vez sobre r. Este 

hecho, bastante simple en apariencia, que es la clave de lo ideado por 

KELLER [6], nos confirma en gran medida lo adelantado en la introducción 

de este artículo. 

2.1.2. RaÍces sobre f(s). 

Sea el conjunto: 

(2.14) 
N 

e = { (u,>.) € lR ltlR/rango dG(u,l.) 
él (u,;\) 

entonces los vectores de e se llaman puntos críticos de G. De la misma 

manera los elementos del cojunto: 

(2 .15) 
N 

G(e) = {y e lR /Y= G(u,A) ; V(u,l.) e e} 

se llaman valores críticos de G. Además, si Z e Rec(G)-G(e), entonces Z 

se llama valor regular de G. 

Aquí conviene recordar de MILNOR [7], los siguientes resultados: 



Proposición 2.1. (teorema de Sard) 

Sea g N U -+ lR suave u s;; :R m, abierto. 

Sea C {x e U 1 rango g' (x) < N} 

entonces �~�(�G�(�C�)�J� o. �(�~�:� medida de Lebesgue) 

Proposición 2.2. 

�S�e�a�~� W, V variedades de dimensión m y n respectivamente. 

(m > n). Sea g: W-+ V suave y consideremos z e V un valor regular de g. 

Entonces g-1 ({z}) s;; W es una variedad suave de dimensión m-n. 

:on la suavidad necesaria para f obtenemos G e c2 (lR N x lR), 

y por lo tanto, el teorema de Sard nos asegura que la medida de Lebesgue 

de G(C) es nula. 

Por otro lado, la importancia de la proposición 2.2. radica en 

-el siguiente hecho1 si u0 e Clrl se elige de modo que O es un valor �r�e�q�~� 

-1 
lar de G(u,A), entonces la curva de homotopía r = G ({O}) que nos inte 

resa, es una c1
- variedad de dimensión 1; es decir, r consiste de arcos 

�s�u�~�v�e�s� o curvas cerradas difeomorfas a un círculo. Además, una vez ele 

gido u0 e Clrl, la probabilidad de que O sea valor regular es bastante al 

ta puesto que los valores críticos de G constituyen un conjunto de medi 

da nula. 

.5uponemos en lo que sigue que el conjunto abierto acotado rl �~� :¡ 
·, '·· '19 u.1a trontera Clrl convexa y suave. Se supone también que f verif i ·· 

·P. Clrl :.as siguientes condiciones de frontera de SMALE 1 
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(2.16) f 1 (u) es invertible sobre an. 

Una de las siguientes se cumple: 

(2.17) 
-1 

( f 1 (u) ) f (u) e n 1 y u e an 

o 

( 2. 18) 
-1 e 

( f 1 (u) ) f (u) e n y u e an. 

De acuerdo a esto se enuncia a ' mtinuación el teorema más rele 

vante para el objetivo del método: 

Teorema 2.1. 

Sea f: Q �~�E�N� de clase c2 tal que f cumple las condiciones de 

SMALE (2.16)-(2.18). 

Sea u0 e an tal que O es valor regular de G(u, A) 

f(u) - Af(u 0). Entonces: 

existe una curva f(s) de clase e\ solución de (2.11), (2.13) sobre 

S e [O, s] 1 que comienza en (u(O), A(O)) = (uo, 1), y que termina en 

(u ( s) , A ( s) ) donde : 

rnax 11 f (x) 11 

u < 8 > e an ; A < 8 > < o ; 1 A ( s) 1 < _x _e_n_--n---or 
min 11 f (x) 11 
x e an 

Demostraciónt Ver KELLER [6): Teorema 2.4. 

Como corolario inmediato del teorema 2.1 observemos que debido 

al hecho que A(O) = 1>0 y �A�(�~�)� < O, existe un número impar de puntos 

sj e )O, s[ tales que A(sj) =O, y por consiguiente f(u(sj)) =O. 



Es importante notar que la condición O valor resular de G �i�m�p�l�~� 
ClG(u,A) 

ca que la matriz jacobiana Cl(u,A) tiene rango N para todos los puntos 

(u,A) e f. En efecto, se tiene el siguiente resultado: 

Proposición 2.3. 

Sea f: �~� + �~�N� de clase c2 tal que f verifica las condiciones 

de SMALE (2.16)-(2.18). 

finida por G: �~�N� x �~�+� 

una curva r de clase c1 , 
se cumple 

Sea u
0 

e élD tal que O es valor regular de G de 

�~�N�;� G(u,A) = f(u)- Af(u ). Entonces existe 
o 

solución de (2.11), 12.13), a �t�r�a�v�~�s� de la cual 

(2.19) él G(u,A) 
rango Cl(u,A) N; v(u,>-) e r. 

Demostración: La primera parte es consecuencia inmediata del teorema 

2 .l. 

Supongamos que existe (Ü,A) e r tal que rango 

él G(u,>-)/ < N-1. Entonces (Ü,A) es un punto crítico de G. 
él(u,>-) (Ü,X) 

Además, es claro que G(Ü,A) =O (porque (Ü,A) e f). Sin embargo, e:ct :c 

contradice el hecho que O es valor regular de G. 

Nota 2.2. Debido a la condición (2.19) de proposición 2.3, la curva f 

dada en el teorema 2.1 se llamará curva regular o trayectoria de �h�o�m�o�t�~� 

pía regular. Sin embargo, no debe olvidarse que la conclusión de dicho 

teorema sólo ocurre si u e élD es tal que O es valor regular de G. Por o 
lo tanto, la pregunta obvia es: ¿para �q�u�~� valores u0 e ClD puede aseguraE 

se, que O es valer regular de G(u,A) = f(u)-Af(u 0)?. La respuesta la da 

el siguiente resultado obtenido por PERCELL (9]: 
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Proposición 2.4. 

Sea f : ;.; -+ JR N C:e clasf ta1. que f cumple 1.dS condiciones de 

S MAL E :2 • 16) - ( 2. 18) • Supcmg �_�~�,� odef.lá:::; �,�~�;�.�1� �~�:�:�:� 

i) rango f' (u) �~� N-1, Y u e J con flu) = O. 

ii) f(u) = O, para. a lo más un r:Úmcro contable de elementos en �·�~�1�.� 

Entonces, existe B de B nula (relativa a �d�~�)�,� 

tal que V u
0 

e �(�d�~�-�B�)� 1 0 ES �v�a�~�o�r� regu1 �,�~� G. 

Demostraciónz Ver PEHCELL [9] -

En resumen, el teorema 2. l. junto con la ayuda de la pro pos ic iór; 

2.4 nos aseguran que la trayectoria de homotopía regular ; definida en 

( 2. 9) , conduce a al menos una raíz de ( 2 .1) , para casi todos los u 0 e �~�;�;�.� 

Por lo tanto, el objetivo se=á avcinzar a �t�r�a�v�~�s� de f hasta detectar un 

cambio de signo en A., lo cual indicard la proximidad de una raíz de (2.1). 

La Eorma de hacer este recorrido es tratada en la siguiente sección. 

2.1.3. Cálculo de Trayectorias. 

Un procedimiento obvio pc.ra aproximar la curva I' es resolver me 

diante un método de int.egración nertlR.:ica el sistema de ecuaciones difereu 

c1a1.es ordinarias no lineal (2.111. (2.::.3) cc:jr; ::.a c,)ndici6n inicial (u(J), 

) {O)) = (u
0
,1). Una primera dificultad con esto es quP. el sistema de ecua 

ciones no está en forma estándar. Sln embargo, puede demostrarse que Ü(s) 
• 

y \(s) se despejan de (2.11), (2.2.3) en func.i.ón sólo de u(s). Este es �p�r�~� 

cisamente el objetivo de las sigui.e;1t.e::o. �d�.�o�~�;� proposiciones. Para ello su-

pongamos primero que u
0 

e �3�~�l� se ha elegido de modo que O es valor regular 

de G; así, las hipótesis de Teorema 2.1 ocurren. 
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Proposición 2.5. 

Sea f{s) = {(u(s), .\.(s)) e lRN x lR/G(u(s),.\.(s))= O} la trayect~ 
ria regular de clase c1 con tangente (~(s), ~{s)) definida por (2.11) y 

(2.13). Entonces, la matriz: 

f' (u {s)) 

(2. 20) A{s) = es invertible 

·T 2 u {s) 
• 

2 .\.(s) 

para todo (u(s), .\.(s)) e f(s). 

Demostraciónz 

Sea (u(s), .\.(s)) e f(s) y notemos J{s) = f' (u{s)). La demostra 

ción se separa en dos casos segÚn J(s) sea singular o no. 

i) Supongamos que J(s) es invertible. Entonces, puesto que: 

J(s) o I 
-1 

-J(s) f(u
0

) 

A ( s) 

.T ( 2 u s) 1 o 2 d{s) 

T -1 
con d(s) = .\.(s) + Ü (s) J(s) f(u 0 ), vemos que A(s) es no singular ~i 

y sólo si d(s) ~ O. 

Por otro lado, si A(s) =O, entonces de (2.13) resulta f' (u{s)) 

Ü(s) =O, y como f' (u(s)) es invertible se obtiene Ü{s) =O. Así, 

la relación (2.11) no se satisface, lo cual es una contradicción. 

Luego, necesariamente debe tenerse A{s) ~ O. Además, de (2.13) se 

despeja 

-1 , Ü(s) 
J(s) f(u 0 ) = JTS) 

y de (2.11) se tiene: 
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.·r .. 2 
u (s) Ú(s) == 1- (A(s)) . 

Por lo tanto: 

Ü (s) 
. 2 

1 
d(s) A (S) ·T A(S) 

(1-().{s)) 
"f o. + u (s) . + ::: ·--. 

A(s) A{s) ;\(s) 

Esto prueba que A {s) es invertible. 

ii) Supongamos ahora que J(s) es singular. Esto significa obviamente 

rango J(s) < N-l. Puesto que 

él G(u,.A) 

a (u, f.) 
/ = (f'(u(s)), - f(u

0
)J 

/(u(s),A{s)) 

y dado que 

él G(u,A) 
rango =N, V (u,A) e r, se concluye que rango f' (u(s)) no 

Cl(u,A) 

puede ser inferior a N-1; así rango J(s) N-1. 

Además, f(u
0

) no pertenece al recorrido de J(s). En efecto, si 

f(u
0

) estuviera en dicho recorrido entonces 

élG(u,.A) / 

él(u,A) (u{s),A(s)) 

[J(s), - f(u
0

)J tendría rango< N-1, lo 

cual contradice el hecho que (u(s),A(s)) e f. 

Por otra parte, A(s) no puede ser distinto de cero ya que en tal 

caso, de (2.13) resulta: 

Ü{s) 
f(u 0 ) = J(s) -.--- , lo que contradice el hecho que f(u

0
) $ 

A(S) 

Rec J(s). Así, necesariamente A(s) O, y de (2.13) se obtiene: 

(2.21) J(s) Ü(s) = O 

Además, como rango J(s) - N-1, se deduce dimensión (Ker J(s))=l 

De esto y de (2.21) se concluye que Ker J(s) es generado por Ü(s) 



Esto es: 

(2.22) 

o bien: 

(2.23) 

(2.24) 

Ahora, consideremos el sistema homogéneo 

[ 
J2(~: 

u (s) 

N 
O, con (R,.;) e TI\ x TI\ 

-f(u ) 
o 

o 

J(s) R - E, f (u 0 ) o 

.T 
2 u (s) R o. 

Recordando nuevamente que f(u
0

) $ Rec J(s), se deduce de (2.23) 

que E, = O. Así queda J(s) R = O, esto es Re Ker J(s). Luego, existe 

K e :IR tal que R = K Ü (s). Reemplazando en (2 .24) obtenemos 
.T • . 

2 K u (s) u(s) =O. Como u(s) i O, se concluye K= O y por lo tanto 

R O. Esto prueba que la única solución del sistema homogéneo r:_ ¿;:_;) 

es el vector nulo. En consecuencia, la matriz A(s) es no singul ,r. 

Nota 2. 3. De la demostración de esta proposición se extrae que f' (u (s)' . _, 
es singular para algÚn (u ( s) , A (S) ) e r ssi A(s) = o y Ü (s) es un ·l 

ciado al vp nulo de f'(u(s)). Además, la relación 11 Ü (s) 11
2 • 

+ 1 A (s) 1-

impone sobre Ü(s) la restricción adicional 1\ Ü (s) 11 l. 

La proposición 2.5 nos permite demostrar el siguiente resultado: 

Proposición 2.6. 

Sea (u(so)' A(so)) un punto de la trayectoria regular r. Enton 
1 

ces existen funciones R(u), [,(u) de clase C tales que: 
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(2.25) 

R(u(s
0

)) 

~{u(s)). 

Demostración: Consideremos de (2.11) y (2.13) las funciones: 

(2. 26) 

( 2. 27) 

Entonces: 

Cl(u,.\) 

H (u Ú A) 1 1 1 

Cl(Hl,H
2

) 

()(u, A) 

= 

f' (u)Ü 

f' (u) 

·T 2 u 

A f(u
0

) = o 
• 2 

1"1 -l=o 

2 .\ 

En particular para (u(s
0

), .\(s
0

)) e f resulta 

Luego, aplicando proposición 2.5 se deduce que 

es invertible. 

Por lo tanto, del Teorema de la función implícita se concluye que 

podernos resolver (2.26) y (2.27) para Únicas funciones R(u), s(u) de clase 

c1 tales que 



Además de lo dicho en la proposición anterior, el Teorema de la 

función implícita asegura que existe o > O tal que la solución de: 

u(s) = R(u) 

(2.28) 
• 
,\(s) =~(u) que pasa por 

para ls-s
0

1 <o, un arco de so~Jciones de (2.11), 

(u(s
0

), A(s
0
)), define 

(2.13), la cual puede 

continuarse hasta que A(s) de (2.20) llegu~ a ser no singular. Sin em­

bargo, la proposición 2.5 nos asegura que esto no ocurrirá sobre una tra 

yectoria regular. Por lo tanto, un procedimiento numérico apropiado pu~ 

de usarse sobre (2.11), (2.13) para construir completamente la curvar. 

Para empezar, la integración se despeja de (2.11) y (2.13) obte 

niéndose: 

(2.29) ,\(0) 11 
-1 1121-1/2 + [1 + [f' (u

0
)J f(u

0
) 

(2.30) Ü (O) 

El signo en (2.29) se elige de modo que Ü(O) esté dirigido den­

tro de ~ desde u 0 e d~. Para efectos prácticos, la elecciÓn del s1gno 

en (2.29) sólo indica en qué dirección se empezará a recorrer r para ha­

llar raíces de f. Por lo tanto, desde un punto de vista computacional, 

es el usuario quien proporciona la dirección inicial. 

Por otro lado, es importante comentar que frecuentemente los mé 

todos numéricos estándar aplicados al sistema (2.11), (2.13), presentan 

algunas dificultades como errores de truncación y errores de redondeo. 
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El primer inconveniente puede salvarse si se toman pasos pequeños, pero 

esto acrecienta el segundo. Un modo simple de solucionar en parte estos 

problemas es usar (2.12) periódicamente para retornar a la trayectoria r 
y así no dejar que la integración numérica de (2.11), (2.13) nos lleve 

demasiado lejos de la curva. 

En definitiva, puede afirmarse que esta técnica resulta muy efec 

tiva para una gran clase de problemas. El procedimiento que sugiere KE­

LLER [6), y que se describe a continuación, pretende ser aún más eficien­

te para una clase más amplia de funcione,. 

Específicamente, se supone conocido un punto (u , A ) sobre la .n n 
trayectoria r y el correspondiente vector tangente (~,A). Estos vecto 

n n 

res deben satisfacer (2.11), (2.12) y (2.13). Entonces, el objetivo es 

buscar otro punto (v,~) sobre r resolviendo el siguiente sistema no lineal 

de orden N + 1: 

(2.31) 

(2.32) o. 

La siguiente proposic1on muestra que efectivamente v y ~ pueden 

despejarse de (2.31) y (2.32), para !aJ suficientemente pequeño. 

Proposición 2.7. 

Sean (un,An) e r y (Ün,An) su vector tangente tales que satisf~ 

cen (2.11)-(2.13). Entonces existe o > O tal que v y ~pueden despejarse 

de (2.31) y (2.32) en función de 0, para JaJ < o. 



Demostración: 

Notar que con a= O, se obtiene de (2.31), (2.32) (v,~)­

Además, es claro que (v,~) ~ (u ,A ) para a ~ O. n n 

Por otro lado, la jacobiana de (2.31)-(2.32) está dada por: 

f 1 (v) 

d(G,N) 
= 

d(V,~) .T 
un 

Luego: 

y 

= 

donde hemos supuesto (u ,A ) n n 

= 

1 
2 

f 1 (u ) 
n 

f' (u ) 
n 

.T 
2 u n 

-f (u
0

) 

A 
n 

n 

2 An 

Así, aplicando proposición 2.5 se deduce que 

es distinto de cero. 

= 1 lA (s ) l 
2 n 
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Por lo tanto, utilizando nuevamente el Teorema de la función 

implícita se concluye que existe o > O tal que con a como parámetro, 

(2.31) y (2.32) definen un arco (V(O), ~(O)) de f para iol <O. En 

otras palabras, existe una vecindad de (un,An) en la cual V y ~ de r 
pueden despejarse de (2.31) y (2.32) en función de o. 

En consecuencia, la regla consiste en generar una sucesión de 

arcos, como se indica en la proposición 2.7, cambiando cada vez el punto 

(un,An) y el vector tangente asociado (Ün,An). Observemos también que 

(2.32) es la condición que (v,~) permanezca en el plano n(o), normal al 

vector tangente (Ün,An) y a una distanc '--' io l del punto de tangencia 

(un,An). Además (2.31) establece que (v,~) sea el punto de intersección 

de f con TI(O). Una interpretaciÓn geométrica de esto se esquematiza en 

la siguiente figura: 

Para calcular (v, ~ ) de (2.31)-(2.32) usarnos el método de NEWTON-

RAPHSON con punto inicial: 



(2.33) 

el que satisface claramente (2.32). La importancia de elegir (v0 ,~ 0 ) e 

TI (O) radica en el hecho que como (2.32) es una restricción lineal, todas 

las demás iteraciones de Newton permanecen en TI(O). A este respecto se 

dispone del siguiente resultado: 

Proposición 2.8. 

Sea (vm'~m)m e~ la sucesión generada por Newton Raphson para el 

sistema (2.31)-(2.32) con punto inicial dado por (2.33). Entonces: 

i) 

ii) 

donde: 

(2.36) 

N (v , ~ ; O) 
m m 

(2.34) 

(2 .35) 

f' (vm) 

.T 
un 

O, V m e :N 

v + (llv) 
m m 

[, + (ll[,) 
m m 

-f (u0) ~ (~v)m -G(v ,[, ) m m 

= 

A L (fl[,)m o 
n 

Además, si f' (vm) es no singular, puede escribirse: 

ÜT Z 
n 

(tl[,)m = ·T 
u Y + A 

n n 

93 



94 

(2.37) 

con: 

(2.38) 

(2.39) 

Demostración: 

f 1 (v ) Y 
m 

i) Por inducción sobre m. Para m= se tiene: 

.T 
u (v n O 

.T 
un (O 

[ÚT = o n 

Ün) 

u 

+ A (O A n) - o n 

. 2 

n + An] - o 

o [ 11 Ün 11
2 

+ 1 ~n 1 2
1 - o o· 1 - o o. 

SUpongamos que N(vm' ~m;O) 

para (2.31)-(2.32) establece: 

f 1 (v ) 
m 

.T 
u 

n 

v + (Ílv) 
m m 

(6v) 
m 

O. El esquema de Newton-Raphson 

-G (v , ~ ) 
m m 

-N (v ' ;o m' e, m 



Luego: 

ii) 

(2.40) 

(2.41) 

(ll.v) m 

esto es: 

O, la última ecuación queda: 

o 

.T( = U V 
n m+ 1 

- u ) + A (~ - A ) 
n n m + 1 n 

- o 

.T A "\ ¡::-= u (v + (uv) - u ) + A (e, + (6~) - A ) - o n m m n n m m n 

= uT(6v) + A (6~) + ÜT(v -u ) + A (~ - A ) -o 
n m n m n m n n m n 

= N(v ,~ ; O) = O. m m 

Esto completa la inducción y prueba i). 

El sistema lineal para (6v) y (6~) puede escribirse: m m 

f' (v ) (6v) m m - f(u
0

) (6~) = -G(v ,~ ) m m m 

.T 11 ' U (LlV) + 1\ 
n m n (6~) = o 

m 

Despejando de (2.40) queda: 

( v) = (A~) Y - Z 
m 7 m 
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Reemplazando en (2.41) obtenemos: 

o bien: 

de donde: 

~T[(~~) Y- Z] + i (~~) =O 
n m n m 

( ~~) [ Ü T y + ~ ] 
m n n 

.T = u z 
n 

(~~) = 
m .T 

u 
n 

.T 
u z 

n 

y + >.. 
n 

lo que completa la demostración. 

Nota 2.4. De gran relevancia es la distancia !al la más grande para la 

cual (2.34)-(2.35) convergerá a un punto sobre r que verifique (2.31)­

(2.32). Esto es importante, ya que mientras \ no sea cercano a cero es­

taremos interesados en avanzar rápido a través de la curva de homotopía. 

Al respecto, KELLER menciona en [6] una alternativa para a, la cual re­

quiere del cálculo del número de condición de la matriz A(s) definida en 

(2.20). Puesto que esto es muy caro, nosotros sugerimos en sección 2.3 

un Esquema de selección automática del paso a, el cual se basa en una 

idea de ALLGOWER [1]. 

Después que la raíz (v,~) de (2.31)-(2.32) es obtenida, se nece 

sita calcular (v,~) para poder seguir el proceso empezando ahora desde 

(v,~). Para ello recordamos que (v,~) pertenece a f y por lo tanto debe 

verificar (2.11) y (2.13); esto es: 

f' (v) v - ~ f (u
0

) o 



Estas ecuaciones se resuelven fácilmente para eJ. case f' (v) 

invertible formando: 

(2.42) f' (v) <jJ 

(2.43) 

1 

+ [1 + 11 <P !1
2

] -
2 

. 
(2 .44) V 

Ahora, el vector (v,t;) Jebe verificar: 

(2.45) < (Ú , A ) , 
n n 

ya que con ello se asegura un avance positivo en la. curva de homotopía. 

Es decir, el ángulo entre los vectores tangente debe variar entre O y 

TI/2. De acuerdo a esto, el signo en (2.43) se elige de modo que (2.45) 

se satisfaga; esto es: 

(2.46) .T v' 
un + 

Notemos que la Última interacción descrita en proposicjr;L '> 

implica que Y de (2.38) coincide con cp de (2.42); luego, no se requieYól 

cálculos adicionales para obtener cp. ~ ~ .T . 
Ademas, la expresion '.l \}' + .·\ 

:l n 

U
.T y + ' . . ~ ~ ~ 

A ut~l~zada en (2.46) se obtiene tamb~en de la ultima ite.r:aclon 
n n 

en el denominador de (2.36). 

Por otro lado, si f'(v) es singular entonces como (v,t;) e r 

recurrimos a la demostración de proposición 2.5 o a Nota 2.3 para recor­
-+ 

dar que en tal caso resulta E; = O y ves el vp de f' (v) asociado al vp o 

que tiene norma l. 

satisfaga, esto es: 

Además, el signo de v se elige de modo que (2.45) se 
.T . 

U V > 0. 
n 
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El comentario anterior visualiza una cualidad más del método de 

Keller en el sentido que jacobianas singulares no afectan la aplicación 

del algoritmo; en otras palabras, la curva r puede pasar sin problemas 

a través de regiones con jacobiano de f nulo. Por lo tanto, al contrario 

del método de Newton, el algoritmo de Keller sí puede hallar raíces u* de 

f con 1 f' (u*) 1 = O. 

Finalmente, después que se obtienen (v,~) y (v,~), se usan para 

reemplazar (un, ),n) y (Ün 1 A.n) en ( 2. 31)- ( 2. 3 2) , y se procede a calcular un 

nuevo punto de f. El proceso se sigue hasta detectar un cambio de signo 

en A.. Una vez localizada la raíz, KELLER [6] sugiere hallarla exactamen­

te utilizando un esquema de tipo método de la secante. Nosotros propone­

mos en sección 2.4 un esquema alternativo bastanta simple que se basa só­

lo en una disminución ponderada del paso o. 

2. 2. ALGORITm. 

El objetivo de esta parte es detallar cada uno de los pasos que 

deben seguirse en la aplicación del método de Keller descrito en sección 

2 .l. 

Sea f: :JR N -r :JR N de clase c2 • se desea resolver el sistema no 

lineal f(u) =O. Para ellos se considera un vector inicial ü0 e ~N y 

se define la homotopía: 

G (u,A) f (u) - A. f (Ü 0 ) • 

En el esquema de Newton Raphson de proposición 2.8 consideramos 

una precisión e que debe alcanzarse en un número máximo de iteraciones 

dado por M. Además, el paso o se considera fijo a través de todo el pr~ 

ceso. Sin embargo, si se excede el número de iteraciones M en (2.34)­

(2.39) y no se satisface el requerimiento de error e, entonces se dismi­

nuye el paso o en un 50% hasta una cierta tolerancia o . 1 y se reinicia 
mJ.n 

el proceso iterativo. 



También se introduce un parámetro P que indica el número máximo 

de puntos a determinar sobre la curvar hasta localizar una raíz de f. 

El algoritmo es el siguiente: 

Pasoo. Definiru0 e.lRN;e>O;MEill;PEJN;o>O;o. >o 
m~n 

Paso 2. 

Definir una dirección de búsqueda SIG e {-1,1}. 

Definir la función G(u,A) 

calcular z0 del sistema lineal f' (u 0) z0 = f(Ü 0l. 

[ ]

-l/2 
Hacer: A0 = SIG 1 + 11 z0 !1 2 

Definir n = O. 

"' 2.1) Hacer o o 

2.2) Calcular (v0 ,~ 0 ) 

Hacer m = O. 

2.3) Si f' (v ) es no singular ir a FASO 2.4 
m 

Si f' (vm) es singular calcular (6v) y (6~) m m 

del sistema lineal: 
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Paso 3. 

Paso 4. 

Paso S. 

Si Tm + > e, m + 
1 

1 M y e > 0 
min 

e ir a PASO 2. 2. 

- Si T > e, m+ 1 M y e < a 
m + 1 - - min 

- Si f' (v ) es no singular ir a PASO 4. 
m 

, hacer e = e/2 

, ir a PASO 8. 

-Si f'(v) es singular, hacer A =O y calcular u 
m n+l n+l 

-+ 
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como el Único vp de f' (vm) asociado al vp O, que tiene norma 
.T . 

1 y que verifica un u > O. 
n + 1 

.T 
Recuperar de PASO 2.4 el vector Y y el escalar u Y + ~ 

m n m n. 

.T 
11 Ym:1

2 
l - Si un y + A > o entonces calcular A [1 + m n n + 1 

.T 2 
- Si un y + A < o entonces calcular A [ 1 + 11 Ymj[ J m n n + 1 

Calcular un + 1 An + l Ym e ir a PASO S. 

- Si A A < O, ir a PASO 7 
n + 1 -n 

- Si A A > O, ir a PASO 6 
n n + 1 

-1/:_ 

-., 1 ) 
; 1 L 
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Paso 6. 

- Si n + 1 < P, hacer n n + 1 e ir a PASO 2. 

- Sin+ 1 = P, ir a PASO 9. 

Paso 7. 

En el segmento de la curva de homotopía que une los vectores 

(un,An) con (un+ 1 , An + 1 ) existe una raíz de f. Una vez que se ha 

calculado dicha raíz, existen dos posib~~ldades: terminar el proceso, 

o bien reiniciar la búsqueda de una nueva raíz. En este Último caso 

se define: 

O y se va nuevamen 

te a PASO 2. 

Paso B. 

A partir del vector (un'An) y con un paso a e [a . ,a], no ha m1n 
sido posible hallar un punto (v,~) en f con una precisión e. El método 

falla y luego se detiene el proceso. 

Paso 9. 

Se han localizado P nuevos puntos sobre r y no se ha encontrado 

en ellos ningÚn cambio de signo en A. Existen aquí dos posibilidades: 

terminar sin éxito el proceso o bien incrementar P, hacer n = n + 1 e ir 

a PASO 2. 



Nota 2.5. A modo de observación podemos comentar que en todos los ejem­

plos numéricos que realizamos, algunos de los cuales se detallan es sec­

ción 4, la elección E= 10-6 y O E [0.1,1] tuvo un buen comportamiento. 

Más aún, en la mayoría de los casos, el número de iteraciones de Newton-

Raphson para resolver (2.31)-(2.32) fue inferior o igual a 3. 

2.3. SELECCION AUTOMATICA DEL TAMANO DEL PASO. 

l 03 

El proceso descrito en PASO 2.6 del algoritmo anterior constit~ 

ye, en realidad, una especie ds selección automática pari:! o. Si.n embargo, 

cada modificación del paso se tedliza una vez que se han hecho las M ite­

raciones permitidas. Además, ello sólo contempla una disminución en su 

valor. Nosotros proponemos aquí un esquema similar al de ALLGOWER [1], 

el cual requiere sólo dos iteraciones para detectar si es necesaria una 

modificación en el tamaño del paso. También permite no sólo una disminu 

ción, sino que eventualmente, un incremento en el valor de o. Esto últi 

mo se justifica, por ejemplo, cuando el vector tangente en un punto de la 

curva coincide o está muy cerca de dicha trayectoria en un tramo relativa 

mente grande. 

Sea a > O un paso inicial y E la tolerancia requerida para 1. __ 

puntos de r. Consideremos O <a <a < 1 dos factores de contracción y 
1 2 

a . , o los tamaños de paso mínimo y permitidos, respectivamente. 
m~n max 

Entonces, el proceso de selección automática de 0 está implícito 

en el reemplazo del PASO 2 del algoritmo de sección 2.2 por el siguiente 

esquema: 

Paso 2. 

2.1) Hacer o o. 



104 

" . 
2.2) Calcular (v0 ,~0 ) = (un,Xn> + o(Ün,~>· 

Hacer m= O. Ir a PASO 2.3. 

2.3) Realizar PASO 2.4 dos veces hasta obtener <v 1 ,~1 > y 

(v2 ,~2 ). Ir a PASO 2.5. 

2.4) 

2.4.1) Si f'(vm) es no singular ir a PASO 2.4.2. 

Si f'(vm) es singular calcular (~v)m y (~~)m del 

sistema lineal siguiente: 

-f(Ü o 

A 
n 

Ir a PASO 2.4.3. 

= 

2.4.2) Resolver los sistemas lineales: 

Calcular: 

.T 
u z 

(~~)m = __ n __ m_...,.-

ÜT Y + A 

2.4.3) Hacer: 

n m n 

= V + m (~v)m 

(~V) = (~~) Y - Z 
m m m m 

o 
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~m + 1 = ~ + (6~) • m m 

2.5) Calcular: 

Ir a PASO 2.6. 

2.6) 

2. 7) 

-

-

Si w2 > a2 wl y a > a 
m in ' hacer a 0/2 e ir a PASO 2.2. 

A 

Si w2 > a 
2 wl y a < a 

m in 
ir a PASO 8. 

' A 

" Min{2o ,o } Si w
2 < al wl y a < Qmax' hacer a e ir a max 

PASO 2. 2. 

Si w2 < a 1 w1 y a ? amax' o bien, si a 1w1 < w2 < a 2w1 , 

ir a PASO 2.7. 

2.7.1) Hacer m= 2 

2.7.2) Realizar PASO 2.4 y volver. 

2.7.3) Calcular Tm + 1 11 G (v e ) 11 
m + 1 ' '->m + 1 ro 

2.7.4) -Si Tm <S ir a PASO 3. + 1 

-Si Tm > s, hacer m + 1 -
m+ 1 e ir a PASO 2.7.2. 

Nota 2.6. Conviene hacer notar que las modificaciones explicadas en PASO 

2.6 sólo se permiten en un sentido al realizarse más de una vez; esto es, 

si la primera alteración sobre a fue una bisección, entonces las restan-
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tes, si las hay, también serán disminuciones en el tamaño del paso (De 

manera análoga si inicialmente se efectuó un aumento del valor) • Obvia 

mente se impone esta restri c ción con el objeto de evitar loops en la se 

lección automática de o. 

2. 4. LOCALIZACION EXACTA DE RAICES DE f SOBRE f. 

Como ya se ha explicado en sección 2.1, el método de Keller g~ 

nera una sucesión de puntos (u , A ) E .,.., sobre con sus correspondie_:: 
, n n n ..... , 

tes vectores tangente (Ün' ~n). Cuando /l cambia de signo entre dos vec-

tores consecutivos (u, A ) y (u 1 ,~ ) , entonces una raíz de n n n + n 

f(u) = O permanece sobre el arco de f entre estos dos puntos. Una pri-

mera alternativa para hallar esta raíz es obvidmente utilizar un método 

de tipo convergencia local, por ejemplo Newton-Raphson, con el punto in~ 

u + u 1 . mb . . . cial n n + Sln e argo, nada permlte asegurar a prlorl que es 

te proceso
2
convergerá, más aún si el jacobiano de f es cercano a cero en 

esa región. 

Ahora, si (un+ 1 , An + 1 ) se calculó a partir de (un, An) c on un 

paso o entonces el arco (v ( o ), ~ (o)) definido por las ecuaciones: 

(2. 4 7) G (v, ~) o 

(2.48) N(v,~;O) 

con e [0,0], contiene la raíz u* de f . Por lo tanto, necesitamos sólo 

hallar O* e [0,0] tal que ~ ( O *) =O y así u*= v( o *). 

Para ello presentamos a continuación una técnica alternativa 

que generaliza el método de la secante sugerido por KELLER (6] . 

Sean (un' An) y (un + l' An + 1 ) los puntos de f entregados en el 

PASO 7 del algoritmo. Suponga que 0 2s el paso requerido para hallar el 
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segundo vector a partir del primero. Luego, AnAn + 
1 

< O y para el arco 

definido en (2.47) y (2.48) se tiene: 

(v(O), ~(O)) 

(v(O), ~(O)) 

= (u ,A ) 
n n 

Con el objeto de localizar más exactamente la raíz se determinan 
A 

K nuevos tamaños de paso 0., j = 1,K, sobre [O,o], y luego se empiezan a 
J 

calcular los vectores (v(Oj)' ¿(Oj)) desde j = 1 en adelante hasta detec-

tar el primer cambio de signo. El proceso se reinicia con los nuevos vec 

tares que presentan esta característica, hasta satisfacer un requerirnien-
"' 

to de error del tipo: rnax { j~(O) 1 ; j~(o) j} /1 f(u 0 ) lb,< E. 

Una primera posibilidad para lo~ valores oj es una distribución 
a 

uniforme sobre [0,0], esto es, oj = J K + 
1 

Sin embargo, ello no con-

sidera la información proporcionada por los valores ~(O) y~( a). A ob-

jeto de tornar en cuenta esto Último, sugerirnos elegir a. corno 
- " J 

la recta que une (0, j ~(O)) con (6, (K+ 1- ') ~(o) u 
K+1 J K+J:'" n 

fico de esto, para K = 2, se aprecia en la siguiente figura: 

~(o) 

~(O) 

~(o) 

la raíz de 

ejemplo gr~ 
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Un cálculo fácil revela que: 

(2.49) o. 
J 

j ~ (0) o 
j ~(O) - (K+ 1 - j) s(O) 

" 
D , b o '¡ .~ '0) 1 e aqu1 se o serva que Sl e,., , ¡ = [~(o) j entonces se obtiene 

la distribución uniforme para o .• Aderr~s, el caso K= 1 no es más que 
J 

el método de la secante. 

De este modo el algoritmo de lccalización es el siguiente: 

Paso O. Defina K e IN y una toleranci~ E > O. 

Indique el valor o 

Paso l. Defina (v(O), ~(O)) 

(v(O), t_;(O)) 

(v(o), ~(o) l 

(u , A ) 
n n 

(u 1'A + 1) n t n 
(Ü ,A ) . 

n n 

Paso 2. 

Paso 3. 

Defina o
0 

o y 
K + 1 

Calcule o. 
J 

j~(O)o 
J 

jt_;(O) - (K+ 1 - j) ~(O) 

Haga j l. 

3.1) Encuentre el vector (v(oj) ,5(oj)) solución del siguiente 

sistema no lineal en las incógn1tas (v,~). 

G(v,~) f (v) - ~ f (u 0 ) o 

N(v,s;O.) = v(O) (v- v(O)) + s(O) (S- s(O)) -O.= O. 
J J 

Utilice Newton-Raphson con punto inicial dado por 



Paso 4. 

3.2) 

(v(O), ~(O))+ o.(v(O), ~(O)). 
J 

Si ~(o. 1 ) ~(o.) >O y j <K, haga j = j + 1 y vaya a 
J - J 

PASO 3 .l. 

Si ~(Oj _ 
1

) ~(Oj) > O y j K, haga j =k+ 1 y vaya a 

PASO 5. 

-Si ~(o. 1 ) ~(O.) <O, vaya a PASO 4. 
J - J 

La raíz se ubica en el arco de f entre los vectores (v(o. 1 ), 
J -

c-(o. 
1

)) y (v(o.), ~(o.)). 
S J - J J 

Defina T.= Max {~~(o. 
1

) 1 
J J -

Si T. < E, terminar 
J 

Si T. > E, vaya a PASO 5. 
J -

Paso 5. Defina: 

Calcule: 

Defina: 

(v(o), ~(o))= (v(o.), ~(o.)). 
J J 

Ir a PASO 2. 

109 
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Nota 2.7. 

i) Es importante observar que el cálculo del nuevo a en PASO 5 constitu 

ye la respuesta a la siguiente pregunta: ¿para qué tamaño de paso 

obtengo el punto (v(Oj)' ~(Oj)) e fa partir ~e (v(Oj _ 1 ), ~(Oj _ 1 )?. 

En otras palabras, cuál debe ser el valor de a para que (v(o.), ~(O.)) 
J J 

sea la solución del siguiente sistema no lineal: 

(2.50) G(v,~) o. 

(2.51) v(O . _ l)(v- v(o. 1 )) +~(O . _ 1 ) (~-~(0. _ 
1

)) 
~J J - J J 

- a = o. 

Como (v(o.),~(O.)) e f, la ecuación (2.50) se verifica. Por lo 
"" J J 

tanto, a se despeja de (2.51) al reemplazar (v,~) por (v(cj), ~(oj)). 

ii) Finalmente, de nuestra experiencia numérica podemos comentar que una 

elección conveniente es tomar K < 3. 

3 • METOOO ALTERNATIVO. 

-1 
Debido a que la curva f = G ({O}) se define utilizando sólo el 

punto inicial u 0 e d~ en la función G(u,\) = f(u) - \f(u
0
), y puesto que 

a través de ella se genera una sucesión de puntos (u ,\ ) > , podemos 
n n n O 

tratar de diseñar un algoritmo que utilice esta información para avanzar 

más rápido hasta un vector (u,\) e f con \ = O. Es decir, la idea que se 

plantea es ocupar el punto (u ,\ ) para calcular el siguiente vector sobre 
n n 

r, no sólo de la manera descrita antes, sino que definiendo además una nue 

va curva a partir de (un,\n) de la cual sea muy fácil recuperar puntos so­

bre r. 
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3 .1. DESCRIPCION DE UN NUEVO ALGORITMO. 

Como un primer intento de lograr lo comentado recién, se plantea 

un nuevo algoritmo que se basa en lo desarrollado en las secciones anterio 

res y en la siguiente proposición: 

Proposición 3.1. 

Sea Si S: :IR N, abierto y consideremos una sucesión {u· } Si nnemº 
tal que Vn >O existe la curva de homotopía fn G~l ({0}), donde: 

(3 .1) JRNxJR-+JR 

(u,A) -+ G (u,A) n 

y f es de clase c2 sobre lR N 

f (u) - A f (u ) . 
n 

si (uk,Ak) e rK _ 1 

sn = AnAn- 1 ... Al 

V K e {1 1 ••• ,n} 1 entonces (u 1 S )e f 1 donde 
n n O 

Demostración: Por inducción sobre n. Para n 1 es trivial ya que la hi-

Supongamos que la tesis es válida para n. Probemos que también 

lo es para n + l. 

Si (uk,Ak) e fk _ 1 1 ~k e {1 1 ••• , n 1 n + 1} entonces en particular 

(uk 1 Ak) e fk _ 1 ; ~k e {1 1 ••• 1 n}. Aplicando hipótesis de inducción se 

deduce que (un,sn) e r0 con s =A A ... A 1 es decir: 
n n n - 1 1 

f(un) - sn f(uo) = o. 
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(u 1' n + 

.;n + = 
1 

es equivalente a escribir: 
n 

Reemplazando f(un) por ~n f(u 0) nos queda: 

f (un + 1) - >. n + 1 ~n f (u 0) = O, lo cual indica 

>. 
1 ~n) e r 0 , esto es (u 1 '~n + 1) e ro donde~ n + n + n + 

>. ~ = >. >. ... :\1 . n + 1 n n + 1 n 

Esto completa la inducción. 

que 

1 

La proposición 3.1 nos sugiere un nuevo método para seguir la cur 

va de homotopía ro desde (uo,1) con uo e a~. 

Suponiendo que (u ,~ ) e r 0 , se define la nueva curva r por: m m m 

r = {(u,:\) 1 G (u,:\) = f(u) - :\f(u ) =o}' m m m 

A partir de (um,1) e rm se calcula un nuevo punto (uro+ 1 , Aro+ 1 ) 

e rm siguiendo el procedimiento de Kel1er descrito en sección 2. Luego, el 

vector (uro+ 1'~m + 1) = (um + 1'"m + 1-~m) es el nuevo punto sobre ro. 
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Gráficamente: 

Á 

ro~~ 
o . ' 

Nota 3.1. Conviene mencionar aquí que lo que se espera es que la converge~ 

cia de (u ,~ ) a un punto (u*,O) e r
0 

sea mucho más rápida que la sucesión 
m m 

generada por Keller. Por otro lado, es obvio que una condición suficiente 

para la existencia de f es que u sea valor regular de G . Sin embargo, 
m m m 

determinar cuando ocurre esto Último constituye un problema abierto. 

Es importante comentar también que la obtención de (u A ) 
m+l'm+l 

e rm a partir de (um,l) puede hacerse a través de varios puntos; esto es, 

para K e lN, fijo, la idea es generar sobre rm K nuevos vectores y proyec­

tar el Último de ellos sobre ro. 
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Además, la dirección en la que se buscarán los puntos sobre fm es 

tá determinada por la dirección del vector tangente (Ü ,~ ) . m m 

4. ENSAYOS NU.MERICOS. 

En esta parte se muestran algunos ejemplos numéricos que ilustran 

el comportamiento del algoritmo descrito en sección 2. Todos los resulta­

dos fueron obtenidos mediante el programa FORTRAN que aparece en el apénd! 

ce y cuyas especificaciones se incluyen en [S]. Los resultados mencionados 

aquí y otros adicionales están explicados detalladamente en la tesis de 

HENRIQUEZ [S). Se utilizÓ el computador DIGITAL modelo VAX-780 de la Uni­

versidad de Concepción, el cual tiene una capacidad memoria aproximada de 

3 Mega. 

tes: 

'd f .~ f N N d f' 'd se consl. era una unclon : JR -1- lR e J.nl a por sus N compone~ 

u i l,N. 

La notación a emplear es la siguiente: 

f: indica la curva de Homotopía 

(un,An): representa el n-ésimo vector sobre r. 

(Ü , A ) : 
n n 

indica el vector tangente a r en el punto (u ,A ) . 
n n 

on: indica el tamaño de paso que permite calcular el punto 

(u ,A ) sobre r a partir del vector (u 
1

,A 
n n n - n -
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T • 
"'"n· indica el número de iteraciones de Newton Raphson son requeri 

das para calcular (un'~n) a partir de (un _ l'~n _ 
1

) median­

te el sistema no lineal (2.31)-(2.32) con un paso dado por o . 
n 

[: precisión requerida para los vectores sobre r en la resolución 

de cada sistema no lineal (2.31)-(2.32). 

SIG: dirección en la cual se empieza a recorrer r. 

M: número máximo de jt-eraciones de N-R permitidas antes de modi-

ficar el tamafio dul paso. 

O: tamafio de paso inicial. 

o . tamafio de paso mínimo permitido. 
mln 

o tamaño de paso máximo permitido. 
max 

a
1

,o
2

: factores de contracción para la selección automática del 

tamaño del paso. 

K: número de vectores a introducir cada vez sobre la loc2_ .6n 

de la raíz para hallarla en forma más precisa. 

En los ejemplos detallados a continuación se empleó E 

dirección de búsqueda inicial SIG = -1. 

-6 
10 y una 

(4 .1) 

Consideremos el siguiente problema de valor de contorno no lineal: 

1 
(x(t) + t + 1)

3 
2 

X (Ü) X (1) o. 
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Si aplicamos sobre (4.1) una discretización de diferencias finitas 

je O(h
2

) se obtiene un sistema no lineal en las incógnitas xk = x(tk) 1 con 
T 

tk =k h; k= 1 1N; h = 1/N +l. Si notamos u= (x 11 ... 1XN) 1 entonces di-

cho sistema puede escribirse: 

f
1 

(u) = 1 1 1 1)3 2x 1 
- x2 + (xl + --- + o -

2 1)2 (N + N + 1 
- 1 1 (x. i 1)3 ---

(4. 2) f. (u) -- 2x . -x . 
1 
-x . 

1 
+ + + O; i 2 1N-l - 2 2 l l l- l+ l N+l 

(N+l) 

fN(u) -
2xN 

1 l 
(x N 1)3 o. - - X + + + - 2 N - 1 ') N N + 1 "" (N + 1) 

Conviene observar que (4.2) tiene una Única solución u* = 

(x~ 1 ... 1 x~)T con xi e [-0.510); ~ i = 1 1N. Este ejemplo ha sido tomado de 

COSNARD 1 MORE [4) . 

La tabla 4.1 resume el comportamiento del algoritmo de Keller apl~ 

cado al sistema (4.2) con N= 5. Se utiliza un paso inicial a= 0.5 y un 

valor mínimo a . = 0.1. La selección del tamaño del paso considera 
mln 

(N 51 a 

n 

o 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

o. 5, o . m1n 

1-
n 

1. 0000 

0.7457 

0.5226 

0.3314 

0.1714 

0.0401 

-0.0666 

Tabla 4.1 

0.1 1 M 

A 
n 

-0.5383 

-0.4776 

-0.4140 

-o. 3504 

-0.2901 

-0.2363 

T 
(111111010) ) 

e 
n 

0.5 

0.5 

0.5 

0.5 

0.5 

0.5 

I n 

~ 
1 

- 1 
1 

2 ! 
1 
¡ 

- ! 

2 

2 

2 

2 
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una disminución de él en un 50% sólo si el número de iteraciones de N - R 
T 

excede de M= 10. El punto inicial elegido es u 0 = (1,1,1,0,0) . Se obser 

va aquí que no fue necesaria una bisección en el valor de o ya que el valor 

In no excedió de 2. Por otro lado, el cambio de signo en A ocurre entre los 

puntos 5 y 6. Esto indica que sobre la curvar, entre los vectores (u
5

,A
5

) 

y (u
6

,A
6

), existe el punto (u*,O) donde u* es la raíz del sistema no lineal. 

La tabla 4.2 resume la curva para el sistema (4.2) con N 20. Se 

utiliza un paso inicial a = 0.2 y valores límite a . = 0.1, a 0.4. m1n max 

La selección automática del tamaño del paso considera factores de contrac-
T 

ción a
1 

= 0.3 y a
2 

= 0.7. El! nto inicial es u
0 

= (-1,-1, ... ,-1) . Puede 

apreciarse que el tamaño del paso es aumentado al doble en cada etapa. Más 

aún, la convergencia al correspondiente punto de r se logra cada vez en só-

(N = 20, a . = o. 1, a 
m1n 

T 
(-1,-1, ... ,-1) ) 

n A 
n 

o 1.00000 

1 0.84384 

2 0.67871 

3 0.50376 

4 0.31842 

5 0.12235 

6 -0.08457 

Tabla 4.2 

0.2, o 
max 

\ 
n 

-0.37992 

-0.40142 

-0.42499 

-0.45034 

-0.47683 

-0.50387 

a 
n 

0.4 

0.4 

0.4 

0.4 

0.4 

0.4 

1 

l ' 

l 

1 

1 

l 

l 

lo una iteración de N - R. Este hecho hace pensar que si se hubiera perro~ 

tido un mayor valor para a , entonces se habría avanzado más rápido a tr~ max 
vés de r y se habría localizado antes el cambio de signo en A. 
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Consideremos ahora el sistema (4.2) con N= 10. La tabla 4.3 mues 
T 

tra los resultados obtenidos con u
0 

= (-1,-1, ... ,-1) y las constantes 

o . = o. 1, o = O. 5, a
1 m1n max 

0.3, a 2 = 0.7. Se observa que la convergencia 

a los puntos de f mediante el sistema (2.31)-(2.32) se logra con In = l. 
En esta circunstancia de rápida convergencia, la selección automática del 

tamaño del paso mantiene el valor de o, aún cuando se admite que en tal ca­

so sería más conveniente aumentarlo. Ahora, si se aplica la técnica descri 

ta en sección 2.4 entre los vectores (u14 ,A
14

) y (u 15 ,A15 ), con K= 3, en­

tonces al cabo de 3 etapas de refinamiento se han calculado 9 vectores sobre 

r y se obtiene una nueva localización par~ la raíz dada por los vectores 

(N = 10, O . = 0.1, O 
m1n 

T 
(-1,-1, ... ,-1) ) 

n 

o 
1 

3 

5 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

A 
n 

1.00000 

0.93678 

0.80884 

0.67862 

0.54574 

0.47821 

0.40989 

0.34076 

0.27077 

0.19990 

o .12811 

0.05537 

15 -0.01835 

Tabla 4.3 

0.2, o 
max 

A 
n 

-0.31498 

-0.31727 

-0.32255 

-0.32874 

-0.33577 

-0.33959 

-0.34359 

-0.34778 

-o. 3 5213 

-0.35665 

-0.36132 

-0.36613 

0.7, uo 

o n 

0.2 

0.2 

0.2 

0.2 

0.2 

0.2 

0.2 

0.2 

0.2 

0.2 

0.2 

0.2 

! 

I i 
nj 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 
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(u 23 ,A 23 ) y (u 24 ,A 24 J. Precisamente, tabla 4.4 muestra estos dos vectores, 

y en ella se aprecia una precisión de 6 dÍgitos decimales. 

Para el mismo sistema (4.2) con N = 10, se considera el vector ini­

cial u 0 = (5,5, ... ,5)T, el cual está relativamente lejos de la solución exac 

ta. Un resumen de las características de r se detalla en tabla 4.5. Allí 

se observa que con un paso o= 0.5 se requieren 33 vectores para detectar el 

cambio de signo en A. Además, la obtención de cada uno de ellos ocupa sólo 

una iteración de N - R. 

Tabla 4.4 

(Localización exacta de la raíz, N 10) 

(u23'A23) (u24'A24) 

-0.043164982 -0.043164815 

-0.081577155 -o. 081577ooo 

-0.114485712 -0.114485568 

-0.140973574 -0.140973437 

-0.159908693 -0.159908561 

-0.169877199 -0.1698770ó9 

-0.169089980 -o .169089849 

-0.155249532 -0.155249397 

-0.125355889 -0.125355744 

-0.075416532 -0.075416373 

l. O E-10 -1.82 E-7 
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(N = 10, O . m1n 
(5,5, ..• ,5)T) 

n 

o 

5 

8 

11 

14 

17 

20 

23 

26 

29 

32 

33 

0.1, o 

A 
n 

1.00000 

0.73935 

0.60502 

0.48615 

0.38187 

0.29133 

o. 21358 

0.14764 

0.09232 

0.04628 

0.00794 

-0.00344 

Tabla 4.5 

0.2, o 
max 

,\ 
n 

-o .11391 

-0.09491 

-0.08452 

-0.0-'4¿9 

-0.06485 

-0.05600 

-o .04779 

-0.04028 

-0.03362 

-0.02794 

-0.02339 

o n n 

0.5 l 

0.5 l 

0.5 l 

0.5 l 

0.5 l 

0.5 l 

0.5 1 
J. 

0.5 l 

0.5 l 

0.5 l 

0.5 l 

Esto nos hace meditar nuevamente acerca de la elección de los pa-

rámetros o, o . y O Sin duda que al permitir un mayor aumento en el 
m1n max 

tamaño del paso se habrían necesitado menos de 33 etapas para hallar una 

aproximación de la raíz del sistema. Ovbiamente, esta localización habría 

sido de mayor longitud. Sin embargo, esto no es ningún inconveniente pue~ 

to que el proceso de refinamiento descrito en sección 2.4 nos permite cal­

cular la raíz con la precisión requerida. En definitiva, debe quedar cla­

ro que la convergencia a la raíz está asegurada a partir de la existencia 

de la curva de Homotopía regular; el valor del tamaño del paso sólo incide 

sobre la velocidad con que avanza a través de f. Al aplicar el proceso de 

localización con K= 3, entre vectores (u
32

,A
32

) y (u
33

,A
33

), se utilizan 

4 etapas de refinamiento y se generan 9 vectores más sobre r. Finalmente 



121 

se sitúa la raíz entre (u41 , 
41

) y (u
42

, 42 ), donde O< A
41 

< 1.0 E-9 y 

O > A41 > -1.0 E-9. 

Por Último, con el objeto de observar el comportamiento del método 

ante una mala estimación inicial, consideramos nuevamente el sistema (2.4) 
T 

para N= 40 con u 0 = (50,50, ... ,50) . Los resultados numéricos se muestran 

en tabla 4.6. Allí se observa que se requiere un tamaño de paso bastante 

grande (a = 30) para llegar en pocas etapas a una localización de la raíz. 

Es indudable que con un valor menor para a también se habría hallado el 

cambio de signo en A, pero parct ello se habrían calculado una mayor canti­

dad de vectores sobre f. En este último caso, el desgaste se compensa en 

parte con el hecho que la localización final es más precisa. No obstante, 

debe recordarse que el objetivo no es ubicar una gran cantidad de puntos 

sobre f, sino que avanzar a través de ella, detectar rápidamente los cam­

bios de signo en A y aplicar sobre éstos la técnica de localización descri 

Tabla 4.6 

(N = 40, a . = 1.0, a = 20, o m1n max 
(50, ... ,50)T} 

n A A o -:-1 
1 ' n n n r. 

o 1.00000 -0.00889 
1 0.75646 -0.00737 30.0 2 
2 0.55641 -0.00599 30.0 2 
3 o. 39541 -0.00477 30.0 2 
4 o. 26903 -0.00368 30.0 2 
5 0.17294 -0.00274 30.0 2 
6 0.10291 -0.00194 30.0 2 
7 0.05481 -0.00128 30.0 2 
8 0.02456 -0.00075 30.0 2 
9 0.00808 -0.00036 30.0 2 

10 0.00126 -o. ooo11 30.0 2 

11 -0.00029 30.0 2 
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ta en sección 2.4. Después de realizar 5 etapas de refinamiento, se obtie 

nen 10 vectores adicionales sobre r entre (u10 ,A10 ) y (u11 ,A11 >. Al cabo 

de este proceso, el vector (u* ,O) se encuentra sobre la curva de Homotopía 

entre los vectores (u
20

,A
20

) y (u
21

,A
21

), cuyas componentes se muestran en 

tabla 4.7. Aquí se aprecia que la localización final entrega una precisión 

de al menos 5 dígitos decimales. A modo de observación final, podemos co­

mentar que con ninguno de los métodos NEWTON, BROWN o BRENT, se obtiene con 

T vergencia para u 0 = (50, ... , 50) . 

Tabla 4.7 

(u20'A20) 

-0.012040348 
-0.023772311 
-0.035184049 
-0.046263239 
-0.056996920 
-o. 06 73 71448 
-0.077372450 
-0.086984780 
-0.096192459 
-0.104978622 
-0.113325455 
-0.121214124 
-0.128624706 
-0.135536105 
-0.141925968 
-0.147770583 
-0.153044786 
-0.157721835 
-0.161773293 
-0.165168891 
-0.167876372 
-0.169861332 
-0.171087034 
-o .171514211 
-o .171100838 
-0.169801892 
-0.167569076 
-0.164350517 

(u21 ,A21) 

-0.012042073 
-0.023775548 
-0.035188706 
-0.046269226 
-0.057004148 
-o. 06 73 79828 
-0.077381897 
-0.086995207 
-0.096203783 
-0.104990759 
-0.113338324 
-0.121227644 
-0.128638797 
-0.135550689 
-0.141940966 
-0.147785921 
-0.153060386 
-0.157737624 
-0.161789197 
-0.165184835 
-0.167892285 
-0.169877142 
-o .1711026 71 
-o .1 71529603 
-0.171115915 
-0.169816583 
-0.167583312 
-0.164364228 
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(u2o'A2o> (u2l'A21) 

-0.160090430 -0.160103545 
-o .154 728739 -0.154 741189 
-0.148200661 -0.148212373 
-0.140436231 -0.140447134 
-0.131359776 -0.131369798 
-0.120889321 -0.120898387 
-0.108935918 -0.108943953 
-0.095402890 -0.095409816 
-0.080184970 -0.080190707 
-0.063167330 -0.063171796 
-0.044224466 -0.044227575 
-0.023218932 -0.023220593 

2.0 E-09 -l. O E-10 

COMENTARIOS FINALES. 

Sin duda que el ejemplo desarrollado en sección 4 ha dado suficien­

te evidencia de las buenas propiedades del método de homotopía. Existen 

también otras situaciones numéricas, que no se incluyen aquí por !al t:; :~s 

espacio, en las cuales se aprecia que el algoritmo de Keller es capaz d~ ha­

llar secuencialmente varias raíces de un sistema no lineal. Un análJ0lS más 

detallado y una mayor cantidad de ensayos numéricos pueden encontrc.c:~L , [5]. 

En resumen, el procedimiento descrito en este artículo, en conjüJlto 

con las variantes propuestas, constituye una excelente alternativa para re­

solver sistemas no lineales de gran tamaño, en los cuales se dispone de ma­

las estimaciones iniciales. Más aún, las regiones con jacobiano nulo no afee 

tan la aplicación de la técnica de seguimiento descrita aquí. 
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APEHDICE 

En las 6 páginas siguientes aparece codificado el programa NOLINH, 

el cual utiliza el método descrito en este artículo para hallar todas las 

raíces de un sistema no lineal algebraico de ecuaciones. 

El usuario debe agregar una subrutina de lectura que proporcione 

todos los datos iniciales para la ejecución del algoritmo. Además, las fu~ 

ciones que constituyen el sistema no lineal deben definirse en el FUNCTION 

F según indicaciones dadas ahí. 

Con respecto al algoritmo de refinamiento, se deja extendida la in 

vitación a que cualquier lector interesado en el tema pueda solicitar direc 

tamente a los autores de este artículo, la codificación del mismo. 



CALL NRAPHinnrVNrU~.PSlMrLnrL~.Fo.DV,DPSJ,Y,Wnor.In,F•I 
DO J•l.nn 

DOU2LE PRECISION UnCtOl,FoC~Ol.2C:.~l.U~CtOl,DVI~Ol,WnC2loF~C!1.t~l. VM(Jl•VM(Jl+DVIJ) 
END DO 
PSIM•PSIM+DPSI 
Wnlll•Wnor 

• 6I6•aw,SIGMin.Si~.L~.PSI•·PSI•l•V•(~Ol,V•asli~Ol,Y~I~Ol,YI~Ol, 
• 5I6NO,LnoG~l.koZNOR,AMIN,P~OD.Ln•asloWnoro6oF,"aMi1,"••1~.SQ, 
• E~s.DPSI.SU~.D•\•SIGo 

INTE6E~ CP 
DATA E~s/lE-6/ 

O SIGN0•-1. 

4S 

30 

CALL LECTURCnn.Un.SIGo.6IG•aMo6IGM1n."•aKoa1.a2.KnoOPl 
00 TO ll5ol00),QP 
k•O 
n•O 
••O 
In•O 
Jnd•1 
Ln•l. 
DO 1•1,nn 

Fol ll•FC J .un.nnl 
END DO 
CALL DERJVACUn.nn.F~l 
DO l•loNN 

F~CI,nn+ll•Folll 

F~CI.nn+2l•Fo1Il 

END DO 
CALL ECLINIF~.nn,z.z,at\l 
ZNOk•PRODCZ,Z.nnl 
SI6•516o 
IF 1Jn.E6.1l THEN 

L~·o. 
Zlnnl•1. 
DO J•1.nn-1 

L•nn-J 
SUM•O. 
DO K•L+l,nn-1 

SUM•SUM+F~CLoKl•ZIKl 

END DO 
ZILl•C-F~ILonnl-SUMl/F~CLoLl 

END DO 
R•DSGRTCPRODCZ.z,nnll 
DO I•l.nn 

ZCil•ZCJl/R 
END DO 
IFCPRODCZoU~onnl.LT.OlTHEN 

SG•-1. 
ELSE 

50•1. 

END DO 
DO I•1.nn 

VMaslCil•V•«Il 
END DO 
PSh•l•PSho 
.... z 
IFIWnl~l.GT.a~•WnllllTHEN 

Is•1 
SIG•SIG/Z. 
I F 1 I 1. Eú. :' l THEN 

DO I •1 , nn 
VMIIl•Unlll+SIG•U~«Il 

END DO 
PEIM•Ln+SIG•L~ 
111•1 
GO TO "tO 
END IF 

IFCSIG.GE.SIGMinlGOTO 20 
CALL FALLA 
CALL EXIT 
ELSE 
IFCWni2).LT.a1•WnC1>>THEN 

IFCis.EG.1lGO TO 40 
Is•2 
SIG•<:.•SIO 
IFISIG.GT.SIOMaKITHEN 

SIO•SICiM~M 

DO I•1,nn 
~'"'1 I l•Unl I l+SIG•U•I I > 

END DO 
P5ho•Ln+SIO•L• 
••1 
GO TO "tO 
END IF 

SIG•~MlNISIG,EIGMaK) 

C:O TO ..-o 
END IF 

END IF 
40 DO 1•1.nn 

Y21ll•GCVMall•P51Ml•FDrlrnnl 
END DO 

...... 
N 
IJ1 



1.0 

END IF 
DO I•lonn 

U~<Il•SO•Z<II 

END DO 
ELSE 

L~•SIGNO/DSO~TI!.+ZNO~I 

OG I•lonn 
U~III•L,.•Z<II 

END DO 
END IF 
CALL lMP~Eikonn.UnoLnoU~.L~oSIG.n ••• Ino,Icl 
oo•O 
Inel•l 
Is•O 
DO l•l,nn 

V•<II•Un<II+SIO•U~tll 
END DO 
PSI••Ln+SIO•L,. 
DO 1•1.2 

END DO 
PEI•••PEI•l 

70 CrL~ N~nPHtnn,u~.u~,PSI•,Ln.L~oFo.DV,OPEI,Y,Wnar.In,F~I 

DO J•l.nn 
V•asliJI•VMtJI+DV<JI 

END OC 
PSX.tl•"EI .. +DPEI 
GO TO 40 

~O Ln .. asl•PEI•l 
IFILn•Ln .. all.LT.OITHEN 

n•n+l 
CALL IMP~Eit.nn.~~asl.Ln•asl,U~.L~.SIG.n.~.Ind,lcl 

CALL ~EFINA<UnoLnoU~.L~.SIG.~n.Fa.LnMasl.nn.EPs.c.nl 
K•K+l 
TV"E 60.charl:7lok 

40 FORMAT<'+',A1,'[24;:5H',' ~aiz M',I2,' Drsca srs..uir? (5/NI ;•,s¡ 
ACCEPT 200.51 

toO FORMAT<A51 
IF <SI.EG. 'NO'.OR.SI.EG. 'N'I 00 TQ 10 
Ind•2 
END IF 

IF<•.EG.2.0R.M.LE.0.2•M•awiTHEN 
51G•2.•5IG 
IFISI~.GT.SIGmawiTHEN 

END IF 
IFIP~CD<U~,y.nni+L~.LT,OI THEN 

SIGNO•-!. 
ELSE 

SIG•S l~•oaM 
END IF 

GM1•DSGRTIPROD<Y~rY2,nnl) 
IF <GM!.LT.E~sl 00 TO ~O 
IF(M,GE.M~aKITHEN 

IF<SIG.GE.SIG~iniTHEN 
SIG•SIG/2. 
I s • 1 
DO I•l.nn 

,...... 
N 
O' 

Vm( I I•Un< I l+SIG•U~< I 1 
END DO 
PSim•Ln+SIG•L~ ,..¡ 
00 TO 70 
END IF 

TYPE •,'Elw!lir al.ro Uo Y r~tCoMrnzar' 

CALL EXIT 
END IF 

M•M+l 
DO l•!.nn 

VMIII•Vn~Asl<II 

CALL ECLINIGP,nl.2M.ZM.Orl.l 
DO I•!.nn 

DV<I>•Zm'II 
~'(Il•Zm<Il 

END DO 
DPSl•Zn•<nn+l 1 
In•! 
ELSE 

DPSI•PRODIU~.T.nni/IPROO(Up,Y,nni+L~l 

DO I•l.nn 
DV(li•DPSI•Y<II-T<II 

END DO 
END IF 
~·PROC<DV.OV.nnl 

~·DSORT<W+DPSI**21 
RETUr."N 
END 

FUNCTION P~OD<X.Vonl 

DGUELE P~EC¡SION XI~O).YI~OI .P~OD 
PRGD•O. 
DO I•!.N 
PROD•PROD+XIII•Y<II 
END DO 
RETU~N 

END 



~IúNO•l. 

E~:O I F 
DC I•:.nn 

vnCil•VMaSl(J) 
Zil)•Y<ll 

ENO DO 
Ln•L..n .. asl 
n•n+l 
GO TO :;o 

fOO CAL~ EXIT 
END 

SUEROUTINE NRAPHCnn.v •• u~.PSIM,Ln.L~.Fo.DV,DPSI.Y,W,In,F~l 
OOUELE PRECISIO~ V•<~Ol.U~C501.FoC~O>.YC50l.Ln.L~.TC~Ol,OV(50l. 

• ~·<~~.SZI.G~C51,S2>.Z•<50l.PSI••G,PRO:,OPSI,W.D•t 
In•O 

1 

10 

lO 

E~selE-6 

CALL DERIVA<V•.nn.F~l 
DO I•l.nn 

F~( I .nn+l l•Fo( l l 
F~<I.nn+Z>•Gcv ... PSI•·Fo.I.nnl 

END :JG 
CALL ECLINCF~.nn.Y.T.oc~) 
IF<DAtE<Oetl.LE.E~~lTHEN 

C~LL D~~IVAIV~.nn.ú~l 
CO !•l.nn 

G~(J,nn ... l 1•-Fo<II 
G~rz,nn+~)•-G<V~¡,PEIM.~o.I,nn) 

G~l!,nn+J>•-GC~~.~.~~¡M,Fo,i.nn) 

(; • • n n + 1 , 1 l • IJ ~ ( I ) 
END OC 
G~Cnn<-l.nn+: l•L..~ 

Ú~(nn+J .nn .... ~ )•0. 
Ú~1nn+l,nn•3)•0. 

!tl•"it.¡.l 
SUI:I:OUTINE F\1\IZCun.VMasl.nn.n> 
OOU~LE PkECISIO~ UnC~O>.v .. as1C~Ol 
CH~Rr.CTE~ •1 Ese 
EJc•charcz·¡¡ 
TYPE t.ESC.EH 
F"Ct. .,r. T t '+',A 1 , 'e ;• J' , ~ 1 , 'e:;; 1 H') 
TYPE *•' SOLUCION DEL EIE7~~r. NO LINEAL' 
"rYPE •• 1 

' 

TY E *• 'L~ ECL.UCION SE ENCL'EUTRI!' EN EL SEGI'IENTC :' 
1.4¡., TE C"lolOl 
FC l'lr.T<I.~OX. 'LA SOLUCIO~ SE EUCUENT~~ EN EL SEGME~TO : '/l 
DO 1•1.nn 
W~ITE C/,20li.UnCll.l,VMas1Cl) 
TYPE :?O.I,Un(ll.I.V .. as1(ll 
FOii'I'1ATC 10X, 'Une', 12, '>•' .Fl4.~.1!JX, 'Un•!: ·• I<:. 'l • ',1'"¡4,<>) 
END 00 
WRITE C'7.30l n 

UNCT~ON FOFCJ,J,X,nl 
JUELE PRECISION XXC50l.XC50l.FIX.H,FOF,OELTA.FACT.F 

·· = 1 o. 
001\•l.n 
XXCKl•XCK) 
END DO 
FIX•FCI.X.nl 

10 H•H/10. 

30 
• 

40 

t<> 
4D 

so 

XXCJ)•X(Ji+H 
DELTA•FCI,KX.nl-FIX 
FACT•H•DAl:S CO:::L TI\ l 1 1 Drl:~ < F n: l + 1E-1 O l 
I~="CFP.CT,GT.lE-~: GO TO 10 
FOF•DELTI\/H 
1\ETUf\N 
ENO 

SUr~OUTINE CE~IVrtX.n.~P) 

OOUI:LE PF'>ECISZON XC~Ol .F~(5l .~:> .F"OF 
DO I•1.n 
DO J•1.n 
F~ ( l, J l •FDF 1 l . -. >:. n l 
END DO 
END DO 
kETURN 
END 

~UNCTION GIV,~si .FO,J.nnl 
OGUtLE PRECISION VC~Ol.~~~ .Q.~OI50l.F 
G•FIJ,V,nnl-~si•FOCI> 
RE7JRN 
~NO 

Wf,.Z TE C7, 301 
E;JO I F 

FOf,'MI\TC 1ox.' t; •• ·¡x, 'n • .1ox. 'IJn •, 18M. ·u~'. 1BX . 'LAMDI\n ·, 1~-. 'L~ 
'SIGMA',11X. '"''/10X,120C1H•l) 
OC 1•1.nn 

IF Cl.ED.1>THEN 
WRITEC7, 10) ~.n.UCZl.UPCli.L,L~.SlGMA,M 
GO TO 40 
END IF 

FCRI'IATI10X,;:.~x.;3,5C5X.F1~.~~.5X.I3l 
loiRITE 17.20l U( I l .u~( I l 
FORMATC:Ox,zc~;:,F1~·.9) 1 

ENO DO 
WR;TE 17.~01 

FORMAT(10X,J2011H-)) 
F<ETUFIN 
END N 

'-1 



30 FOF01ATU,20X. 'LA LOCALIZACION SE DETERMINO EN LA ITER(lCION : 1•, I3l 
TYPE 40on 

~o FORI1AT(/,SX. 'La Localizac1on sr d~t~r~nino rn Itrracion : '.I3l 
RETUFIN 

e 
e 

( 

c. 
( 

~ 

e 
~ 

t. 

(. 

t 

(. 

(. 

(. .. 
c. 

( 

t. 

END 

SU~ROUTINE FALLA 
TYPE •· 'NO HAY CONVERGENCIA' 
1\ ETUh'N 
END 

SUB~ou-:NE LEC~U~lnn.uo.sr~.5IGmax.EIG~ln,l1~aM.alfal.~lfa~.kn.CPl 

CO~l~E PREC:SION UO<~O),SIG~aM.SIG~¡n,SIG 
Esta EUE~OUTINE ~rr~l\C leer lot sisul~ntes parametros: 
nn :Ororn o~l ll$tc•a 
u o 

SIC. 
SlC.•oaK 

s;c,.,¡n 

Ml'naM 

alfa! 

a)f;a2 

1\n 

OP 

:vrctor aPrO~l•acJon Jnlclal. ~ur p~r~J\c o~(¡n¡r la curva 
or ~o•oto~la. 
:Pa~o O~ HOMO\OPla iniCial. 
:Paso MaMiMo or ~OMOLOPJa, cota su~~r1or Para la srlrcc1on 
autoMa\Jca o~l ta~ano o~l Pato. 

:Paso •iniMO o~ ~omoto~ia. cota ¡nfer¡or ~ara lí s~lrcc1on 

auto~attca acl tamano drl ~aso. 

:Nu~nrro ~naxi~no d~ 1trrac1ones a~ N~wton ~aPnson ~~rmitioo 

~n caa~ rt~Pa. 

:Factor ar contraccion Para rcali:ar el rrf1namiento dr la 
localizacion. <O< alfa1l. 

:Factor a~ contraccJon ~ar~ rral1:ar el rcfin~mirnto ar la 
locallzacJon. (alfa1 < alfa2 < 1>. 

:Numrro dr ta~anot dr Paso a introaucir caaa u~~ ~n rl re_ 
&¡namlrnto. 

:var1aDle rnt~ra ~ur asum~ valor~s 1 e z. s•o.un sr ars~~ 
eJecutar rl ~rosra~~ o tt·rm¡nar la lJrcucJon. 

AorMa\ otD~ aor¡rs• un ~rchivo en rl cual ~uroara al~acrnaoa la 
1 ni e r '"~e 1 o n a 1· s a 1 i a a • 
RETUhN 
Er;:: 

~Wf;.c~-I~E :~P~E<K.nn,u.~.LP,~~.E:;~~P,n,m.:no, :t! 
~:wl~E P~EC:S:G~ UI~QJ,L,UP(50l,LP,~;c~r 
JC , ¡n~.Eü.: . .,..;,:"r=: ( 7,t..·O~ !~ 

(.0 :o¡.:M¡H•~X.'R•f¡r,~,.,<nta. et""" :•,12.1~: .!9(1H-Il 
IF•n.E~.O.O~.:~d.E0.2.0R.lnd.f0.3)THE~ 

.... 
N 

~UEROUTINE ECLINCA.n,XX,YY.DETl 
00 

DGUtLE C~ECISION nc~:.~2l.YY<~Ol.XXC50l.~M~X.GA~.FAC.DPtoEUM 
!JET~ l. 
DC J •1 , n -1 

M1AX•O. 
DO .J•I.n 

IF<I~f1AX.LT .DAESl.~( J, I l l )THEN 
AMAX~DAfSC~(J,Il l 
IND=J 

END DO 
IFCA11AX.LE.1E-8lTHEN 

DET•O. 
RETURN 
END IF 

IFCIND.NE.I>THEN 

DO L • I +1 , n 

DET .. -DET 
DO K=:.n+2 
GAR•ACIND,Y,l 
ACIND.tU~A<I.~l 

A ( I, K l •GAR 
END DO 
E~O IF 

I F (A C L, l : • I~E. O) THEIIo 

ErW IF 

F~C=A<L.IliAll.Il 

5:NC DO 
ENr ce 

}:~<' r,) ·~ t n, n....-1) /(';l r,. n > 

DG .J • 1 , n -1 
~.-•n-J 

SUM•O. 

DO K•l+l.n+é' 
~CL.~l·~cL.Kl-FAC•A<I.~l 

END C C· 
C:r~~ I F 

DO k•L+I,n 
SUM•SU~+A!L,Kl•XX!Kl 

END DO 
>:XCLl•(ACLon+l 1-SUM)/~'L•Ll 

END DC 
YY<n)•A(n,n•:)/A(n.n) 
DC J•l.n-~ 

L. •r!- .. 
SU~•(;. 



DO K•L+l.n 
SUM•SUM+AC~oKl•YYCKI 

END DO 
VYILl•IA(L,n+Zl-SUMl/AILoLI 

ENO DO 
OC l•l.n 
DET•D!::"!'•r.Cl,r> 
C:NC DO 
F.·ETW.-N 
END 

~~ .. ~~:::-: Ji• AM 1 111( A,¡ · ) 
::Cli2LC: P',C:ClEIQI, i\,E·,r.MIN 
IFU\.¡_"!'.l. l T~::111 

l'"!l'••l: 
ENO !F 
hE7UkN 
END 

r.MIN•i\ 
ELSE 

FUNC~ION MaNi2CA.&I 
:CUElE PñECISION A.E.MaN12 
A•::IAtSI~I 
¡,.:;.:~r. sct> 

IFIA.LT.r: THEN 

l'laoli2•A 
EN::> IF 
"EiUr.:N 
END 

M8N1:'•E 
E~SE 

FUNCTION FC:,X,Nl 
DOUtL:: a~EC!!:ON ~~~0: ,F 

~ 

e E!\3 ~~NCT!O~ ~valu~ l• :-~~:~• C~MPOncnte otl 111tt•~ 
~ FINl•O or orotn N, en t! Pun\o w o' 01Mcn110n N. 
L €1\• ~UNCTJQN OtDt str 1~PirMCnt•oa PO~ el UIU8~10. ~ ~ 
' tt cnt~t!a t! 11~u1cn\r sit\tMa ot orotn 2. 

' 
GO iO C 1 O, 20 l , I 

10 F•XC1l••2+XIZ>••:-5. 
RETURN 

tO F•EXPC-XIlll-XC2l 
RETURN 
ENO 

-N 
\0 



~ 

~vNCTICN ~ax•1<C,nl 

~C~t~E P~EC:SION C<~Ol.~aw~1 

~a>:I•Or.I5CCC1ll 

t'C :•::,n 
lFt~awli.~T.D~EStCIIllJTHE~ 

EN: :a 
;;,:;.,.uh'N 
END 

P'lawi l•DAI'S CC< I l l 
END IF 

S~EROU~INE RE~INACUnoLn.u~.L~.SIG.~.Fo,~nMasl.nn.E~s.l.nl 

DO~i·-E Pfi'ECISION UnC50l.U~C50l,Fo<::OOloL~.SIG.Lnroasl.E~s.SIGMA.SC11), 
• V~ : C ~O l , ~·o ( !>O i , S I o , V~ o < 5 ü l , 5 l ~o , V 1 < 5 C ) , S I 1 , ~· C ~;O l , S ~ , O~· C ~·O l , O P S l , 

~-~~:.!:J,SS.~.w.SI~1.YC50l.T.P'Iawi1.P'IawiZ,Y:C50l .~h'OO.Tl,T:. 

• ~lG": ... n,F 

e Esta SUE~OUTINE rra!i:a rl REFINAMIENTO d~ la locali~acion rntr~La_ 

~ ~· ~or el Pro•raMa NO~IN~ utilizan~o r: alsorltmo ~~scrito rn srccion 
~ :.4 
~ 

RE~URN 

E": 

1-' 
w 
o 
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