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RESUMEN.

Se describe un método debido a KELLER [6], el que usa curvas
de homotopia para hallar una o miAs raices de un sistema de ecuaciones
no lineales algebraico. Se especifica claramente el algoritmo respecti
vo y se introducen variantes en algunos de sus pasos. También se pre-
senta una técnica alternativa basada en los fundamentos del método. Fi
nalmente se muestran algunos ensayos numéricos que resaltan el caricter
de convergencia global de los algoritmos. Se adjunta un apéndice con

el programa computacional FORTRAN.
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1. INTRODUCCION.

Hoy en dia es muy importante poder disponer de métodos eficien
tes para resolver sistemas no lineales algebraicos. Ellos aparecen con
frecuencia en muchos problemas de aplicacidn, como por ejemplo en la
discretizacidon de ecuaciones diferenciales y ecuaciones integrales no
lineales. Puede mencionarse también el ajuste de minimos cuadrados no
lineal, en el cual la igualdad del gradiente (respecto a los parame —
tros), con el vector nulo constituye precisamente un sistema no lineal

de ecuaciones.

Los métodos del tipo NEWTON-RAPHSON, BROWN, o BRENT (ref. [3],
[4], [8]) son todos de convergencia local; es decir, su acercamiento a
la solucidn estd asegurado sdlo si el punto inicial elegido estd sufi-
cientemente cerca de ella. Sin embargo, ante un desconocimientc de las
caracteristicas del problema, el investigador debe tantear con cualquier
punto, en cuyo caso, obviamente, tendrid mayor probabilidad de obtener una
estimacidn inicial. En la mayoria de estas situaciones los algoritmos

mencionados tienden a fallar.

Por otro lado, existen también algunos sistemas que poseen mis
de una solucidn, las cuales desean encontrarse en su totalidad. Ante
estos casos, los métodos de convergencia local son igualmente incapaces

de satisfacer esos requerimientos.

No obstante, las técnicas de seguimiento o de trazade de cur-
vas de homotopia pretenden resolver las dificultades mencionadas ante-
riormente. Mas especificamente, el método de KELLER descrito aqui, es
capaz de hallar secuencialmente varias raices de un sistema no lineal,
y lo que es mds importante, puede lograrlo a partir de malas estimacio-

nes iniciales.



El articulo se presenta como sigue: en seccidn 2 se describe
un método de KELLER [6], y se especifica su algoritmo con algunas va-
riantes. Se presenta en seccidn 3, un método alternativo basado en los
fundamentos dados por KELLER [6] y en una proposicidn original. Por 1l-
timo, en seccidn 4 se dan algunos ensayos numéricos que muestran la

efectividad de las té&cnicas descritas.
2. METODO DE KELLER.

N N 2
Dada f : IR + R de clase C , interesa resolver el sistema no
lineal

(2.1) f(u) =0

N . . C
Para uo €R , fijo, vy & > 0 se considera inicialmente la homo-

topia H dada por:

N N
H:R x[0,+°) > R

£(u) - e %% £(u)

It

(u,t)=» H(u,t)
Ademds, se define la curva de homotopia [ asociada a H como:
-1 N
I =H ({o}) = {(u,t) eRrR x [0,®)/H(u,t) = 0}

~ . - N
Entonces, si a través de I existe 1im u(t) y vale u*eR ,

-)q.oo
resulta: t

lim (F(t)) - e XFeu)) =0
t>4oo ©

esto es:
f(u*) =0

Lo anterior indica que cuando t + +», la proyeccidn de T' sobre
RN tiende a una solucidn de (2.1). Ademis, si se deriva implicitamente

con respecto a t la ecuacidn H(u,t) = 0, obtenemos:
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(2.2) f'(u) u'(t) + e f(uo) =0 ; ¥ (u,t) eT

donde f'(u) indica Jacobiana de f.

-Q
Puesto que f(u) = e ¢ f(u ) para cada (u,t) €I, (2.2)
o)

puede escribirse:

{2.3) f'(u)u'(t) + a £(u) = 0 ; ¥ (u,t) € T.

Asi la solucidn del sistema de ecuaciones diferenciales no 1li

neal (2.3) sujeto a la condicidn inicial u(0) = uo, conduce la trayecto
ria de homotopia I desde (uo, 0) hasta (. , +o), donde u* = 1im u(t).
t>too

Observemos que si se usa Método de Euler sobre (2.2) parz apro

ximar la curva [', entonces se obtiene la sucesidn ium} dada por:

(2.4) u = u + At u'
m m-1 m-1
es decir:
_ . -1
(2.5) u =u + At (~alf'(u )] f(u ))
m m-1 m-1 m-1
D bien:
. -1
(2.6) u =u - alAt [f'(u )] f(u ).
m m-1 m-1 m-1
. . 1
Ahora, si tomamos un paso uniforme At = T nos queda:
2.7) wo=u - LEu )1 fu )
T m m-1 m-1 m-1

el cual es precisamente el Método de Newton Raphson para aproximar una

raiz de (2.1) con punto inicial u
o

Este solo hecho nos hace pensar que el método de Newton es al-

tamente mejorable ya sea considerando para (2.3) un método superior al
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de Euler, o bien definiendo previamente una homotopia H con mejores pro

piedades

U1 modo de hacer esto Ultimo es tomar & = a(u) en (2.3). Por
ejemplo, BRANIN [2] emplea oa(u) = sig(det f'(u)) y SMALE {10] considera
varias elecciones del tipo sig (G (u)) = sig (det (f'(1))). Sin embar-
go, estas técnicas ceusan problemas en la implementacién numérica de
los méiHrdos en el sentido que deben tomarse pasos muy pequefios en la ve

cr..dad de Jacsohianos con determinante nulo.

Tracisamente, un método de KELLER [6] descrito a continuacidn,
pretende . iwinsv esas dificultades usando una homotopia algo diferen —

te.
2.1. MESO™) D¥ XFTTLER: DESCRTPCION Y FUNDAMENTOS.
2.1.1. Homotoria y curva de Homotopia.

.. ¢ _N . . .
Sea @ -~ IR , abierto y acotado. Para u € o), fijo, se sugiere

ia homotopia:
N N
G : R x IR *1R

(2.8) (u,A) > G(u,Ay = £(u) - A f(uo)

Adem3s se define la curva de homotopia I comrn:

(2.9) r=c Yol = @M eR x BR/G(u,\) = 0}

\hora, a través de ' =e intrnduce el parimetro longitud de ar-

;0 s. De este modo la curva de homotopia se escribe:

(2.10) P(s) = {(u(s),Ais)) € R x B/G(u(s),A(s)) = O}
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y obviamente se verifica:
. 2 2
(2.11) Haes)]™ + [Aes)|™ = 15 w(u(s),A(s)) € T (s)
donde el punto indica derivada respecto a s.
Por otro lado, a partir de la identidad:

(2.12) G(u(S),A(S))Ef(U(S))-X(S)f(uO)=O; ¥(u(s),A(s)) €T (s)

se obtiene claramente la siguiente ecuacidn diferencial:

(2.13) £ (u)u - Xf(uo) = 0; ¥(u,)) =T (s).

Nota 2.1. Es importante resaltar aqui que si A(s*) = 0, para alguna lon
gitud s* sobre I', entonces u(s*) es una raiz de (2.1). M3s alin, varias
raices pueden obtenerse si A(s) se anula md3s de una vez sobre . Este

hecho, bastante simple en apariencia, que es la clave de lo ideado  por
KELLER [6], nos confirma en gran medida lo adelantado en la introduccidn

de este articulo.
2.1.2. Raices sobre ['(s).

Sea el conjunto:

3G (u, )
9 (u,)

entonces los vectores de C se llaman puntos criticos de G. De la misma

N
(2.14) ¢ = {(u,)) € R ¥R/rango < N}

manera los elementos del cojunto:

(2.15) Gg(c) = {y GIRN/Y = G(u,\) ; ¥(u,A) e c}

se llaman valores criticos de G. Ademds, si Z € Rec(G)-G(C), entonces 2Z

se llama valor regular de G.

Aqui conviene recordar de MILNOR [7], los siguientes resultados:



Proposicién 2.1. (teorema de Sard)

Sea g : U~ ]RN suave ; U ¢ Rm, abierto.
Sea C = {x € U/ rango g' (x) < N}
entonces HL(G(C)) = 0. (y: medida de Lebesgue)

Proposicidn 2.2.

Sear. W, V variedades de dimensidn m y n respectivamente.
(m > n). €fea g: W > V suave y consideremos z € V un valor regular de g.
gu

Entonces g-l({z}) ¢ W es una variedad suave de dimensidn m-n.

Con la suavidad necesaria para f obtenemos G € C2(IiN x R),
y por lo tanto, el teorema de Sard nos asegura que la medida de Lebesgue

de G(C) es nula.

Por otro lado, la importancia de la proposicién 2.2. radica en
2]l siguiente hecho: si v, € Il se elige de modo que 0 es un valor recu
lar de G(u,A), entonces la curva de homotopia r = G_l({O}) que nos inte
resa, e€s una Cl— variedad de dimensidn 1; es decir, I consiste de arcos
suaves o curvas cerradas difeomorfas a un circulo. Ademds, una vez ele
gido Uy @ ofl, la probabilidad de que 0 sea valor regular es bastante al
ta puesto que los valores criticos de G constituyen un conjunto de medi

da nula.

Suponemos en lo que sigue que el conjunto abierto acotado Q ¢
*i.Me uaa trontera ol convexa y suave. Se supone también que f verifi -

e 90 las siquientes condiciones de frontera de SMALE:
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(2.16) f'(u) es invertible sobre 9f.

Una de las siguientes se cumple:

-1
(2.17) (f'(u)) fu) €, ¥ué€ N

0

(2.18) Frw) T rw) e vue an.

De acuerdo a esto se enuncia a ¢ »ntinuacidn el teorema mis rele

vante para el objetivo del método:

Teorema 2.1.

N

Sea f : O » RY de clase C? tal que f cumple las condiciones de

SMALE (2.16)-(2.18).

Sea u, € o1 tal que 0 es valor regular de G(u, A) =
fu) - Xf(uo). Entonces:
existe una curva [(s) de clase Cl, solucidn de (2.11), (2.13) sobre
s € [0, 5], que comienza en (u(0), A(0)) = (uo, 1), y que termina en

(u(s), A(s)) donde:
max || £(x) |

u(s) € 3N ; A(s) < 0; | X(§)[ < X.e L
min | £(x) “
x € 3R
Demostracidén: Ver KELLER [6]: ‘Teorema 2.4.

Como corolario inmediato del teorema 2.1 observemos que debido
al hecho que A(0) = 1>0 y A(s) < 0, existe un nimero impar de puntos

sy €10, s[ tales que X(sj) = 0, y por consiguiente f(u(sj)) = O.
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Es importante notar que la condicidn 0 valor regular de G impli

. 3G . -

ca que la matriz jacobiana STéEi%l tiene rango N para todos los puntos
14

(u,A\) € T. En efecto, se tiene el siguiente resultado:

Proposicidn 2.3.

sea f: > RN de clase C? tal que f verifica las condicicnes

de SMALE (2.16)-(2.18). Sea u, € 90 tal que 0 es valor regular de G de

0
finida por G : naN x R~ IQN; G(u,A) = f(u) - Af(uo). Entonces existe
una curva [ de clase Cl, solucidn de (2.11), (2.13), a través de la cual
se cumple
(2.19) rango 9 Glu,d) _ N; ¥(u,A) e T.

d(u,)

Demostracidén: La primera parte es consecuencia inmediata del teorema

2.1.

Sapongamos que existe (u,X) € T tal que rango
d G(u,\) _ < N-1. Entonces (u,A) es un punto critico de G.
d(u,A) (u,X)

Ademds, es claro que G@u,\) =0 (porque (G,X) € T'). Sin embargo, esto

contradice el hecho que 0 es valor regular de G.

Nota 2.2. Debido a la condicidn (2.19) de proposicidn 2.3, la curva [
dada en el teorema 2.1 se llamard curva regular o trayectoria de homoto
pia regular. Sin embargo, no debe olvidarse que la conclusidn de dicho
teorema sdlo ocurre si uy € ) es tal que 0 es valor regular de G. Por
lo tanto, la pregunta obvia es: <dPara qué valores ug € o) puede asegurar
se, que 0 es valcr regular de G(u,A) = f(u)-kf(uo)?. La respuesta la da

el siguiente resultado obtenido por PERCELL [9]:
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- W L
Sea £ : &L+ R de <ol tal que £ cumple .as condiciones de

SMALE ‘2.1l0)=(2.18). Supong. ademdsz < ue:

i) rango f£'(u) » N-1, ¥ u € i con f(u) = O.
ii) f{u) = 0, para & lo mi3s un nimerc contable de elementos en ‘i.

-

Entonces, existe B ¢ 208, <or roidida de B nula (relativa a df),

tal que ¥ u, € (d-B}, 0 es vaior regui e G

Demostracién: Ver PERCELL [¢].

EBn resumen, el teorema 2.l. junto con la ayuda de la proposicidn

-

2.4 nos aseguran que la trayectoria de homotopia regular U definida en
{2.9), conduce a al menos una ralz de (2.1}, para casi todos los U, e i,
Pzr lo tantso, el objetivo serd avanzar a través de [ hasta detectar un
cambio de signo en A, lo cual indicard la proximidad de una raiz de {2.1).

La forma de hacer este recorridc es tratada en la sigquiente seccifn.
2.1.3. Calculo de Trayecstorias.

Un procedimiento obvio para aproximar la curva ! es resolver me
diante un método de integraciln nunériza el sistema de ecuaciones diferen
ciales crdinarias no lineal {2.i1Y, (2.33) con 1a cendicidn inicial {uiJ),
M)y = {uo,l}. Una primera dificultad con estc es que el sistema de ecua
ciones no estd en forma estindar. Sin embargc, puede demostrarse que U{e)
v i(s) se despeijan de (2.11), {2.13) en funcidén sdle de uls). Este es pre
cisamente el objetivo de las siguientes dos proposiciones. Para ello su-

pongamns primerc que u. € & se ha slegido de modo gque O es valor regular

0]
de 4; asi, las hipbdtesis de Teorema 2.! ocurren.
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Proposicidn 2.5.

sea I'(s) = {(u(s), A(s)) € R" x R/G(u(s),\(s))= 0} la trayecto

ria regular de clase Cl con tangente (ﬁ(s), A(s)) definida por (2.11) y

(2.13). Entonces, la matriz:
£'(u(s)) -f(uo)
(2.20) A(s) = es invertible
2 uT(s) 2 X(S)
para todo (u(s), A(s)) € I'(s).
Demostracidn:
Sea (u(s), A(s)) € T'(s) y notemos J(s) = f'{u(s)). La demostri

cidn se separa en dos casos segin J(s) sea singular o no.

i) Supongamos que J(s) es invertible. Entonces, puesto que:

J(s) 0 I -3d) £(ug)
A(s) =
.T
2 u (s) 1 0 2 d(s)

con d(s) = i(s) + ﬁT(s) Jz%) f(uo), vemos que A(s) es no singular si

y sblo si d(s) # 0.

Por otro lado, si X(S) = 0, entonces de (2.13) resulta f£'(u(s))
u(s) = 0, y como f'(u(s)) es invertible se obtiene u(s) = 0. Asi,
la relacidn (2.11) no se satisface, lo cual es una contradiccidn.
Luego, necesariamente debe tenerse i(s) # 0. Ademids, de (2.13) se

despeja

-1 ) 4
3(3) £ug) = ¥t
y de (2.11) se tiene:
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ii)

6”(5) u(s) = 1 - (X(s))z-

Por lo tanto:

)2 1

d(s) = A(s) + dT(s) _._L_l(s)_. = A(s) + (1 E“(S)

= # 0.
A(s) A(s) A(s)

Esto prueba que A(s) es invertible.

Supongamos ahora que J(s) es singular. Esto significa obviamente

rango J(s; < N-1. Puesto que

3G, = [£'(u(s)), - f(u)] vy dado que
a(u,r)
(u(s),A(s))
rango 2—9154ﬁ1—= N, ¥ (u,A) € T, se concluye que rango f'(u(s)) no
du,r)
puede ser inferior a N-1; asi rango J(s) = N-1.

Ademas, f(uo) no pertenece al recorrido de J(s). En efecto, si

f(uo) estuviera en dicho recorrido entonces

é—E!BLAL = [J(s), - f(uo)] tendria rango < N-1, lo
d(u,\)
(u(s),A(s))

cual contradice el hecho que (u(s),A(s)) e TI.

Por otra parte, A(s) no puede ser distinto de cero ya que en tal

caso, de (2.13) resulta:

a(s
f(uo) = J(s) .( ) ., lo que contradice el hecho que f(uo) é

A(s)

Rec J(s). Asi, necesariamente A(s) = 0, y de (2.13) se obtiene:

(2.21) J(s) u(s) = 0

Ademds, como rango J(s) - N-1, se deduce dimensidn (Ker J(s))=1

De esto y de (2.21) se concluye que Ker J(s) es generado por U(s)
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Ahora, consideremos el sistema homogéneo

R N
A(s) = 0, con (R,&) ER xR
£
Esto es:
J(s) ~f(uo) R 0
(2.22) =
.T
2 u(s) 0 £ 0
o bien:
(2.23) J(s) R - § fluy) = 0
(2.24) 24%(s) R= 0.

Recordando nuevamente que f(uo) ¢ Rec J(s), se deduce de (2.23)
que £ = 0. Asi queda J(s) R= 0, esto es R € Ker J(s). Luego, existe
K€ R tal que R =K u(s). Reemplazando en (2.24) obtenemos

.T . .
2 Ku (s) u(s) = 0. Como u(s) # 0, se concluye K = 0 y por lo tanto
R = 0. Esto prueba que la Unica solucidn del sistema homogéneo (I 22

es el vector nulo. En consecuencia, la matriz A(s) es no singul.r.

Nota 2.3. De la demostracidn de esta proposicidn se extrae que f'(u(s)®

es singular para algin (u(s), A(s)) € T ssi A(s) = 0 y u(s) es un ?b o

e . -, L] 2 * -—
ciado al vp nulo de f'(u(s)). Ademas, la relacidn |Iu(s)[] + ’A(s)[ =
impone sobre u(s) la restriccidn adicional "6(5)1]= 1.

La proposicidn 2.5 nos permite demostrar el siguiente resultado:

Proposicidn 2.6.

Sea (u(so), X(so)) un punto de la trayectoria regular . Enton

. . 1
ces existen funciones R(u), £(u) de clase C° tales que:
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c.
0
o
|

= R{u(sy))
(2.25)
E(u(s)).

>
144]
I

Demostracidn: Consideremos de (2.11) y (2.13) las funciones:

(2.26) Hl(u,ﬁ,A) = f'(u)u - A f(uo) = 0
(2.27) H?(u,d,i) = |l a])? + ]i!z -1=0
Entonces:
£ (u) -f(uo)
8(H1,H2) )
d(u,A) .
2 4T 2 A

En particular para (u(so), X(so)) € T resulta

f'(u(so)) —f(uo)

—_— = = A(so)

) (a(s) A (s))

| 2 ﬁT(so) 2 A(s.)

Luego, aplicando proposicidn 2.5 se deduce que

B(Hl,Hz)
—_— es invertible.

d(u,A)
(u(so),k(so))

Por lo tanto, del Teorema de la funcidn implicita se concluye que

podemos resolver (2.26) y (2.27) para Unicas funciones R(u), £(u) de clase

Cl tales que



ﬁ(so) = R(u(so))

Als,) = E(u(so)).

Ademds de lo dicho en la proposicidén anterior, el Teorema de la

funcidn implicita asegura que existe & > 0 tal que la solucidn de:

u(s) = R(u)
(2.28)

&(s) = £(u) que pasa por (u(so), A(so)), define
para Is—sol < §, un arco de soluaciones de (2.11), (2.13), la cual puede

continuarse hasta que A(s) de (2.20) lleque a ser no singular. Sin em-
bargo, la proposicidn 2.5 nos asegura que esto no ocurrird sobre una tra
vectoria regular. Por lo tanto, un procedimiento numérico apropiado pue

de usarse sobre (2.11), (2.13) para construir completamente la curva TI.

Para empezar, la integracidén se despeja de (2.11) y (2.13) obte

niéndose:
X - -1
(2.29) AO) =+ [1+ || £ ()] ! £ (ug) 12,71/2
. N -1
(2.30) u(0) = A (0) [f|(u0)] f(uo)'

El signo en (2.29) se elige de modo que u(0) esté dirigido den-
tro de §) desde uy € 0. Para efectos pricticos, la eleccidn del signo
en (2.29) sdlo indica en qué direccidn se empezara a recorrer [ para ha-
llar raices de f. Por lo tanto, desde un punto de vista computacional,

es el usuario quien proporciona la direccidén inicial.

Por otro lado, es importante comentar que frecuentemente los mé
todos numéricos estandar aplicados al sistema (2.11), (2.13), presentan

algunas dificultades como errores de truncacidn y errores de redondeo.
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El primer inconveniente puede salvarse si se toman pasos pequenos, pero
esto acrecienta el segundo. Un modo simple de solucionar en parte estos
problemas es usar (2.12) periddicamente para retornar a la trayectoria T
v asi no dejar que la integracidn numérica de (2.11), (2.13) nos lleve

demasiado lejos de la curva.

En definitiva, puede afirmarse que esta técnica resulta muy efec
tiva para una gran clase de problemas. El procedimiento que sugiere KE-
LLER [6], vy que se describe a continuacidn, pretende ser alin mids eficien-

te para una clase mids amplia de funcione..

Especificamente, se supone conocido un punto (?n’ An) sobre la
trayectoria ' v el correspondiente vector tangente (ﬁn,Xn). Estos vecto
res deben satisfacer (2.11), (2.12) y (2.13). Entonces, el objetivo es
buscar otro punto (v,f) sobre I' resolviendo el siguiente sistema no lineal

de orden N + 1:

(2.31) G(v,E) = f(v) - & f(ug) = 0
.T :
(2.32) N(v,E;0) = uy (v—un) + An(é—kn) - 0= 0.

La siguiente proposicién muestra que efectivamente v y & pueden

despejarse de (2.31) vy (2.32), para !O] suficientemente pequeio.

Proposicidn 2.7.

Sean (unzxn) ely (ﬁn,kn) su vector tangente tales que satisfa
cen (2.11)-(2.13). Entonces existe ¢ > 0 tal que v y £ pueden despejarse
de (2.31) y (2.32) en funcidn de O, para IO[ < 8.



Demostracidn:

Notar que con 0 = 0, se obtiene de (2.31), (2.32) (v,&) =

(un,Xn). Ademas, es claro que (v,§) # (un,kn) para ¢ # O.

Por otro lado, la jacobiana de (2.31)-(2.32) estd dada por:

£ (v) -f(uo)
9(G,N) _
o(v,&) .
o A
n n
Luego:
') -f(uo)
J(G,N) _
3(v, B
(v,8) (a A ) _
a A
n n
Y
£'(u) -£ ()
d(G,N) _ 1 _ 1 Ly
3(v,&) T2 T2 ’A(bn)'
(unrkn) T .
2 u 2 An
n
donde hemos supuesto (unlkn) = (u(s,), X(Sn))-
Asi, aplicando proposicidn 2.5 se deduce que
'3(G,N) es distinto de cero.
a(vIE)

(u_,A)
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Por lo tanto, utilizando nuevamente el Teorema de la funcidn
implicita se concluye que existe § > 0 tal que con O como pardmetro,
(2.31) y (2.32) definen un arco (v(o), £(0)) de T para |o| < §. En
otras palabras, existe una vecindad de (un,kn) en la cual vy ¢ de T

pueden despejarse de (2.31) y (2.32) en funcidn de 0.

En consecuencia, la regla consiste en generar una sucesidn de
arcos, como se indica en la proposicidn 2.7, cambiando cada vez el punto
(u,,A,) v el vector tangente asociado (ﬁn,kn). Observemos tambié@n que

(2.32) es la condicidn que (v,£) permanczca en el plano m(0), normal al
(g ,A,) - Ademds (2.31) establece que (v,£) sea el punto de interseccidn

de T con m(g). Una interpretacidn geométrica de esto se esquematiza en

la siguiente figura:

/ (C\n:):n)

Para calcular (v,&) de (2.31)-(2.32) usamos el método de NEWTON-
RAPHSON con punto inicial:



(2.33)

1}
>~
=]

+
Q
> e
=]

&0

el caue satisface claramente (2.32). La importancia de elegir (VO,EO) €
T (0) radica en el hecho que como (2.32) es una restriccidn lineal, todas
las demd@s iteraciones de Newton permanecen en T(0). A este respecto se

dispone del siguiente resultado:

Proposicidn 2.8.

Sea (v_,& ) la sucesidn generada por Newton Raphson para el

m "m‘'m € IN
sistema (2.31)=-(2.32) con punto inicial dado por (2.33). Entonces:

i) N{v . Em; 0) =0, ¥ymeEN
ii) (2.34) Vs 1o Vi + (Av)m
(2.35) £, =&+ (8)
donde:
f'(vm) -f(uo) (Av)m : —G(vmrim)
.T N
u, Xn L(Ai)m 0
Ademis, si f'(vm) es no singular, puede escribirse:
ﬁg 2
(2.306) (Ai)m = .
-T
u’ Y + A
n n
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(2.37) (M), = (B&) ¥ - 2

con:

(2.38) f'(vm) Y = f(uo)

(2.39) f‘(vm) Z = G(vm, Em)

Demostracidn:

1) Por induccidn sobre m. Para m= se tiene:

.T N
N(VO,EO;O) = u (vy - u) + Kn(Eo - An) -0c

It

T . .
u (cu) + An(O An) -0

2

.T . N
=0 [un Y * Xn] -0

. 2 N
o tla |+ A J21-0=0"1-0=o0.

Supongamos que N(vm, &m;o) = 0. El esquema de Newton-Raphson
para (2.31)-(2.32) establece:

Vo4 1o v + (Av)m
gm + 1= gm + (Ag)m , Ccon:
f'(vm) -f(uo) (Av)m -G(vm, &m)

u A (AE) -N(v_, £ ;0



Puesto que N(vm,im; 0) = 0, la 4ltima ecuacidn queda:

\iz (Bv)_ + A'n (88) = 0

Luego:
N £ ; 0) =l ~uw) + A (€ -A) -0
Vs 17 Sp + 1’ T Vn+ 1 " Un n' °m+ 1 n
= dl(v + (Bv) -u )+ A (6 + (AE)_ - ) -
- un(vm (Bv P ( g)m n o
= GTAV)_ + A (M) + aS(v_ - u) 4 A(E - A) -
=uBvig n m un(vm un) n gm n) o
= N(Vm,gm; o) = 0.
Esto completa la induccidn y prueba i).
ii) El sistema lineal para (Av)m y (A&)m puede escribirse:
(2.40) f'(Vm)(AV)m = f(uo)(Ag)m = -G(legm)
.T °
(2.41) u, (Av) + An (A£)m =0

Despejando de (2.40) queda:
Avy = (BE) [E£'(v)1 T fuy - (£ (w1t £)
(Bvy = ( €)m v (uy v, Gv &
esto es:

(v) = (Ag)m Y -2
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Reemplazando en (2.41) obtenemos:

.T : _
u [(A8) Y - 2} + A (A§) =0

O bien:
.T % .T
(A&)m [un Y + An] = U Z
de donde:
dz z
(AE) =
m at v o+ A
n n

lo que completa la demostracidn.

Nota 2.4. De gran relevancia es la distancia \O| la mis grande para la
cual (2.34)-(2.35) convergerd a un punto sobre I' que verifique (2.31)-
(2.32). Esto es importante, ya que mientras A no sea cercano a cero es-
taremos interesados en avanzar ripido a través de la curva de homotopia.
Al respecto, KELLER menciona en {6] una alternativa para 0, la cual re-
quiere del cilculo del nimero de condicidn de la matriz A(s) definida en
(2.20). Puesto que esto es muy caro, nosotros sugerimos en seccidn 2.3
un Esquema de seleccidn automidtica del paso 0, el cual se basa en una

idea de ALLGOWER {1}.

Después que la raiz (v,£) de (2.31)-(2.32) es obtenida, se nece
sita calcular (0,&) para poder sequir el proceso empezando ahora desde
(v,£). Para ello recordamos que (v,£) pertenece a [ y por lo tanto debe
verificar (2.11) y (2.13); esto es:

fr(v)v - & fluy) =0

19 1F + 12]% = 1




G7

Estas ecuacicnes se resuelven facilmente para el casc £ (v)

invertible formando:

(2.42) £ (v) ¢ = f(uo)

L
(2.43) £ =+ [1+ ||¢!|2} 2
(2.44) v = g o

Ahora, el vector (v,§) iebe verificar:

(2.45) <@ A, (VB> =d v+ A E >0

va que con ello se asegura un avance positivo en la curva de homotopia.
Es decir, el angulo entre los vectores tangente debe variar entre 0 vy
m/2. De acuerdo a esto, el signo en (2.43) se elige de modo que (2.45)
se satisfaga; esto es:

v+ié=é(ﬁg¢+iﬁ)>o.

(2.46) u N

Notemos que la Ultima interaccidn descrita en proposicion ?

implica que Y de (2.38) coincide con ¢ de (2.42); luego, no se reguier.i

- - - .. .T
cdlculos adicionales para obtener ¢. Ademds, la expresidn a ¢ + T

.T N I . . . . . .
un Y + An utilizada en (2.46) se obtiene también de la Gltima iteracidn

en el denominador de (2.36).

Por otro lado, si f£'(v) es singular entonces como (v,£) e T

recurrimos a la demostracidn de proposicidn 2.5 o a Nota 2.3 para recor-
. . N

dar que en tal caso resulta £ = 0 y v es el vp de f£'(v) asociado al vp o

que tiene norma 1. Ademis, el signo de v se elige de modo que (2.45) se

.T .
satisfaga, esto es: u, v > 0.
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El comentario anterior visualiza una cualidad mis del método de
Keller en el sentido que Jjacobianas singulares no afectan la aplicacidn
del algoritmo; en otras palabras, la curva [ puede pasar sin problemas
a través de regiones con Jjacobiano de f nulo. Por lo tanto, al contrario
del método de Newton, el algoritmo de Keller si puede hallar raices u* de

f con |[f'(u*)| = o.

Finalmente, despu&s que se obtienen (v,§) y (G,é), se usan para
reemplazar (unlkn) % (ﬁnfkn) en (2.31)-(2.32), y se procede a calcular un
nuevo punto de I'. El proceso se sigue hasta detectar un cambio de signo
en A. Una vez localizada la ralz, KELLER [6] sugiere hallarla exactamen-
te utilizando un esquema de tipo método de la secante. Nosotros propone-

mos en seccidn 2.4 un esquema alternativo bastanta simple que se basa s&-

lo en una disminucidn ponderada del paso O.
2.2. ALGORITMO.

El objetivo de esta parte es detallar cada uno de los pasos que
deben seguirse en la aplicacidn del método de Keller descrito en seccidn
2.1.

N

Sea f: R~ ~» E{N de clase C2. Se desea resolver el sistema no

lineal f(u) = 0. Para ellos se considera un vector inicial GO € E?N Y

se define la homotopia:

G(u,\) = f@) - A f(ﬁo).

En el esquema de Newton Raphson de proposicidn 2.8 consideramos
una precisidn € que debe alcanzarse en un namero miximo de iteraciones
dado por M. Ademds, el paso O se considera fijo a través de todo el pro
ceso. Sin embargo, si se excede el niimero de iteraciones M en (2.34)-
(2.39) v no se satisface el requerimiento de error €, entonces se dismi-
nuye el paso O en un 50% hasta una cierta tolerancia Onin’ Y S€ reinicia

in
el proceso iterativo.



También se introduce un paré@metro P que indica el nimero mdximo

de puntos a determinar sobre la curva [ hasta localizar una raiz de f.

Paso O.

Paso 1.

Paso 2.

El algoritmo es el siguiente:

Definir Go erY, e>0; MeIN; PEN; 0>0; 0, >0
min

Definir una direccidn de blisqueda SIG € {-1,1}.
Definir la funcidn G(u,X) = £f(u) - A f(u.).

0

Definir (uollo) = (Gorl)-

Calcular ZO del sistema lineal f (uo) ZO = f(uo).
. 2 -1
Hacer: A, = SIG | 1 + [[ 2]
uO = AO ZO
Definir n = 0.
~N
2.1) Hacer 0 = ©
2.2) Calcular (vy:€g) = (urA) + 0 (dn,xn).

Hacer m = Q.

2.3) 8i f'(vm) es no singular ir a PASO 2.4

Si £'(vy) es singular calcular (Av)m y (AE)m

del sistema lineal:

99
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~ ~ A~

- gi T > €, m+ 1 hacer 0 = ¢/2

m+ 1
e 1r a PASO 2.2.

It
=
I-<
Q
\4
<

- Qi > - .
SiT,,,2€ m+1=Myo0<0,. » 1ra PASO 8.
Paso 3.
Definir (un + l'xn + l) = (vm + 1,§m + l)
- Si f'(vm) es no singular ir a PASO 4.
e e . _ .
si f (vm) es singular, hacer An + 1 0 y calcular un ‘1
como el Gnico vp de f‘(vm) asociado al vp 0, gque tiene norma
T .
R >
1l vy que verifica u, u 1 0.
Paso 4.
.T N
Recuperar de PASO 2.4 el vector Ym y el escalar un Ym + An
o7 . . ' 2 -1/
- i > = <
siua, Y + A, >0 entonces calcular A , = (1+ vy il
T . B > =172
- gi 1] + < = - |
siu Y An 0 entonces calcular An 1 [1+ | Ym|] ]
Calcular u , 4 = An + 1 Ym e ir a PASO 5.
Paso 5.

- Si A A

< 0, ir a PASO 7
n n+ 1-

- g1 > i
si An An + 1 0, ir a PASO 6
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Paso 6.
- Sin+1<P, hacern=n+ 1 e ir a PASO 2.
- Sin+1=P, ir a PASO 9.

Paso 7.

En el segmento de la curva de homotopia que une los vectores

(un,An) con (u 1) existe una raiz de f. Una vez que se ha

A
n+ 1" "n+
calculado dicha railz, existen dos posib:iidades: terminar el proceso,
o bien reiniciar la blisqueda de una nueva raiz. En este Giltimo caso

se define:

(Wgrhg) = (U, ;oA 4 1)

(uO,AO) = (u, , l'xn + 1)r se hacen

0 y se va nuevamen

te a PASO 2.

Paso 8.

A

A partir del vector (un,An) y con un paso 0 € [omin,o], no ha
sido posible hallar un punto (v,§&) en I con una precisidn €. El1 método

falla y luego se detiene el proceso.
Paso 9.

Se han localizado P nuevos puntos sobre [' y no se ha encontrado
en ellos ningin cambio de signo en A. Existen aqui dos posibilidades:
terminar sin éxito el proceso o bien incrementar P, hacer n = n + 1 e ir

a PASO 2.
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Nota 2.5. A modo de observacidn podemos comentar que en todos los ejem-
plos numéricos que realizamos, algqunos de los cuales se detallian es sec-
cidn 4, la eleccidn € = 10_6 y 0 € {0.1,1] tuvo un buen comportamiento.

M3s alin, en la mayoria de los casos, el niimero de iteraciones de Newton-

Raphson para resolver (2.31)-(2.32) fue inferior o igual a 3.
2.3. SELECCION AUTOMATICA DEL TAMANO DEL PASO.

El proceso descrito en PASO 2.6 del algoritmo anterior constitu
ve, en realidad, una especie de seleccidn automatica para O. Sin embargo,
cada modificacidn del paso se :ecaliza una vez que se han hecho las M ite-
raciones permitidas. Ademis, ello sblo contempla una disminucidn en su
valor. Nosotros proponemos aqui un esquema similar al de ALLGOWER [1],
el cual requiere sblo dos iteraciones para detectar si es necesaria una
modificacidn en el tamafio del paso. También permite no sdélo una disminu
cidn, sino que eventualmente, un incremento en el valor de 0. Esto Glti
mo se justifica, por ejemplo, cuando el vector tangente en un punto de la
curva coincide o estd muy cerca de dicha trayectoria en un tramo relativa

mente grande.

Sea 0 > 0 un paso inicial y € la tolerancia requerida para :i..
puntos de I'. Consideremos O <al<u2< 1 dos factores de contraccidn vy

Omin’ Omax los tamafos de paso minimo y permitidos, respectivamente.

Entonces, el proceso de selecciln automatica de U estd implicito
en el reemplazo del PASO 2 del algoritmo de seccidn 2.2 por el siguiente

esquema:

Paso 2.

-

2.1) Hacer 0 = 0J.
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2.2) Calcular (VO,EO) = (un,Xn) + o(ﬁn,in).
Hacer m = 0. Ir a PASO 2.3.

2.3) Realizar PASO 2.4 dos veces hasta obtener (vl,gl) y
(v2,52). Ir a PASO 2.5.

2.4)
2.4.1) si f'(vm) es no singular ir a PASO 2.4.2.

Si £'(vy) es singular calcular (4v), vy (A§) ~ del

sistema lineal siguiente:

£'(v) -f(ﬁo (av) =G (v /&)
.T X -
un An (Ag)m 0

Ir a PASO 2.4.3.

2.4.2) Resolver los sistemas lineales:

£'(vy) Y = f(GO)
f'(vm) 2, = G(vm,Em)
Calcular:
i, 2,
(AE)m = T Y . i ; (Av)m = (AE)mYm - Zm
Yn *m n
2.4.3) Hacer:
vm + 1 = vm * (Av)m
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gm + 1 - gm * (Ag)m'
2.5) Calcular: wy = H (vl,gl) - (vO,EO) H
wy = || (Vi€ - (vsEp ]

Ir a PASO 2.6.

>

oas S _ .
2.6) Si W, a2 Wy Y g > Omin' hacer © g/2 e ir a PASO 2.2.

- si > < i
Si w, G, Wy ¥y 02 Omin 1r a PASO 8.

A

h 0 = Mi i
acer Mln{20,omax} e ir a

=
a»
A
Q

- S1 w2 < QO

PASO 2.2.

A\
Q

- 81w, < G, Wy ¥y O o bien, si Qqwy < Wy < O,Wq,

ir a PASO 2.7.

2.7.1) Hacer m = 2
2.7.2) Realizar PASO 2.4 y volver.

/€ o

2.7.3) Calcular Tm m+ 1'%m + 1

.17 lew

e < .
2.7.4) -Si Tm + 1 € ir a PASO 3.

-Si T > ¢, hacer m = m+ 1 e ir a PASO 2.7.2.
m+ 1 -

Nota 2.6. Conviene hacer notar que las modificaciones explicadas en PASO

2.6 sblo se permiten en un sentido al realizarse mias de una vez; esto es,

~

si la primera alteracién sobre ¢ fue una biseccidén, entonces las restan-
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tes, si las hay, también serdn disminuciones en el tamano del paso (De
manera analoga si inicialmente se efectud un aumento del valor). Obvia
mente se impone esta restriccidn con el objeto de evitar loops en la se

leccidn automética de O.
2.4. LOCALIZACION EXACTA DE RAICES DE f SCBRE T.
Como ya se ha explicado en seccidn 2.1, el método de Keller ge

€ N
tes vectores tangente (ﬁn'Ah)' Cuando * cambia de signo entre dos vec-

nera una sucesidn de puntos (un,)\n)n sobre con sus correspondien
L]

tores consecutivos (u ,A) vy (u ), entonces una raiz de

A .
n+ 1" n - .
f(u) = 0 permanece sobre el arco de I entre estos dos puntos. Una pri-
mera alternativa para hallar esta raiz es obviamente utilizar un método
de tipo convergencia local, por ejemplo Newton-Raphson, con el punto ini

, u + u . . . .
cial n n+ 1 . Sin embargo, nada permite asegurar a priori que es

2 - - . ) . .
te proceso convergera, mas aun si el jacobiano de f es cercano a cero en

esa regidn.

Ahora, si (u An + 1) se calculd a partir de (un,An) con un

R n+ 1’
paso O entonces el arco (v (0), £(0)) definido por las ecuaciones:

(2.47) G(v,E) = £(v) - £ £(uy) =0

.T
(2.48) N(v,§;0) = u  (v-u ) + An(g-An) -g=0

A

con € [0,0], contiene la raiz u* de f. Por lo tanto, necesitamos sdlo

hallar C* € [0,0] tal que £(0*) = 0 y asi u* = v(g*).

Para ello presentamos a continuacidn una técnica alternativa

que generaliza el método de la secante sugerido por KELLER [6].

Sean (un,xn) Yy (un + 1'An + l) los puntos de ' entregados en el

PASO 7 del algoritmo. Suponga que g @s el paso requerido para hallar el
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segundo vector a partir del primero. Luego, Ankn + 1 < 0 y para el arco

definido en (2.47) y (2.48) se tiene:

(v(0), &(0))

il

(unl )\n)

~ ~

(v(9), § (0))

(un + l'An + 1)'

Con el objeto de localizar mas exactamente la raiz se determinan
K nuevos tamanos de paso Jj' j = ITE, sobre [0,0], y luego se empiezan a
calcular los vectores (V(Oj), Q(Uj)) desde j = 1 en adelante hasta detec-
tar el primer cambio de signo. El proceso se reinicia con los nuevos vec
tores que presentan esta caracteristica,Ahasta satisfacer un requerimien-

to de error del tipo: max {|§(0)] ; [E(o)]} ]If(ao)|L < €.

Una primera posibilidad para los valores oj es una distribucidn

. ~ o] .
uniforme sobre [0,0], esto es, oj = j T3 Sin embargo, ello no con-
sidera la informacidn proporcionada por los valcres £(0) y £E(og). A ob-

jeto de tomar en cuenta esto Gltimo, sugerimos elegi; Oj como la raiz de

JEO, o 6, x+1- g 20O

la recta que une (O, Un ejemplo gr&

K+1 K+ 1
fico de esto, para K = 2, se aprecia en la siquiente figura:
€ (o)
A
£(0) 1
£(0)
K+1

01 02

\} £(5) /K+1

£(0)
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(2.49)

Un cidlculc ficil revela que:

j £ o .
g. = - aredi] = I,K-
3 TFE@ - (xk+1-3) E@©
De aqul se observa que si ii(O)! = IE(O)| entonces se obtiene

la distribucidn uniforme para Gj' Ademis, el caso K = 1 no es mds que

el método de la secante.

Paso O.

Paso 1.

Paso 2.

Paso 3.

De este mcdo el algoritmo de lccalizacidn es el siguiente:

Defina K € IN y una tolerancia € > 0.

Indique el valor ©

Defina (v(0), £(0)) = (u_,A )
(v(a), ;(0)) = (Un " 1:An . 1)
(v(0), £(0)) = (unlkn)
Defina OO =0y K+ 1
Calcule 0. = 5 (00 = ;3 =1,K
JEQ) - (K + 1 - 3J) £(0)
Haga j = 1.

3.1) Encuentre el vector (v(oj),g(oj)) solucidn del siguiente

sistema no lineal en las incdgnitas (v,E£).

G(v,§) = £(v) - & £(uy) = O

N(v,&;oj) = v(0) (v = v(0)) + £(0)(§ - £(0)) - Oj = 0.

Utilice Newton-Raphson con punto inicial dado por
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(v(0)s E£(0)) + 0, (¥(0)s £(0)).
3.2) - $i&(0; _ ) E(05) >0y 3 <K, haga j

It

j + 1y vaya a

PASO 3.1.

[

- si E(Oj - ) E(Oj) >0y J=K, haga j
PASO 5.

k + 1y vaya a

- si E(oj - 1) E(oj) < 0, vaya a PASO 4.

Paso 4. La raiz se ubica en el arco de I' entre los vectores (V(Oj _ 1),

Defina Tj = Max {IE(Oj _ 1)[ ; |€(0j)|} H f(GO)H°°

Si Tj < g, terminar

Si Tj > £, vaya a PASO 5.

Paso 5. Defina:

(v(0), £(0)) (v(oj 1) E(Oj 1)

(v(0), £(0))

(Vo5 _ ), By 1))

Calcule:

g = v(Oj - 1)(V(Oj) - V(Oj - 1))t é(oj - 1)(5(0j) - &(0; _ 1))

Defina:

(v(o), £(0)) = (V(Oj), E(Oj))-

Ir a PASO 2.
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Nota 2.7.

i) Es importante observar que el cidlculo del nuevo U en PASO 5 constitu
ye la respuesta a la siguiente pregunta: <Para qué tamafio de paso
obtengo el punto (v(Oj), €(Oj)) € ' a partir de (v(Oj 1) £(0j 2.
En otras palabras, cudl debe ser el valor de ¢ para que (v(oj), £(Oj))
sea la solucidn del siguiente sistema no lineal:

= 0.

(2.50) G(v,E) = £(v) - & f(uy)

(2.51) N(v,£;0) = v(o, _ 1) (v - v(o,

jo ) T EOy L Ry )

O.
~J
- 0= 0.

Como (V(Oj),E(Oj)) e T', la ecuacidbn (2.50) se verifica. Por lo

tanto, O se despeja de (2.51) al reemplazar (v,£) por (v(Oj), £(Oj)).

ii) TFinalmente, de nuestra experiencia numérica podemos comentar que una

eleccidn conveniente es tomar K < 3.
3. METODO ALTERNATIVO.

-1
Debido a que la curva ' = G ~({0}) se define utilizando sdélo el
punto inicial ug € 02 en la funcidn G(u,A) = f(u) - Xf(uo), y puesto que

a través de ella se genera una sucesidn de puntos (un,x , podemos

n)n >0
tratar de disenar un algoritmo que utilice esta informacidn para avanzar
mis r3pido hasta un vector (u,A) € ' con A = 0. Es decir, la idea que se
plantea es ocupar el punto (un,An) para calcular el siguiente vector sobre
I'y no sdlo de la manera descrita antes, sino que definiendo ademds una nue

va curva a partir de (un,Xn) de la cual sea muy fdcil recuperar puntos so-

bre T.
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3.1. DESCRIPCION DE UN NUEVO ALGORITMO.
Como un primer intento de lograr lo comentado recién, se plantea
un nuevo algoritmo que se basa en lo desarrollado en las secciones anterio

res y en la siguiente proposicidn:

Proposicidn 3.1.

sea 2 € R", abierto y consideremos una sucesidn {u;}n e m ¢ Q
1

tal que ¥n > 0 existe la curva de homotopia Fn = G; ({0}), donde:

(3.1) G. : RYx R » R
(u,A)y ~» G (u,A) = £(u) - A £(u ).

N
y f es de clase C2 sobre R .

Si (uk,kk) e FK _ 1 i ¥Ke {1,...,n} , entonces (u ,& )€ FO, donde
£ = Ank A

n n-1°"""1

Demostracidn: Por induccidn sobre n. Para n = 1 es trivial ya que la hi-

pdtesis se traduce en (ul,kl) € FO'

Supongamos que la tesis es vilida para n. Probemos que tambié&n

lo es para n + 1.

Si (uk,kk) el _ 1P Vke {1,..., n,n + 1} entonces en particular
(uk,kk) eIy _ 17 vke {1,..., n}. Aplicando hipdtesis de induccidén se
deduce que (un,gn) € FO con En = An An _ 1...A1, es decir:
£lu) - &, f(uo) = 0.
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Ahora, (u es equivalente a escribir:

n + 1'An +1) € g

f(u A f(un) = 0.

n+ 1) "+

Reemplazando f(un) por &n f(uo) nos queda:

fla, 4 1) - An + 1 En £Quy) = 0, lo cual indica que
(un + 1 An + 1 En) € I10’ esto es (un + l'gn + 1) € I10 donde En + 1 -
v 1 M 1= e 1 A A

Esto completa la induccidn.

La proposicidn 3.1 nos sugiere un nuevo método para seguir la cur

va de homotopia FO desde (uo,l) con u, € of.

Suponiendo que (um,Em) € FO’ se define la nueva curva Fm por:

o}

Fm = {(u,\) / Gm(u,x) = f(u) - Af(um)

A partir de (um,l) e Fm se calcula un nuevo punto (um + 17 Xm + 1)

e Fm siguiendo el procedimiento de Keller descrito en seccidén 2. Luego, el

vector (um + l,gm + 1) = (um + 1,Xm + 1N£m) es el nuevo punto sobre FO'
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Graficamente:

Nota 3.1. Conviene mencionar aqui que lo que se espera es que la convergen
cia de (um,gm) a un punto (u*,0) € I'y sea mucho mds rdpida que la sucesidn
generada por Keller. Por otro lado, es obvio que una condicidén suficiente
para la existencia de Tm es que u sea valor regular de Gm' Sin embargo,
determinar cuando ocurre esto iltimo constituye un problema abierto.

Es importante comentar también que la obtencidn de (u

m + l’Am + 1)
=] Fm a partir de (um,l) puede hacerse a través de varios puntos; esto es,
para K € IN, fijo, la idea es generar sobre Fm K nuevos vectores y proyec-

tar el Gltimo de ellos sobre FO'
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Ademds, la direccidn en la que se buscardn los puntos sobre Fm es

t4d determinada por la direccidn del vector tangente (ﬁm,Em).

4. ENSAYOS NUMERICOS.

En esta parte se muestran algunos ejemplos numéricos que ilustran
el comportamiento del algoritmo descrito en seccidn 2. Todos los resulta-
dos fueron obtenidos mediante el programa FORTRAN que aparece en el apéndi
ce y cuyas especificaciones se incluyen en [5]. Los resultados mencionados
aqui y otros adicionales estin explicados detalladamente en la tesis de
HENRIQUEZ [5]. Se utilizd el computador DIGITAL modelo VAX-780 de la Uni-
versidad de Concepcidn, el cual tiene una capacidad memoria aproximada de

3 Mega.

Se considera una funcidn f: I%N - IQN definida por sus N componen

tes:

U = (xl,...,xN) - fi(u) ; 1= 1,N.

La notacidn a emplear es la siguiente:
I': indica la curva de Homotopia

(un,Xn): representa el n-ésimo vector scbre .
(ﬁn,kn): indica el vector tangente a [ en el punto (un,Kn).

On: indica el tamano de paso que permite calcular el punto

(un,kn) sobre I a partir del vector (un _ 1’An _ 1).
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I,: indica el nimerc de iteraciones de Newton Raphson son requeri

das para calcular (un,ln) a partir de (un _ 1’An _ 1) median-

te el sistema no lineal (2.31)-(2.32) con un paso dado por Gn.

£: precisidn requerida para los vectores sobre I' en la resolucidn

de cada sistema no lineal (2.31)-(2.32).
SIG: direccidn en la cual se empieza a recorrer [.

M: nlmero mdximo de ireraciones de N-R permitidas antes de modi-

ficar el tamano cel paso.
0: tamano de paso inicial.

Onin® tamafio de paso minimo permitido.

Orax tamano de paso maximo permitido.

1

o factores de contraccidn para la seleccidn automatica del

\/1[ 2:
tamano del paso.
K: nlmero de vectores a introducir cada vez sobre la lova_- Lon
de la raiz para hallarla en forma mis precisa.
En los ejemplos detallados a continuacién se empled ¢ = 10 y una
direccidn de blsqueda inicial SIG = -1.

Consideremos el siguiente problema de valor de contorno no lineal:

ax _ % (x(t) + t + 1)° ; x(0) = x(1) = 0.

(4.1) ax
at?
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Si aplicamos sobre (4.1) una discretizacidn de diferencias finitas
je O(hz) se obtiene un sistema no lineal en las incdgnitas X, = x(tk), con

t. =k h; kx=1,N; h=1/N+ 1. Si1 notamos u = (xl,...,xN)T, entonces di-

k
cho sistema puede escribirse:

(
_ 1 1 , 1 3
fl(u) = 2xl - X, + §~———————5-(xl + + 1) =0
(N + 1) N +1
_ 1 1 i 3
= — - — + = = -
(4.2) ¢ Fo(u) 2 2x=x, =X, o+ 3 5 (k) + 2t 1) 0; i = 2,N-1
(N+1)
_ 1 1 N 3
f.(u) = 2x_ - x + = — (x4 + 1) =0
N N N-1 2 2
L ® + 1) N N+ 1

Conviene observar que (4.2) tiene una Gnica solucidén u* =

(xI,...,xﬁ)T con x; € [~0.5,0]; ¥ i= 1,N. Este ejemplo ha sido tomado de

COSNARD, MORE f[4].

La tabla 4.1 resume el comportamiento del algoritmo de Keller apli
cado al sistema (4.2) con N = 5. Se utiliza un paso inicial 0 = 0.5 y un

valor minimo Orin = 0.1. La seleccidn del tamafio del paso considera

Tabla 4.1
N=5 0=0.5 6 . =0.1, M= 10 = (1,1,1,0,00 )
( - r Cc = . ’ min - 14 - r uO [ 7 ’ ’
n A A c In®
n n n
0 1.0000 -0.5383 - -
1 0.7457 -0.4776 0.5 2
2 0.5226 -0.4140 0.5 2
L3 0.3314 -0.3504 0.5 2 |
4 0.1714 -0.2901 0.5 2
5 0.0401 -0.2363 0.5 2
6 ~0.0666 — 0.5 2
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€l en un 50% sdlo si el nlmero de iteraciones de N - R

T
(1,1,1,0,0)

una disminucidén de

10. Se obse£

excede de M = El punto inicial elegido es uy =

va aqui que no fue necesaria una biseccidn en el valor de 0 ya que el valor

In no excedid de 2. Por otro lado, el cambio de signo en A ocurre entre los

I', entre los vectores (u5,k5)

la raiz del sistema no lineal.

puntos 5 y 6. Esto indica que sobre la curva

y (u6,X6), existe el punto (u*,0) donde u* es
20.

0.4.

La tabla 4.2 resume la curva para el sistema (4.2) con N Se

= 0.1, © =

0.2 y valores limite O_.
min max

utiliza un paso inicial 0 =

La seleccidn automatica del tamano del paso considera factores de

(-1,-1,...,-1

cidn al = 0.3 vy az = 0.7.

apreciarse que el tamano del paso es aumentado al doble en cada etapa.

El

nto inicial es u,. =

0]

contrac-
T
) . Puede

Mis

alin, la convergencia al correspondiente punto de I se logra cada vez en sd=-

Tabla 4.2
(N =20, 0, =0.1, 0=0.2, 0 = 0.4, o, = 0.3, o 0.7, u_ =
min - max 2 0

(-1,-1,...,-1)")
n A A I

n n n n
0 1.00000 -0.37992 -
1 0.84384 -0.40142 0.4 1
2 0.67871 -0.42499 0.4 1
3 0.50376 -0.45034 0.4 1
4 0.31842 -0.47683 0.4 1
5 0.12235 -0.50387 0.4 1
6 ~-0.08457 -— 0.4 1

lo una iteracidén de N - R.

tido un mayor valor para Oma

Este hecho hace pensar que si se hubiera permi

<! entonces se habria avanzado mas radpido a tra

vés de ' y se habria localizado antes el cambio de signo en A.
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Consideremos ahora el sistema (4.2) con N = 10. La tabla 4.3 mues
. T
tra los resultados obtenidos con u0 = (~-1,-1,...,-1)  y las constantes

Omin = 0.1, Omax = 0.5, al = 0.3, a2 = 0.7. Se observa que la convergencia
a los puntos de ' mediante el sistema (2.31)-(2.32) se logra con I,= 1.

En esta circunstancia de ridpida convergencia, la seleccidn automitica del
tamafio del paso mantiene el valor de ¢, adn cuando se admite que en tal ca-
so seria mds conveniente aumentarlo. Ahora, si se aplica la técnica descri
ta en seccidn 2.4 entre los vectores (u14,X14) y (ulS,Als), con K = 3, en-
tonces al cabo de 3 etapas de refinamiento se han calculado 9 vectores sobre

[y se obtiene una nueva localizacidn par= la raiz dada por los vectores

Tabla 4.3
(N = 10, Omin = 0.1, ¢ = 0.2, Omax = 0.5, al = 0.3, a2 = 0.7, uo =
(—1,—1,...,—1)T)
) !
n An An o, Iqj
i
0] 1.00000 -0.31498 - -
1 0.93678 -0.31727 0.2 1
3 0.80884 -0.32255 0.2 1
5 0.67862 -0.32874 0.2 1
7 0.54574 -0.33577 0.2 1
8 0.47821 -0.33959 0.2 1
9 0.40989 -0.34359 0.2 1
10 0.34076 ~0.34778 0.2 1
11 0.27077 -0.35213 0.2 1
12 0.19990 -0.35665 0.2 1
13 0.12811 -0.36132 0.2 1
14 0.05537 -0.36613 0.2 1
15 -0.01835 -—- 0.2 1
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(u23,X23) 3% (u24,X24). Precisamente, tabla 4.4 muestra estos dos vectores,

y en ella se aprecia una precisidn de 6 digitos decimales.

Para el mismo sistema (4.2) con N = 10, se considera el vector ini-
cial ug = (5,5,...,5)T, el cual estd relativamente lejos de la solucidn exac
ta. Un resumen de las caracteristicas de I' se detalla en tabla 4.5. Aalll
se observa gue con un paso 0 = 0.5 se requieren 33 vectores para detectar el
cambio de signo en A. Ademds, la obtencidn de cada uno de ellos ocupa sdlo

una iteracién de N - R.
Tabla 4.4

(Localizacidn exacta de la raiz, N = 10)

(Uy3.1,5) (Upgrdsy)
~0.043164982 -0.043164815
-0.081577155 ~0.081577000
~0.114485712 -0.114485568
-0.140973574 ~0.140973437
-0.159908693 ~0.159908561
-0.169877199 ~0.169877069
-0.169089980 -0.169089849
~0.155249532 -0.155249397
-0.125355889 -0.125355744
-0.075416532 -0.075416373

1.0 E-10 -1.82 E-7
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Tabla 4.5

(N = 10, o, =0.1, ¢ =0.2, 0 =0.5 a =03, 0 =07 uy=
(5,5,...,5)7T)

n An in o n
0 1.00000 -0.11391 - -
5 0.73935 -0.09491 0.5 1
8 0.60502 -0.08432 0.5 1
11 0.48615 -0.074.9 0.5 1
14 0.38187 -0.06485 0.5 1
17 0.29133 -0.05600 0.5 1
20 0.21358 -0.04779 0.5 1
23 0.14764 -0.04028 0.5 1
26 0.09232 -0.03362 0.5 1
29 0.04628 -0.02794 0.5 1
32 0.00794 -0.02339 0.5 1
33 -0.00344 -— 0.5 1

Esto nos hace meditar nuevamente acerca de la eleccidn de los pa-
réametros C, Omin Yy Omax' Sin duda que al permitir un mayor aumento en el
tamafio del paso se habrian necesitado menos de 33 etapas para hallar una
aproximacidn de la raiz del sistema. Ovbiamente, esta localizacidn habria
sido de mayor longitud. Sin embargo, esto no es ningln inconveniente pues
to que el proceso de refinamiento descrito en seccidn 2.4 nos permite cal-
cular la raiz con la precisidn requerida. En definitiva, debe quedar cla-
ro que la convergencia a la ralz estd asequrada a partir de la existencia
de la curva de Homotopila regular; el valor del tamano del paso sdlo incide
sobre la velocidad con que avanza a través de I'. Al aplicar el proceso de
localizacidn con K = 3, entre vectores (u32,K32) y (u33,l33), se utilizan

4 etapas de refinamiento y se generan 9 vectores mis sobre [. Finalmente
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. - - < -
se situa la raliz entre (u41, 41) y (u42, 42), donde 0 < A41 1.0 E-2 y

o > A4l > -1.0 E-9.

Por Gltimo, con el objeto de observar el comportamiento del método
ante una mala estimacidén inicial, consideramos nuevamente el sistema (2.4)
= (50,50,...,50)T. Los resultados numéricos se muestran

para N = 40 con g

en tabla 4.6. Alll se observa que se requiere un tamano de paso bastante
grande (0 = 30) para llegar en pocas etapas a una localizacidén de la raiz.
Es indudable que con un valor menor para O también se habria hallado el
cambio de signo en A, pero para ello se habrian calculado una mayor canti-
dad de vectores sobre I'. En este {iltimo caso, el desgaste se compensa en
parte con el hecho que la localizacidn final es m3s precisa. No obstante,
debe recordarse que el objetivo no es ubicar una gran cantidad de puntos
sobre I', sino que avanzar a través de ella, detectar rdpidamente los cam-

bios de signo en X y aplicar sobre éstos la técnica de localizacién descri

Tabla 4.6

(N = 40, Onin = 1.0, 0 = 20, Orax - 30, %y 0.3, o, = 0.7, ug =
(50,...,50)T)
n A A o] 1

n n n I,
0 1.00000 -0.00889 - -
1 0.75646 -0.00737 30.0 2
2 0.55641 -0.00599 30.0 2
3 0.39541 -0.00477 30.0 2
4 0.26903 -0.00368 30.0 2
5 0.17294 -0.00274 30.0 2
6 0.10291 -0.00194 30.0 2
7 0.05481 -0.00128 30.0 2
8 0.02456 -0.00075 30.0 2
9 0.00808 -0.00036 30.0 2
10 0.00126 -0.00011 30.0 2
11 -0.00029 - 30.0 2
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ta en seccidn 2.4. Después de realizar 5 etapas de refinamiento, se obtie
nen 10 vectores adicionales sobre [ entre (ulo,klo) y (ull,kll). Al cabo
de este proceso, el vector (u*,0) se encuentra sobre la curva de Homotopla
entre los vectores (u20’A20) Y (u21,K21), cuyas componentes se muestran en
tabla 4.7. Aqul se aprecia que la localizacidn final entrega una precisidn
de al menos 5 digitos decimales. A modo de observacidn final, podemos co-
mentar que con ninguno de los métodos NEWTON, BROWN o BRENT, se obtiene con

vergencia para ug = (50,...,50)T.

Tabla 4.7

(W507420)

A

(uyyr4yq)

~0.012040348
-0.023772311
-0.035184049
-0.046263239
-0.056996920
-0.067371448
-0.077372450
-0.086984780
~0.096192459
-0.104978622
-0.113325455
-0.121214124
-0.128624706
-0.135536105
-0.141925968
-0.147770583
-0.153044786
-0.157721835
-0.161773293
-0.165168891
-0.167876372
-0.169861332
-0.171087034
-0.171514211
~-0.171100838
-0.169801892
-0.167569076
-0.164350517

-0.012042073
-0.023775548
-0.035188706
-0.046269226
-0.057004148
-0.067379828
-0.077381897
-0.086995207
-0.096203783
-0.104990759
-0.113338324
~0.121227644
-0.128638797
-0.135550689
-0.141940966
-0.147785921
-0.153060386
-0.157737624
-0.161789197
-0.165184835
-0.167892285
-0.169877142
-0.171102671
-0.171529603
-0.171115915
-0.169816583
-0.167583312
-0.164364228



W,0r200) (W, A
-0.160090430 ~0.160103545
-0.154728739 ~0.154741189
~0.148200661 -0.148212373
-0.140436231 -0.140447134
~0.131359776 ~0.131369798
-0.120889321 -0.120898387
-0.108935918 -0.108943953
-0.095402890 -0.095409816
-0.080184970 ~0.080190707
~0.063167330 ~0.063171796
~0.044224466 -0.044227575
-0.023218932 -0.023220593

2.0 E-09 ~1.0 E-10
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COMENTARIOS FINALES.

Sin duda que el ejemplo desarrollado en seccidn 4 ha dado suficien-—
te evidencia de las buenas propiedades del método de homotopia. Existen
también otras situaciones numéricas, que no se incluyen aquil por faltz g
espacio, en las cuales se aprecia que el algoritmo de Keller es capaz de ha-
llar secuencialmente varias raices de un sistema no lineal. Un anél.sis mds

detallado y una mayor cantidad de ensayos numéricos pueden encontrazse .. [5].

En resumen, el procedimiento descrito en este articulo, en conjunto
con las variantes propuestas, constituye una excelente alternativa para re-
solver sistemas no lineales de gran tamano, en los cuales se dispone de ma-
las estimaciones iniciales. MAas ailin, las regiones con jacobiano nulo no afec

tan la aplicacidn de la técnica de seguimiento descrita aqui.
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APENDICE

En las 6 paginas siguientes aparece codificado el programa NOLINH,
el cual utiliza el método descrito en este articulo para hallar todas las

raices de un sistema no lineal algebraico de ecuaciones.

El usuario debe agregar una subrutina de lectura que proporcione
todos los datos iniciales para la ejecucidn del algoritmo. Ademés, las fun
ciones que constituyen el sistema no lineal deben definirse en el FUNCTION

F segin indicaciones dadas ahi.

Con respecto al algoritmo de refinamiento, se deja extendida la in
vitacidén a que cualquier lector interesado en el tema pueda solicitar direc

tamente a los autores de este articulo, la codificacidén del mismo.
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DO Jei.nn
DOUBLE PRECISION Un(20),Fo(20),2(10) . Um(L0),DV(Z0) +hn(2)sFr(S1,22), Um(J)eUm(J)+DVU(J)
CSlGuan,SIGuin,5is ,LrPSIm.PSIul . Vu(30),Vnasl ($0),Y X (L0), Y(LO), END DO
SIGNOLn,GML +K,ZNOR,AMIN,PROD.Lnmas]l  Wnor,G.F. Maxil . Mmaxi?,SG, PSIm=PSIm+DPS]
Ers,DPSI.,SUM,Det,SIGo Hn(I)=Wnor
INTEGEK OP END DO
DATA Ers/1E~&/ DO I=l,nn
B8IGND=~1. Umas1(I)=sUm(])
CALL LECTUR(nn.Un,SIGo.SIGCuax,5IGmin Muax 21 ,82,Kn,0P) END DO
GO TO (15.,100),0P PSIml=PS]Im
KkeO ma2
ne0 IF(WNn(Z).GT.a#Wn (1)) THEN
=0 Is=]
Ina0 SIG*SIG/2.
Inde=1 IF(ls .EG.Y)THEN
Lnel, DO I=1,nn
DO I=1,nn Um(I)aUn(l)+SIGelim(])
Fo(l)esF(l.Un,nn) END DO
END DO PEImelLn+SIGHLe
CALL DERIVA(Un.nn,Fe) ms]
DO I=1.NN GO TO 70
Fr(lI,nn+1)=Fa(l) END IF
Fr(l.nn+2)=Fo(]) IF(SIG.GE.BIGmin)GOTO 20
END DO CALL FALLA
CALL ECLIN(FP.nn,2,2,dct) CALL EXIT
2NOLsPROD(Z,Z.n0) ELSE
SI1G=€1Go IF(WN(2).LT.aleWn(1))THEN
IF (In.EG.1) THEN IF(Is.EG.1)G0O TO 40
Lr=0, Iga2
2(nn)=], S1G=2.+510
DO J=1,nn-1 IF(SIG.GT.SIGmax) THEN
Lenn-J SIG=SIGmax
SUMeO, DO I=1,nn
DO Ks_L+1.,nn-1 Um(I)=Un(])+SIG*Umr(])
SUM=SUM+Fm(L . K)#2(K) END DO
END DO PEIm=Ln+SIGeLw
2(L)e(-Fr(L,nn)-BUM)/Fm(L.L) m=]
END DO GO TO 70
R=DSART(PROD(2.2Z:nn)) END IF
DO I=1,nn SIGCeAMIN(SIG,EIGmax)
2(1)=2¢(1)/R GO TO 70
END DO END IF
IF(PROD(Z,Umenn) .LT.0)THEN END IF
SG=~1. 46 DO I=1.nn
ELSE Y2(1)=G(Ymasl.PEIml.Fo,1,nn)
SG=1. END DO

CALL NRAPH(nn.Vm,Ur,PSIm.Ln,L®,Fo,DV.DPSI,Y/Hnor,In,Fer)

6C1



END IF

DO I=1l.nn
Ur(I)=SG22(I)
END DO
ELSE
LesSIGNQO/DSART (1.+2ZNOK)
DC I=l,nn
Ur(l)sLma2(])
EnD DO
END IF
CALL IMPRE(k,nn.Un.Ln,Ur.Lr,SIG/n,msIna,Ie)
us0
Ing=}
Is=0
20 DO I=1,nn
Um(I)aUn(I)+SIGeUm(I)
END DO
PSImuLn+SIGeLm
DO I=1.2
END DO
PElnePElm]
70 CHLL NRAPH(An Ve ,Ur,PSIm,Ln.Lm,Fo,DY,DPEI,Y,.Wnor,In,Fe)
DO J=1.nn
Vmasl(J)sUnc J)+DV(J)
END DC
PEIml=PEIm+DPE]
GO TQ 49
$0 Lnsast=PElml
IF(Lnetnuasl . LT.O0)THEN
nepn+|
CALL IMPRE(L:.nn.Vmasl,Lnmasl,Ur,LP.SIG.nim,Ind,]le)
CALL REFINA(Un,Ln.UP.LP,SIG.kn.Fo.Lnmasl,nn,Ers,k,n)
KaK+]
TYPE &0.char(27),K
o FORMAT('+’,A1,’'(24:5SH’',’ Kaiz #°,12," Desea sevuir?
ACCEPT 200,81
200 FORMAT (ARS)
IF (SI1.EG.’NO’.OR.SI.EG.‘N’) GO TOC 10
Inge2
END IF
IF(n.EQ.2.0R.m.LE.O.2%Mmax) THEN
SIG=2.45IG
IF(SIG.GT.SIGmax) THEN
SIG=SIGmax
END IF
END IF
IF(PRCD(UP,Y,nn)+Lpr.LT.0) THEN
EIGND=-1,

ELSE

(S/N)

c e 8)

GM1eDSGRT(PROD(YXsYZenn))

—
IF (GM1.LT.Eers) GO TO %O [ )
IF{m.GE.Mmax) THEN o
IF(SIG.GE.SIGmin) THEN
Si1G=51Grz.
Ign=]
DO I=1,nn
Um(I)=eUn(I)+SIGeUm(I)
END DO
PSIm=Ln+SIGeLP
m=]
GO TO 70
END IF
TYPE #,‘Elesir otro Uo v recomenzar’
CALL EXIT
END IF
mam+]
DO I=1,nn

Um(I)sUmasl (1)

CALL ECLIN(GP.n1,Zm.2m.Det?
DO I=1.nn

DV(I)=Zm!])

Y(I)w2Zm(])

END DO

DPSI=Zminn+1)

In=]

ELSE
DPSI=PRCD{(Um,T.nn)/(PROD(UP,Y,nn)+Lr)
DO I=i,nn

DVU(1)=DPEI#Y(1)=T(I)
END DO
END IF

WePROD(DV.DU.nN)
weDSART (W+DPSI#x2)
KRETUNRN

END

FUNCTION PROD(X,Y:n)

DCUELE PLECISION X(LOQ).Y(20).PAOD
PRGD=0.

DO I=1.N

PROD=PROD+X(I1)#Y(I)

END DO

RETURN

END



{oo

40

10

SIGNG=,

EnND IF

DC I=:,nn
un(l)eUmasi(l)
271)=aY (1)

END DO

Lnsinmasl

n=En+l

GG TG 30

CALL EXIT

END

SUEROQUTINE NRAPH(nn,Vm.UP,PSIm,Ln.Lr,Fo.DV,DPSI.Y.W,In,Fm)

DCUELE PRZCISION VUm(50),Ur(50),Fo(S50):Y(50),Ln,La.T(50),DU(50),

Fa(3.,52).6,(51,52),2m(50),PSIm,G,PROC,DPSI,.W,Det
InaQ
Empse]lE-b
CALL DERIVA(Vau.nn.Fpr)
DG I=l,nn
Fe{(l,nn+1)sFo(])
Fr(l.,nn+2)=G(VYm.P5]m.Fo,I1,nn)
END DG
CALL ECLIN(FP,nn,Y,T.act)
IF(DAEE(Det) .LE.EPS) THEN
CALL CERIVA(VMnn,Gr)
LO I=1,nn
Ge(l,nn+r1)e-Fo(1l)
Cril,nn+2)e=3(VUn,PEIm.Fo,I:nn)
Gril,nn+3)e=G(Un,PEimForisnn)
Ceinpnp+l.,1)eum(])
END DG
Gr(nn+l,.nn+ )= p
Grinn+),nn+Z)=Q0,
Grinn+},nn+3)=0,
Blanatl

SUEILOUTINE RAI2(Un,.Umasl.nn.,n)

DOUELE PKECISION Un(%0) ,Vmasl (50)

CHARACTER #1 Esc

Esceschar(27)

TYPE 1.ESC.,Esc

FORMAT '+, R, [’ A1, “LZ321IM°)

TYPE ., SOLUCION DEL SISTEmMA NO LINEAL
TYPE @, *

TYPE &, LA SCLUCION EE ENCUENTRE® EN EL SEGMENTC :°
WAITE (7,10)

FCAMAT(/.Z0X+ ‘LA SOLUCION SE ENCUENTRA EN EL SEGMENTQ : ‘7)

DO I=1.nn

WRITE (7.20)1.,Un(I),1,VUmasli(])

TYPE 20.1.Un(1).1.Unasl(])

FORMAT (10X, ‘Un(“,12,")=‘.F14.9,15X, ‘Un~1: ", 1%, ‘)= ', F14.%)
END DO

HRITE (7,30) n

10

3o

40

20
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FUNCTION FDF(I,J,X,n)

ZJUBLE PRECISION XX(50).,X(S50),FIX.H.FDF.DELTA,FACT.F
=10,

DO K=1.n

XX(K)eX(K)

END DO

FIX=F(I,X:n)

H=H/10.

XX(J)=sX(Jr+H

DELTA=F(1,XX.n)=FIX
FACT=H#*DAES(DILTA) /(DALS(FIN)+1E~-10)
IF(FACT.GT.1E-L: GO TO 10
FDF=DELTA/H

RETURN

END

SUERQUTINE DERIVA(X,.n,Fp)
DOUELE PRECISION X(%0),FP(S1,52
DO I=1,n

DO J=1.n
Fr(I,J)sFDF (]
END DG

END DO
KETURN

END

.FDF

ceedemn)

CUNCTION G(V,psi,FO,I.nn)
DCGUELE PRECISION U(E0) ,ms1,G.FO(S0).F
GaF{l,U.nn)—msie«FO(])

RET JRN
ZND
WHRITE (7,30)
EdD IF
FORMAT (10X, * Ko Xs 'n 010X, ‘Un ‘v 1Bx. ‘Ur ‘. 1BX, "LAMDAN " s 1S x, '

‘SIGMA’, 11Xy ‘m"/10X,120(1H=))
DC I=1.nn
IF (I1.EG.1)THEN
WRITE(7,10) K,n,U(I),Up(I),L,LP,SIGMA,m
GO TO 40
END IF
FORMAT (10X, IZ,5X, I3,5(SX., F15.8),5%.13)

WRITE (7,20) U(I),Le(])
FORMAT(ZOX, 2(5X,F15.9))
END DO
WRITE (7.%0)
FORMAT (10X, 120(1H=))
RETURN
END

LTt
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FORMAT (/,20X, ‘LA LOCALIZACION SE DETERMIND EN LA ITERACION :,13)
TYPE 40.n
FGRMAT(/,3X, ‘La
RETURN

END

Localizacion se determino en Iteracion {°’,I13)

SUBROUTINE FALLA

TYPE #.'NO HAY CONVERGENCIA’
RETURN

END

SUBRDUTINE LECTUR (AN, U0, EI-»SI0max,SIGmin - Mnax,alfal ,alfaZ,kn,CP)
COUtLz PRECISION UO(E0),EIGmax,SIGmIn,SIG
Esta SUERCUTINE pPermite leer los sisulcnies eparametros.

nn :Oroen o¢l si1tvems

uo :Vector arroximacion inicial. aue permite oetiniT la curva
ae romotoPla.

S1G :Paso ag¢ Homotoria inicial.

SIGmax Paso maximo OC HOmOtOPLIa, COtA SUPCT1IOr P3Ta la scieccion
autosatica otl tamano ocl raso.

SiGmin [Paso winimo o¢ Homotoria, cotra intferior para le¢ scleccion
autonmatica dcl tamano de¢l raso.

Mmax Numero maximo dc 1teraciones ae Newiton Rapnson Permitiao
en cadé etara.

alfail :Factor ae contraccion pPara realizar el refinamiento de la
localizacion, (0 < alfal),.

ajfa2 .Factor ge contraccian parc realizar el refinamiento ae la
localizacion. (alfal < alfa2 < 1),

Kn :Numero de tamanos de Paso a introducir cada vcr en el rec.
Finamiento.

o] :variable entera mue asume valores 1 c 2, seLun SC desee

egecutar el Prosram@ 0 terminar la evecucion.

Agemas oebe aorirse un Archivo cn el cual @ucoara aimacenaga la
informacion ae¢ salida.

RETUARN

ENC

SLUELC.TINE MPRE(K.An, U.L.LPeLP, S25"A,nemsna,ic?}

DIVELE PRECISICN U(SOY.L,UP(SO),.Le. . SI0 P
J€ (Iina.EG.T wi.ITE (7,60 le
TORMAT: A%, ‘Refinaricnto., etarme ./ ,12./5 ,:9({H=))

IF:n.£0.0.0R.Ind.EQ.2.0R. Ind.EQG.3 ) THEN

UERQUTINE ECLINCR,n XX,YYV.DZT)
BCUBLE oheCISION ﬂ(il'52).YY(&O):XX(EO)'RHCX.GRR'FAC»DEI.EUH
DET=1.
0C J=1,n-1

AMAX=Q.,

DO u=I.,n

IF(ANMAX.LT.DARES(ATJ, 1)) THEN
AMAX=LCAES(A(J. 1))

IND=y
END IF
END DO
IF(AMAX.LE.1E-8)THEN
DET=Q.
RETURN
END IF
IF(IND.NE.I)THEN
DET=-DET
DO K=>,n+2

GAR=A(IND,K)
ACIND . K)=A(I.K)
Al K)=GAR

END DO
END IF
DO L=sI+1.n
IF(A(L, 1) NE.O)THEN
FAC=p(L, 1) /001 1)
DO Kel+l.n+l
AL M) EACLK)—FAC#A(T K]
END CC
ENT IF
ENTC DO
END DC
MX(n)=@&(n,n+1)/Fcren)
DG J=l,n-—1
crn—J
Suh=0.
DC k=L+1,n
SUMaSUM+A (LK) #XX(K)
END DO
MX(L)m(A(L yn+1)=SUM) /P L.,L)
END DC

YY(n)=A(n,n+T)/A(n,n)
PC u*i.n-.

LER-.

SuUm=(.

871




DO KeL+i,n
SUNM=SUM+A(L, K)#YY(K)
END DO

YY(L)s(A(L,.n+2)-SUM)/A(L.,L)

END DO

DC 1=1.,n
DET=DETsn(I,1)
ENC DO

RETURN

END

FINCT IO AMINCAL)
SCUZLE PLECISION ALE,AMIN
IFALT.E) ThHEN

AMIN=A
ELSE
NeIN=E
END IF
RETUKN
END

FUNCTION maxi2(A.E)

CCUBLE PRECISION A,B.Maxi2
A=DAES(A)

t:=JAERS(E)

IF(A.LT.E! THEN

Max12s=E
ELSE
Maxiz2=A
END IF
RETURN
END

Lo N A N}

0

FUNCTION F{1,X,N)
DQUILE PRECIZION NfLO),F

Esva FNCTIONR cvalua ia
Fix}!®0 0¢ Oorgen N, €h ¢!

1-¢SiMA camPONeNnte ael sistema

PUNLO ¥ Gr gimensl

Esta FUIUNCTION aeoe ser 1mPiemcniaca mor ¢l

St cntrera ! situlente

GO TO (10,20),1
FaX(1)aa2+X(2)aal-5,
RETURN
FaEXP(=X(1))=X(2)
RETURN

END

sisvema ce orgen 2.

on N,
usuario,

Ff

-

6T1
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FUNCTION Max:1(Cen)

DCUFLE PHECTIEION C(LO) Maxil

Mmax:1=DAEEC(C(1))

pC I=Zun

IFtrax11 .. T.CRESIC(I)) ) THEN

maxii=DAI'E(C(I))
END IF

ENZ 26

RITURN

END

SUEROUTINE REFINA(UN.Ln,Um,Le.SIG, K ,Forinmasl,.nn,EPs,1,n)

DOL#_E PRECISION UN(S50),UP(50)+Fo(L0).LrP,SIG,Lnmasi EPsSIGMA.S(11:,
Ul (S0, V0 (50;,510,VP0(50),C1P0o,VLI(SC},SI1,.U(50),€51,DV(L0).,.DPET,

e (€., T2),85,A,WeSIPL,Y(D0), T Maxil . MaxiZ,N2(50),2R0D.TL,7T2,

SIGNZ runF

Zsta SUEROUTINE realiza el REFINAMIENTO dt¢ la localiracion entrcotac
ga wor el erosrTama NOLINP utilizanco e. alsoriumo cesc~ito en seccion
2.4

TURN

cr
A\

m o

0¢T
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