
REVISTA PROYECCIONES N° 9: 11-58 
Julio 1985- l.S.S.N. 0716-0917 

RESUMEN. 

ESTIMADORES DE ERROR Y OPTIMIZACIÓN DE 

MALLAS EN EL MÉTODO DE ELEMENTOS FINITOS 

GABRIEL GATICA PEREZ* 

Se considera el problema de contorno vinculado al operador li-

neal autnadjunto de segundo orden, y se deducen detalladamente los esti

madores de error asociados a la solución de elementos finitos. Esto pe~ 

m1te, mediante técnicas clásicas de interpolación, el diseño de nuevos 

logaritmos de optimización de mallas, los que en base a un análisis local 

s1tÚan casi-Óptimamente un número fijo de nodos en un dominio unidimensio 

na l. 
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l. INTRODUCCION. 

El méL,do :':e elementos finitos es hoy día una de las principales 

técnicas numer1cas para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias y pa~ 

.:iules. Una de las decisiones más importantes en la implementación del m§. 

turh ecc la seler'ciórj de la malla o refinamiento asociado al dominio. En 

léi práct1-::a se usc.tn varios generadores de malla; sin embargo, una elección 

prupi~ de la disr·retización que dependa del problema a ser resuelto, seria 

lo más '-·._.r¡vernente pdr.-. el objetJ.vo del cálculo. Una subd1visión efec·tiv~ 

del dr;minu~ r1o puede constn1irse sin algún prcceso "feedback", ya se.J de 

und frJrma int""rac:t1va, o a través de un procedimiento automático que util1 

.:e la máx1ma ínformar~ión disponible en cada etapa. 

Sn , ,,~ Úl t 1mo;.: anos ha crecido notablemente el interés por el cle

sarrclio de nuevas técnicas para el refinamiento adaptable de mallas ~e el~ 

mentus fin1t"s (ver ref. (1], [21, [3], etc.). Puesto que la calidad de la 

solución de elementos finitos puede mejorarse por medio de una local1zacifin 

Óptlmd de l<'S nudos, ctquÍ Se presentan nueVOS métodos unidimensionales de 

o~timtzacifin de malla, los que utilizan métodos clásicos de interpolación 

en conJunto con los resultados de BABUSKA Y RHEINBOLDT [4], [5], [10]. El 

·~·oncepto feedback -JUe se usará es aquel dado en [G]: un método feedback se 

cctracteriza pclr el hecho que produce una sucesión de soluciones de elemen

tos finitos, en que cada una depende de la información proporcionada por 

las precedentes; en otras palabras, un método de elementos f1n1tos feedback 

cnns1s~P rle refinamientos consecutivos de la malla, dependiendo de los re-

sultodo;; , .. tl•·ctiados previamente. Así, el rasgo más característ.Jco 'le un pr 

es<' "'ee<lba<'k es el uso y acumulacif,n de información obtenir3a durcmte 3U de 

ScirrnllrJ, para eliminar la inr:ert.idumbre debir3a a insuficiente connc1mient·> 

::iprturi. 

F1 traba'io se restrinqe a un pr0blema mor3elo unidimensional que 1n 

v. l" 

cnn~·l.-ite rar 

•peradnr lineal autoadjunto ele co:ec-¡undn r;rr:Jen. 

son polinomios por pedazo de grado arbitrario. 

Los e~emento.,: a 
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donde B es la forma bilineal: 

( 2. 5) 

Sea 11 

B(u,v) 

1 
r [a(t)u'(t)v'(t) 
J o 

+ b(t:)u(t)v(t)] dt 

11 la norma de la energía inducida por el producto escalar 
E 

B; esto es: 

1• 
11 1

1 

'E 

! 2 .G) 

o 1 + 
H [0,1] -+ JR 

u + 11 11 
E 

1/2 
[B (u,u)] 

Ahora, la solución de elementos finitos se introduce de manera 

usual. Se supone que al cabo de la n-ésima etapa, M(n) es la malla aso 

ciada al dominio [0,1]. Sean: 

( 2. 7) 

( 2.8) 

(2 .9) 

T(n) 

1 . 
n, J 

h . n,J 

número de elementos de M(n) 

j-ésimo elemento de M(n) 

diSmetro de 1 . 
n,J 

Si la triangulación M(n) está determinada por la siguiente parti 

':.~ión: 

(2. 1 O) o 

entonces se escribe: 

(2 .11) T 
. n, j 

[x 

(2 .12) h 
n 

X 
n, j j 

x~ < ••• < xn 
T(n) 

1 

n 
X~J j 1,T(n) 

j-1 J 

n 
j 1, T(n) - X 

j-1 



y se define: 

(2.13) max 
j 

h . 
n, J 

También, es importante ver que la malla M(n) puede identificarse 
n por el conjunto de puntos x., que se llaman nodos, o bien, por el conjunto 
J 

de elementos 1 Así, escribiremos M(n) �'�~� {xl"_l}. 
1 

( ) y �x�~� e M(n), o 
n, J J J= , T n J 

bien M(n) = {1 .} . ) y 1 . e M(n), dependiendo del contexto. 
n,J J=1,T(n n,J 

p 01 
Para p e lN, S (n) denota el subespacio lineal de H [0,1] que �c�o�~� 

siste de funciones que son polinomios por pedazo de grado �~� p sobre cada 

T . e M(n). 
n, J 

Sea P(n) la proyección elíptica de �~ �1 �[�0�,�1�)� sobre SP(n), esto es: 

P(n) 
p 

S (n) 

v -+ P(n)v 

(2.14) 

11 v - P(n)v 11 
E 

= Min 11 V - W 11 
p E 

w e s (n) 

Es bien conocido el resultado de caracterización para P(n)v dado 

por: 

(2.15) B(v- P(n)v, w) o 
p 

v w e s (n) 

o bien: 

p 
( 2 .16) B(P(n)v, w) B(v,w) v w e s (n). 

Definición 2.1. Sea u la solución de (2.1)-(2.2). Entonces: 

(2 .17) u(n) 
p 

P(n)u e S (n) 

15 
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se llama la solución de elementos finitos para el problema de valor de 

contorno. Además, la expresión: 

( 2 .lB) e(n) u - u (n) 

es el error de la solución de elementos finitos. 

Se tiene el siguiente resultado: 

Proposición 2.1. 

01 
Sean R(n) y R([O,l] - I) las proyecciones elípticas de H [0,1] 

sobre los espacios: 

al n 
A(n) i v e H [O, lj v(xj) o j O,T(n)} 

·,. 
'. 

{ v e 
al 

I} C(I) H [o, l] v(x) o 
' 

'<1 x e [o, l] -

respect1vamente, con I e [0,1] Entonces: 

(2 .19) R(n)v 
T(n) 

- '-" R([0,1) - T .)v 

j=l 
n, J 

al 
�"�~�v�e� H [0,1l 

Demostración: 

al 
Sea ve H [0,1) y notemos R .v = R([O,l] - T .)v. De acuerdo 

n, J n, J 
a lü caracterización de una proyección puede escribirse: 

( 2. 20) 

y además 

1 R(n) v e 

lB(R(n)v, 

A(n) 

w) = B(v,w) '<1 w e A(n). 



(2 .21) 

(2.22) 

n,J n,J 

{ 

R . V e C(T .) 

B(R . v, w) = B(v,w) 
n, J 

V w e C(T .) . 
n, J 

se tiene: 

T(n) T(n) 
( L: 
j=1 

n 
R . v) (X.) = n 

L: (R . v) (x.) = 
n, J l. 

j=1 
n, J l. 

T(n) 
Esto prueba que L: R veA(n). 

. n, j 
J=1 

Ahora,, cpara w e A ( n) obtenemos: 

T(n) T(n) 
B( L R ,v, 

n, J j=1 

w) = ¿ B(R .v, w) 
. 1 n, J 
J= 

n 
(R 

1
v)(x ) = O. 

n, i 

como R . ve C(T .) resulta: 
n,J n,J 

(2.23) 

(R . v) (x) 0 V X e [ 0, 1] - T .• 
n, J n, J 

Así B(R . v, w) = B(R . v, w.), donde: 
n,J n,J J 

en T . 
n, J 

en [O, 1] - T 
n, j 

Luego, volviendo a (2.22): 

T(n) 
B( L R v,w) = 

n, j 
j=1 

T(n) 
L: 

j=1 
B (R . V, 

n, J 
w.) 

J 

17 
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( 2. 24) 

( 2. 25) 

Corno w e C(T .) se obtiene por (2.21): 
J n, J 

B(R . v,w.) 
n, J J 

Reemplazando (2.24) en (2.23) nos queda: 

T(n) 
B ( ¿: 

j=l 
R . v,w) 
n, J 

Por lo tanto: 

T(n) 

T(n) 
I B (v,w.) 

. 1 J J= 
B(v, 

T(n) 
! 

j=l 

B ( �~� 

J=l 
R . v,w) B(v,w) r.¡ w e A(n). 
n, J 

w.) 
J 

B(v,w) 

Comparando (2.20) con (2.25), y recordando la unicidad de R(n)v 

se concluye: 

T(n) 
( 2. 26) R(n)v 

j=l 
R . V 
n, J 

01 
'li V e H (0,1) 

Corno corolario a la proposición anterior puede demostrarse el 

si]uiente resultado: 

Proposición 2.2. 

Bajo las definiciones anteriores resulta: 

( 2. 27) !1 R(n)v li 2 
E 

T(n) 
¿ 

j=l 

01 
r.¡ ve H [O,lJ. 



Demostración: 

De proposición 2.1 podemos escribir: 

11 R(n) V 11 
2 

E 
B(R(n)v1 R(n)v) 

T(n) 
B ( ¿ 

j=l 

R v 1 
ni j 

T(n) T(n) 

T(n) 
¿ 

i=l 

R . v) 
n 1 l 

¿ 2: B(R . v1R . v) n 1 l 
i=l j=l ni J 

Puesto que la intersección del interior de los soportes de 

R . v y R . v es vacía 1 a menos que i sea igual con j 1 nos queda: 
n 1 J n 1 1 

') 

11 R(n)v ¡¡
E 

T(n) 
L B(R .VI 

ni J 
j=l 

R .v) 
ni J 

T(n) 

I 11 

j=l 

R .V 
ni J 

Los dos resultados anteriores inducen la siguiente definición 

asociada al error e(n) de la solución de elementos finitos: 

Definición 2.2. Se definen el indicador de error n . asociado al inter 
ni J 

valo T y el estimador de error global e (n) 1 como sigue: ni j 1 

( 2 .28) 

( 2. 29) 

n . 
ni J 

e(n) 

11 R . e(n) 
ni J 

11 R(n) e(n) 11 . E 

Debido a (2.27) se concluye claramente: 

19 
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') 

1 1. 30) �E�~�(�n�)� 

T(n) 
- 2 

j=l 
r¡ . 
n, J 

P r otro lado, respecto al indicador de error r¡ ., puede darse 
n, l 

�~�l� slgu1ente resultado de caracterización: 

Proposición 2.3. 

Ld función w. (n) = R . e (n) que permite definir el indicador de 
J n, J 

error T . en (1.28), está caracterizada por el siguiente problema local: 
n, J 

L[w. (n)] f- L[u(n)] en T 

¡ 
J n, l 

( �~�.� 31) 

1 w. (n) - O, [O, 1] - en - T 
J n, J 

01 
Demostración: Sed V eH [0,1] tal que V O en [O, 1] -

Se tiene: 

Es decir: 

Í5 (v;. (n), v) 
J 

B(R . e(n), v) 
n, J 

B (e (n), v) (Por def. de R ) 
n, l 

B(u,v) - B(u(n),v) 

<f,v" -<.L(u(n)],v 
L2 L2 

' f - L [u (n)] , v > 
L2 

n, l 



B(w. (n) ,v) 
J 

< f- L[u(n)] ,v > 

Esto completa la demostración. 

De este modo, puede escribirse: 

n 
X. 

( J 

L2 
"' v e e (1 . ) . 

n, J 

2 
ll li w. (n) 112 = 

C' ..., 2 
:_a(t)[wj(n)' �(�t�)�]�~�+� b(t)[wj(n)(t)] 

n, J ,, J E 

donde w . (n) es la solución d&bil de (2.31). 
l 

Por otro lado, un importante resultado probado en [4] eP el 

�s �i �~ �¡�u�i�e�n�t�e�:� 

Proposición 2.4. 

01 
Sea ve H [0,1] y definamos 

p 
S (n) 

V 

ent_,;nces , existe cte. 

(: . 33) 
p 

w e s (n) 
V 

p 
e (n) tal que: 

n 
v(x.) 

J 

1' v - w li ' ep (n) 11 v 111 E- ' E 

j = l,T(n)} 

Además, existe cte -P e > 1, independiente de n ta1 que: 

cuando hn -+ O. 

1 
ldt 
" 

21 



Demostración: (Ref. [4] Lemu 1). 

La proposición anterior nos permite demostrar el siguiente resul 

LF-:lo, el cual dct la rctzón precisa de por qué se llama estlmador de error 

gl iJdl la expres1Ón E (n) . 

Proposición 2.5. 

SPH: e"(nl y <::(n) definidos en (2.18) y (2.29) respect �1�v�c�~�m�e�r�:�+�:�e�.� 

. i S l Ir· l 

puo--lC lc; L _.l. 

Demostración: 

,:uevdmente R(n), la proyecciór, clípt ::;_. JE-· 

:, ( �~ �.� ) 
�~�l� ti 

·' E' H [ 0 , 1 ] / w ( X . ) 
l 

B(R(r.) e(r;) ,w) B (e (n) ,w) 

u V 
l 

O,T(n) 

V w 8 A (n). 

:: ¡: �:�~� , t r i u l. 1 r p0 r .c, '-N R(n) e(n) 8 A(n), se tier;e: 

B ( R ( r, ) e' ( n) , R ( n) e ( n) ) B(e(n), R(n) eln)) 

o 1 
:¡ le, 1 1 



Es decir: 

2 
11 R(n)e(n) IIE= B(R(n)e(n) 1 R(n)e(n) = B(e(n) 1 R(n)e(n)) 

$ 11 e (n) 11 E 11 R(n) e (n) lk (Por Desigualdad de 

Schwarz) 

E(n) = 11 R(n)e(n>IIE < 11 e(n>IIE 1 lo cual prueba el lado iz 

qu1erdo de (2.35) 

Ahnra 1 
P ( d . P n 

sed V e se(n) n); es �e�c�~�r�l� V e S (n) y v(xj) 

lfl O,T(n) .. 

L,uego: 

(-. 38) 

Ent,mces w (e(n) - v) e A(n) y además 

B 1e (n) 1 v) B(u 1 v) - B(u(n) 1 v) o 

i' P (n) 
1
1 �~� 
'E 

iB(e(n) 1 e(n))l IB(e(n) 1 e(n) - v), 

[B (e(n) 1 W) i IB(R(n)e(n) 1 w) 1 (Por (2.36)) 

11 P (n) ': - < 
'E 

11 R(n)e(n) IIE 11 e(n) - v �1�~� 

Aplicando proposici6n 2.4 (relaci6n 2.33) se concluye: 

in fimo 

p 
ve se(n)(n) 

n 
e (n) (x ) ; 

j 

23 
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de do l , 

est 

'walmente, reemplazando (2.38) en (2 .37) , queda: 

(n) 11 E
2 

< 11 R(n) e (n) 11 CP (n ) 11 e (n) 11 
E E 

11 e(n) 11 < CP(n) 11 R(n) e(n) 11 
E E 

1 e (n) 11 < 
E 

p 
C (n) E(n). 

uestión es ahora como calcular e:(n) = [ T t> n2 
.] 

j=1 n, J 

�~�1�n� embargo, es di fíci l obtener e xactamente el valor de n . = 
n, J 

•a que ello impl icaría hallar la solución analítica de (2.31). 

1/2 

11 w. (n) 1: 
J E 

Por lo tan 

t , nuestro s1guiente objetivo es encontrar cotas calculables para el �i �n�d �~� 

ior je error local n . . Al respecto, se dispone del siguiente resulta
n , J 

:lo er [4] y también en [7]: 

Proposición 2.6. 

n 1 n n 
Sea a. a ( (x. 1 + X . ) ) • Entonces 

] 2 J- J 

1-. 39) n2 11 w. (n) 112 < (1 + O(h . )) 
"2 

cuando h __,. n n . ; n, j J E n, J n, J n, j 

2 2 
"2 1 h n, j Pn, j 
nn, j -

2 an TI 
j 



Dernostraciónz 

2 
p . 
n, J 

n 
x. 

J 

n 
X. 1 J-

r
2

(t)dt , y 
n 

r (t) = f(t) - L[u)) (t). 
n 

El problema (2.31) puede escribirse 

1 L[w. (n)] (t) r (t) r.¡ t e 
' J n 

(2 .40) \ 

n 
w. (n) 

n 

l 
w. (n) (x. 

1
) (x .) o 

J J- J J 

n n 
[x. 1' X e J • 

J- j 

Consideremos además el problema de valores propios: 

( 
1 L V A V 

(2.41) 
n 

v(x .) 
J 

o. 

la sucesión asociada de vp Y <t>
1

, '4J 2 , ?
3

, ... , 
-+ 

el correspondiente conjunto ortonormal de vp. 

0 1 n n 
Entonces, cualquier función ve H [x , x.J que satisfaga las condiciones 

j-1 J 
de contorno, puede escribirse como: 

25 
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V = Í: 
j 

n 
x. 

J 

a. tP. 
J J 

con a. 
J 

n 
X. 1 J-

V <P. dt. 
J 

Luego, si a. 
J 

W.(n)(t) cp.(t)dt, obtenemos w.(n) 
J J J 

Además, es fácil probar que: 

il 112 
¡, rn 1 T n n 

[x. 1, X ] ·"2 ]- J 

:\. 
Puesto J 

> 1 Yj que 
\1 -

w. (n) 112 = ¿ 2 < ~ 2 \2 
1: a. a 

J L2 J - ? J j 
j \1 j 

e:c, decir: 

11 L 

2 
¿: a . 

J 
J 

2 
w. (n) 11 = 

J L2 
¿: 

j 

e lN, se obtiene: 

1 
11 rn JJ~ - n 

:\2 (X . 1' 2 ]-
1 

2 >-2 a 
j J 

xn] 
J 

¿ a. 
J j 

cp .. 
J 



(:::. 43) 

Es decir: 

sup 

Por lo tanto, aplicando desigualdad de Schwarz se concluye: 

2 
JJ w. (n) JJ = B (w. (n), w. (n)) 

J E J J 
< L w. (n), w. (n) > 

J J L2 

< r (t), w. (n) > L :: JJ r JI JJ w. (n) J~ 
n J 

2 
n L

2 
J 1~ 2 

Esto es: 

'' w.(nl[i
2 

<JI r JI 
l E - n L

2 
JJ w · (n) JJ 

J L2 

Reemplazando (2.42) en (2.43) se obtiene: 

'1 
1

1 
2 

l 11 11
2 

; wj (n) 1 E < A rn L 

2 
n 

'n, j 
< 1 
- A 

1 

Por otro lado: 

li V ~~~ 

n 
x. 

J 

n 
X 

j-1 

2 

l 2 

2 
r (t) dt 

n 

'-' •J. 2 
J 

J sup 1 
"l 

sup 

2: 
2 

a. 
J 

'A 2 2 
' . (1 . "1 2: j a. 0 1 n n 

V eH [x. 
1

,x.) 

n 
v (x. 

1
l 

J-

J- J 

n 
v(x.) 

J 
o 

j J J ;:-- J 
1 
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1 
(donde el máximo ocurre para v ~ 1 ) 

Al 

Pero también: 

n 
X 

j 

11 V ~~~ 

J 
a . 

mln 

Luego: 

M in 

n n te [x. l,x . ) 
J- J 

11 V 112 
L2 

2 [v' (t)] dt, donde: 

11 a (t) 11 

11 V 11
2 

L2 

1 sup < sup 1 

a j. 1 
11 V 11

2 n rj mln E 
aj. 2 

[v'(t)] dt 
mln 

Jn 
X. 1 J-

Al 

donde, de manera análoga, 1
1 

es el vp más pequeño asociado al operador 

L V v" en Es decir I = 
1 

De este modo, hemos obtenido 

2 
1T 

h2 . 
n, J 



2 

1 < 
hh j 

x- 2 j 
1 'fT a m in 

y reemplazando en (2.44) se deduce: 

xn 

( 2 .4 5) 

j 

< 2 
r (t) dt 

n 

Finalmente, de la serie de Taylor con resto derivada se obtiene: 

j 
a . 

rn1n 
= a ( 1 (xn + x~)) 

2 j-1 J 
(1 + O(h .)) ; cuando h . ~O, y en 

n, J n, J 

consecuencia resulta: 

h2 
2 <~ n . ; 
n,J - n 

d· 
J 

n 
X. 

J 

n 
X. 1 J-

2 
r(t)dt(l+O(h .)). 

n n,J 

La relación (2.34) y las proposiciones 2.5 y 2.6, nos permiten 

establecer fácilmente el siguiente resultado: 

Proposición 2.7. 

Existe una cte. e 1, independiente de a, b, f y M(n), tal que: 

( 2 .46) 11 e(n) 11 
E 

11 u - u (n) 11 < e E:(n) 
E 

29 
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donde: 

( 2.4 7) 
"2 
¿ (n) 

T(n) 
¿ 

j=1 

"2 
n . 

n, J 

Es claro que esta estimación de error E(n) es fácilmente calcula 

ble una vez que se conoce la solución de elementos finitos u(n) sobre 

M(n). Además, la importancia de E(n) radica en el hecho que los indicad~ 

res locales n . constituyen una medida de la contribución de cada inter-
n, J 

valo, al error total. Obviamente, esto permite la construcción de mallas 

casi Óptimas (Ver [5]), y también nos inducirá a diseñar métodos aproxim~ 

dos para situar Óptimamente los nodos de M(n). (Ver sección 4) . 

3. OPERADORES DE TRANSICION Y CONVERGENCIA DE LOS METODOS FEEDBACK. 

Una vez que los indicadores de error n . (de proposición 2.6) 
n, J 

asociados a cada elemento T . de M(n) son calculados, queda por resolver 
n, J 

el problema: "¿Qué elementos deben refinarse en la siguiente etapa para 

obtener M(n + 1)?". Los esquemas o reglas que deciden finalmente qué ele 

mentos se subdividen se llaman operadores de Transición. 

Más generalmente, s~ponga que después de la n-ésima etapa de re

finamiento se tiene una triangulación M(n) con: 

(3 .1) T(n) número de elementos de M(n). 

(3. 2) 1 
n, j 

j-ésimo elemento de M(n). 

(3. 3) M(n) {T . } . 1 n, J J= , T(n) 

(3 .4) h n, j diámetro de T 
n, j 



entonces, un operador de transición es una aplicación A definida por: 

A: (P(O,l])n x (Sp(1) x Sp(2) x •.. x Sp(n)]-+ P(0,1] donde P(0,1] deno 

td el conjunto de las partes de [0,1], tal que: 

M(n + 1) A(M(1), M(2), ... , M(n); u(1), u(2), ... , u(n)) 

Además, decimos que A es simple si él depende sólo de M(n) y 

u(n); todos los otros operadores se llaman compuestos. 

Una medida del error para la triangulación M(n) está dada por 

(n), donde 

( 3. 5) '- (n) 

T(n) 
,. ~2 

'" Tl ' 
. 1 n,J 
J= 

y Tl . es el indicador de errur asocia 
n, J 

du a n, j 
(Ver sección 2 o referencias (1], [2], [3]. 

En lo que sigue, describimos los distintos operadores de transi

ciÓn introducidos en [2], (3] y [6], los cuales usan bisección del elemen 

tu como técnica de refinamiento. 

1 d d 
. , (1) 

3. . Opera or e Translc1on A 

Sea B una constante en [0,1]. Este operador refina todos aque-

llos elementos T para los cuales 
n,p 

( 3. 6) Tl > B 
n,p - max Tl . 

j=1,T(n) n,J 

Si B = 1, entonces se subdividen sólo los elementos que tlenen 

el mayor indicador de error. Si B = O obtenemos una malla uniforme ya 

que todos los elementos se refinan. 
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3. 2. d d 
. ,,. A(2) 

Opera or e Trans1c1on 

Suponga que los elementos de M(n) se han ordenado de manera que: 

(3. 7) nn,1 > n > n,2 > Tln,T(n) 

Sea y una constante en [0,1]. El operador A( 2) refina los k pri 

meros elementos con indicadores de error más grandes; esto es, 

... ; Tln,k ; donde 

(3. 8) k [yT(n)] + 1 

y [ ] indica parte entera. 

Esto es equivalente a decir que el segundo operador bisecta 

aproximadamente la fracción y de los elementos de M(n) ordenados de 

acuerdo a (3. 7). 

3.3. Operador de Transición A(
3 ) 

Este operador es una combinación de los dos anteriores. Con B 

e [0,1] y y e [0,1], A( 3 ) refina todos los elementos T para los cua-n,p 
les: 

(3 .9) Tl > B max n . , y también bisecta al menos la fracción 
n,p n, J 

y de aquellos que tienen los mayores indicadores de error. 

3.4. Operador de Transición A( 4 ) 

Sean M(n) y M(n + 1) dos triangulaciones consecutivas. 

Definimos: 



(3 .10) 

(3 .11) 

A . 
n,J {peh, ... ,T(n+1)}/T + 1 n ,p 

Además, para cada 1 . e M(n) ponemos: 
n, J 

new n . 
n, J 

max 
pe A . 

n,J 

nn 1 + ,p 

e T . } 
n, J 

Ahora, si el elemento T . de M(n) se origina de la subdivisión 
n, J 

de T k' para algún m< n - 1, entonces se escribe: m, 

(3 .12) 1l . m,k 

Por otro lado, se supone que localmente los valores 1l . tienen 
n, J 

un comportamiento asintótico de la forma: 

(3 .13) 
A eh ., cuando h . ~O; con e y A 
n,J n,J 

constantes. 

Así, de acuerdo a esta suposición sobren ., podemos escribir: 
n,J 

old 
1l . 

n, J 

1l 
n' j 

new 
1l 

n, j 

e(2 h . ) A 
n, J 

e hA 
n, j 

h 
e( __E_Q) A 

2 

de donde se deduce: 
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(3 .14) ~2 . 1 nold. 
n,J n,j 

Ahora, tomamos y e ]0,1[ y para cualquier T . e M(n), definimos: 
n, J 

"' 
(3 .15) 

"'new . { new n . = Ml.n n . 
n,J n,J 

y n .} , el cual se llama predictor pues 
n, J -

to que usa información de M(n) y mallas previas para predecir el efecto de 

la bisección sobre el valor de los indicadores de error M(n + 1). 

d 1 t . 1 d d . ·~ (4 ) . De acuer o a o an er1.or, e opera or e trans1.c1.on A b1.secta 

todos los elementos T E M(n) que satisfacen: n,p 

(3 .16) n > 8 
n,p -

"'new 
Max nn, j 

j=l,T(n) 
con 8 e [O, 1 J • 

(4) 
Podemos ver claramente que A es compuesto. Además, es impar-

"'new 
tante notar que un caso particular de este operador, con n . 

n, J 
8 = 1, fue introducido en [3]. 

3.1. Al comienzo del proceso de refinamiento se considera 

new n . Y 
n, J 

Nota 
old 

ll . 
1,] 

= n ·' lo cual conduce a usar en la primera etapa el operador A( 4 ) 
1,] 

con constante 8 y. 

3.5. Operador de Transición A(S). 

Este operador es una extensión directa del anterior. Cada vez 

que el crecimiento en el número de elementos es menor que un porcentaje 

prefijado de T(n), la solución de elementos finitos no se calcula sobre 

M(n + 1) se construyen directamente de los ~new ; es decir, ponemos: 
n, j 

V pe A .• 
n, J 



. . .. (4 ) 1 1 Enseguida, el operador de trans1c1on A se usa sobre a ma la 

M(n + 1) con estos indicadores de error aproximados. El proceso continúa 

hasta la etapa n+k donde el crecimiento en el número de elementos desde 

M(n) a M(n+k) es mayor que el porcentaje prefijado de T(n). En este mo

mento, la solución de elementos finitos se calcula sobre M(n+k) y el pro-

ceso se sigue. 

Nota 3.2. Los cinco operadores de transición descritos tienen la propie

dad de bisectar siempre el elemento con el indicador de error más grande. 

Debido a esta característica, ellos se llaman 1-regulares. Más, general

mente, puede darse la siguiente definición: 

Definición 3.1. Un operador de transición y el correspondiente método de 

elementos finitos feedback se llama o-regular, con o e ]0,1[, si él bisec 

ta al menos un elemento 1 para el cual: n,p 

( 3 .17) n > o n,p max 
j 

n . 
n, J 

Nota 3.3. Es interesante hacer notar que una generalización, en cierto 

sentido, de estos operadores de transición, fue introducida por GATICA 

en [9]. 

3.6. Convergencia de los métodos feedback. 

Una vez que se construye la sucesión de soluciones aproximadas 

{u(n)}n e 1N' interesa saber si ella converge en alguna norma a la solu 

ci.Ón exacta u del problema modelo descrito en (2.1) - (2.3). Por lo me 

nos hasta aquí se ha logrado probar (Ref. [6]) que el error e(n) = 

u - u(n) tiende a cero en la norma de la energía, cada vez que se utili 

za un método feedback o- regular. El objeto de esta parte es justamen

te mostrar ese resultado. Para ello se utilizan dos lemas y una propo-

ción. 
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Son conocidos del Análisis Funcional los siguientes lemas: 

Lema 3.1 

sea H un Hilbert y sea {s.}. e una sucesión de subespacios de 
1 1 JN 

H tal que s. e s. 
1

, V i. Si P. denota la proyección ortogonal sobre 
1 1+ 1 

00 

Y P denota la proyección ortogonal sobre S = U Si, entonces para cada 

u e H, Pi u ~ P u cuando i ~ oo. 
i=1 

Lema 3.2. 

S. 
1 

Sea H un Hilbert y sea {si}i e 1N una sucesión de subespacios de 

H tal 

sobre 

que si+1 ~ si, v i. Si p. y P denotan las proyecciones ortogonales 
1 

00 

si Y s = i~1 S., respectivamente, entonces para cada u eH, P. u 
1 1 

P u, cuando i ~ oo 

Por otro lado, de [8] obtenernos la siguiente proposición 

Proposición 3 .l. 

Bajo los supuestos dados en (2.3), se obtiene: 

11 V !loo < e hl/~ jjv jjE V V e 
0 1 n n H [x. 

1
,x,) 

T . - n, J ]- J n, J 

donde: 11 V jjoo = rnax 1 v (x) 1 
T 
n, j x e T 

n, j 

y e = 1/A
112 

en que A > O es la cota inferior de la función 

a(t) dada en (2.3). 



Demostración: 

v(x) 

Debido a que v(xn ) 
j-1 

V X e T . • 
n, J 

La desigualdad de Schwarz nos da: 

2 
!v(x) 1 ,, 

X 

n 
X . r1 

< h 
n, j 

Así: 

(3 .18) 

2 
1 d ( 

n 
x . 

J 

n 
X. 1 J-

llv 11 ~ 

X 

2 1 V ' ( .; ) 1 d.; n 
(x - x. 

1
) 

J-

n 
X. 1 J-

< h . 
T . n, J 
n, J 

V X e T . 
n, J 

n 
X . 

J 

X 

n 
X. 1 r 
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a(x) 

Ahora, de (2.3) se tiene: 

>A> O; b(x) >O, V x e 1 .. 
n, J 

Luego, de (2.5) y (3.18) se sigue: 

[a(x)[v'(x)J 2 + b(x)[v(x)J 2 ]dx 

> A 

esto es: 

demostración. 

[v' (x) J 2
dx 

n 
X. 1 J-

1 . 
n, J 

< 

> 

hl/2 
n, j 

A 

h . 
n, J 

\\v 11~ 
1 . 
n, J 

11 v 11 E , lo que completa la 

Los resultados anteriores permiten demostrar fácilmente la si

guiente proposición acerca de la convergencia de un método feedback. 

Proposición 3.2. 

Sea {u(n)} ~' una sucesión de soluciones de elementos fini-
n e .J.l' 

tos calculados con un método feedback o-regular, 8 e ]0,1). Entonces, 

bajo el supuesto (2.3) se obtiene: 

lim 11 e (n) 11 E lim llu- u(n)I\E o. 
n-+ oo n~ oo 



Demostración: 

Es claro que la sucesión de subespacios cerrados {sP(n)} 
n e lN 

(3 .19) TV n e lN. 

Sean P(n), definida en (2.14), la proyección elíptica de H1
[0,l] 

p 
sobre S (n). Del lema 3.1 y del hecho que u(n) = P(n)u se deduce: 

lim u(n) lim P(n)u P(u) 
n-+ oo n-+ oo 

donde Pes la proyección elíptica sobre ~ SP(n) 
n=l 

Es decir: 

(3. 20) e(n) u - u (n} u - P(u) + ~(n) 

donde ~(n) -+O, cuando n-+ 00 

Al igual que en proposición 2.1, sea R(n) la proyección elíptica 
01 

de H [0,1] sobre el espacio: 

A(n) 
01 

{ve H [0,1] 

De (3.20) se tiene: 

n 
v(x.) 

J 
o j O,T(n)} 

(3. 21) R(n) e(n) R(n) [(Id-P)u+~(n)] 

n-+oo 

Puesto que ~(n} -+O, resulta: 
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(3. 22) lim R(n) [(Id- P)u + (n)] = lim R(n) [(Id- P)u] 
n-+oo n-+ oo 

Como la sucesión de subespacios cerrados {A(n)}n e~ 

verifica A(n + 1) e A(n), V n; podemos aplicar lema 3.2 para concluir 

que: 

(3. 23) lim R(n) [(Id - P)u] R [(Id - P)u] 
n-+oo 

donde R es la proyección elíptica sobre 

(3. 24) 

{)() ce 

n A(n) 
01 

{ve H [0,1] v(x) 0, V x e U M(n)} 
n=l n=l 

AsÍ, de (3.21), (3.22) y (3.23) se deduce: 

lim R (n) e (n) 
n-+oo 

1 
R[(Id- P)u], en la norma de H [0,1]. 

Por otro lado, para cada n > 1, sea 1 k e M(n) un elemento que n, 
se bisecta en la transición de M(n) a M(n + 1). 

ce 
Puesto que U M(n) sólo contiene un número finito de elementos 

n=l 
con diámetro superior a un tamaño positivo dado, y debido a que no exis-

ten repeticiones en la sucesión {T k} , se sigue que h -+O, 
n, n e rn n,k 

cuando n -+ ce 

Por lo tanto, de este hecho y de (3.24), se concluye que: 

(3. 25) 



converge a cero a medida que n tiende a oo 

(3. 26) 

(3. ::.7) 

Como el método feedback aplicado es - regular, se obtle:,e: 

r¡ > 6 
n,k 

max 
j=1,T(n) 

r¡ . 
n, J 

Así, de (3.25) y (3.26) se deduce: 

lim 
n-+ oo 

{max 
j=l,T(n) 

r¡ .} o 
n, J 

Por otro lado, a continuación se prueba que R[ (Id - P)u] = O en 

[0,1]. En efecto, supongamos por el contrario que existe un punto x* tal 

que R[ (Id - P)u] (x*) #O. 

que: 

Entonces, debido a la convergencia (3.24), existe N
0 

e IN tal 

[R(n)e(n) (x*) 1 > '( >O 

Sea ahora 1 el elemento de M(n) que contiene a x*; entonces, 
n,p 

usando proposición 3.1 con v = R(n) e(n) / , se concluye: 
Tn,p 

'( < [R(n) e(n) (x*) 1 < e hl/2 
n,p 

y puesto que h < 1, puede escribirse: 
n,p -

O < '(/C < < max r¡ . 
n,p - n J 

j=1,T(n) ' 

lo cual contradice claramente (3.27). 

r¡ 
n,p 

'Y n > N 
o 
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Esto prueba que: 

(3. 28) R[ (Id - P)u] O , en [O, 1] 

La identidad (3.28) en combinación con (3.24) y (2.29) conducen 

a: 

(3. ~9) lim E(n) lim 11 R(n) e(n) 11 
E 

o 
n-+ oo n-+ oo 

Finalmente, una aplicación directa de proposi,·ión 2.5 proporci~ 

n0 el resultado requerido. 

4. OPTIMIZACION DE LA MALLA. 

Se aplican ahora los resultados de las secciones previas par: 

un 1 uptimización de malla basada en los indicadores de error del proble 

mu modelo (2.1)-(2.2). Suponga que aplicamos algunos de los operadores 

1~ transición descritos en sección 3 para determinar qué elementos de

ben ser refinados. Entonces, podemos pensar que quizás la bisección so 

bre rada intervalo no es lo mejor, y por lo tanto, se hace necesario in 

tentar atra localización para el nuevo nodo. 

( ..¡ .l) 

Definamos: 

y~ 
J 

u (n) (x~) 
J 

j O,T(n) 

En lo que sigue desarrollamos algunas técnicas nuevas para optl 

m1z~r la ubicación de los nuevos nodos, los que agreqados a M(n), ~onfi

lurarán la malla M(n +l). 



4.1. Un algoritmo de Carácter local. 

Sea T . = ]x~ 
1

, x~[ e M(n), un elemento arenar. Sugerimos 
n,J J- J 

situar el nuevo nodo sobre T usando un criterio local, es decir, res-
n, j 

tringiendo el problema de optimalidad al intervalo [xn x~] . Para es 
j-1' J 

to considerarnos el problema diferencial: 

-~[a(t) dv] + b(t)v f(t) t e n X~( ] X. 
1

1 

(4. 2) dt dt J- J 

n 
u(x. ) y 

J-1 
ción a la 

n n v(x~) n 
v(x. 

1
) y. 1 Y. 

J- J- J J 

Debido al hecho que y~ 
1 

y y~ aproximan los valores exactos 
J- J 

u(x~), respectivamente, el problema (4.2) constituye una aprox~ 
J 

restricción sobre T . del problema modelo (2.1)-(2.2). 
n, J 

Se tiene el siguiente resultado: 

Proposición 4 .l. 

Sea u . la solución de (4.2) y denotemos por U . la solución 
n,J n,J 

del problema: 

(4. 3) 
- ~ [a(t) dv J + b(t)v 

dt dt 

con 

r (t) 
n t e T . 

n, J 

n 
v(x ) 

j-1 

43 

o. 

(4. 4) r (t) 
n 

f (t) - L [u (n)] (t) f (t) - b (t) u (n) (t) + u (n) 1 (t) a 1 (t), 

y 
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(4. 5) 

(4 .6) 

(4. 7) 

u (n) (t) 

n n n n 
y. 1 (x.-t) + y.(t-x. 

1
) 

J- J J J-
n n 

X, - X. l 
J J-

n n 

Vt€1 .• 
n, J 

u (n) '(t) 
y. - y. 1 

J J-
h . 

Vt€1 .• 
n, J 

Entonces: 

u . 
n, J 

n, J 

U . + u(n). 
n, J 

Demostración: Se sigue fácilmente reemplazando (4.7) en (4.2) y ronside 

rando las ecuaciones (4.3)-(4.6) 

Nota 4.1. Es importante observar aquí que U . corresponde a la función 
n, J 

w. (n) definida en (2.31) (Proposición 2.3). 
J 

La proposición 4.1 muestra que, indistinta~ente, podemos traba-

jar con el problema (4.2) o bien con (4.3). 

Ahora, sea x un punto en ]x~ 
1

, x~[, y sea U .(x,·) lasolución 
J- J n,J 

elementos finitos de (4.3) sobre la malla x~ 
1 

< x < xn Entonces, de 
J- j" 

acuerdo a los resultados proporcionados en sección 2, los indicadores de 

error para los intervalos [x~ , x] y [x, x~] están dados, respectivame~ 
J-l J 

te, por: 

(4 .8) p- . (x) 
n, J 

(x - xn ) 2 
'-1 

1 n 
a (-(x + x ) ) 

2 j-1 

X 

n 
X. 1 J-

R2 . (x,t)dt , y: 
n, J 



(4.9) 

donde: 

(4 .lO) 

(4 .11) 

p+ . (x) 
n, J 

R . (x, t) 
n, J 

Si definimos: 

F . (x) 
n, J 

1 ( ( + Xn.)) a 2 x J 

X 

n 
X. 

J 

R2 . (x,t)dt 
n, J 

r(t)-L[U .(x,t)l 
n n, J 

F- (X) + p+ . (X) 
n,j n,J 

vxeT. 
n, J 

entonces, esta función es una estimación del error de la solución de ele 

mentas finitos U . sobre la malla x~ 
1

, x, x~. Por lo tanto, un crite-
n,J J- J 

rio natural es elegir x e T . tal que: 
n, J 

(4.12) F . (xl 
n, J 

M in 
X e T . 

n, J 

F . (x). 
n, J 

Esto es, olvidamos por un momento que la solución de elementos 

finitos u(n) sobre 1 . depende también de su comportamiento en el res
n, J 

to del intervalo [0,1]; es decir, suponemos de este modo que las aprox~ 

maciones y~ y y~ son relativamente buenas. Luego, con el objeto de 
J-1 J 

obtener estimaciones casi-Óptimas de los nuevos nodos, es suficiente con 

siderar sólo los problemas locales (4.3) para j = l,T(n), y tomar a cada 

uno de ellos independiente de los restantes. 

Ahora, es obvio que se requieren técnicas numéricas para resol

ver (4.12). Además, existe una clara dificultad para ello, cual es, el 

cálculo de las funciones F- . y p+ .. Por ejemplo, si resolvemos (4.3) 
n,J n,J 
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n n 
Por med1o d~l método de elementos f1nitos sobre la malla x. 1 , x, x., 

J- J 
con element·_,s lineales, los que requieren un menor númer1; Je <..:áL·ulos, en 

tone. s obtenemos: 

4 .13) 

14. 15) 

(4. ]¡ ) 

J un, l (x,t) ="( (x) e .(x,t) 
n,J n,J 

lR .(x,t) = 
n, J 

r (t) - Y . (x) 
n n,J 

[b(t)e . (x,t) - a' (t)E:' . (x,t) 1 
n,J n,J 

e . (x,t) 
n, J 

e: . (x, t) 
n,J 

'í . (x) 
n,J 

t - x
11 

j-1 

n 
X - X. 

1 J-

- t 

l X: 
X. -X 

J 

{ 

1/ (x n-

-1/ (x. - x) 
J 

n 
te [x. 

1
,x] 

J-

n te[x,x.] 
J 

n 
t e [x. 

1
J 

J-

n 
t e [X, X.] 

J 

e . (x) + D . (x) 
n,J n,J 

A . (x) + B . (x) 
n, J n, J 

y las constantes A, B, e, D se calculan mediante una técnica de lt1tegra

ci0n numéri~a de acuerdo a las siguientes expresiones: 



(4 .17) 

(4.18) 

(4.19) 

A . (x) 
n, J 

B . (x) 
n, J 

e . (x) 
n,J 

1 

(X -
n 2 

X. 1) 
J-

n 
2x. 

]-1 

1 

n)2 (x - X. 
J 

1 
n 

(x-x. 
1

) 
J-

r 
i 
1 

~ 

2 n X. 
J 

X 

- n 
X. 1 ]-

X 

[a (t) + t 2b(t)]dt-

n 
X. 1 J-

X 

t b(t)dt + (x~ ) 2 
J-1 

n 
X. 1 J-

n 
X 

j 

[a(t) + t 2b(t)]dt-

)X 

n x. 
J 

tb(t)dt + (x~)2 
J 

X 

X 

t r (t)dt -
n 

n 
X 
j-1 

X 

b(t)dt 

n 
X. 

J-1 

n 
X 

j 

b(t)dt 

X 

r (t)dt 
n 
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n n 
x. X 

J j 

1 n 
r (t)dt t (t)dt \4.20) -~ . (x) X. - r 

n, J n J n n 
(X. - x) 

J 

X X 

Una vez que la constan te y . (x) se obtiene de ( 4. 16) , definimos 
n, J 

la función R .(x,t) de 
n, J 

(4.13) y luego integramos R2 . sobre [x~ 
1

, x] y 
n, J J-

[x, 

vio 

x~] para calcular finalmente 
J 

de aquí que el cálculo de la 

F . (x) de (4.8), (4.9) y (4.11). Es ob 
n, J 

constante y . (x) es la etapa más cara en 
n, J 

el proceso que proporciona F .(x). Sin embargo, a modo de consuelo, con 
n, J 

el objeto de resolver (4.12) es satisfactorio calcular F- . y p+ . en só-
n, J n, J 

lo un número finito de puntos de 1 .. 
n,J 

No obstante, basado en (4.7) y en 

el hecho que y . (x) = U . (x,x), se sugieren algoritmos al terna ti vos que 
n,J n,J 

no consideran exactamente el esquema anterior. En otras palabras, desarr~ 

llamas un método que no necesita calcular y . mediante (4.16), y mostra
n, J 

mos también uno que no requiere muchas operaciones para obtener una buena 

aproximación de y .. Este es el objetivo de la siguiente sección. 
n, J 

4.2. Un criterio de interpolación para aproximar y .• 
n, J 

Si consideramos el hecho que el problema (4.12) debe resolverse 

para cada intervalo ]x~ , x~[ indicado por el operador de transición, 
J-l J 

entonces se hace necesario desarrollar un esquema más simple para obtener 

una aproximación de F . (x). 
n, J 

Si u .(x, ·) es la solución elementos finitos de (4.2) sobre la 
n, J 

malla x~ < x < x~, entonces basado en (4.7) puede probarse fácilmente 
J-l J 

que: 

(4.21) u . (x,t) 
n, J 

u .(x,t) + u(n)(t); T.i te 1 .. 
n,J n,J 



Obviamente, no es razonable realizar demasiadas operaciones, co 

molas que exige (4.16), para calcular y . exactamente, y por lo tanto 
n' J 

estamos interesados en algún estimador más simple de esa constante. Para 

ello, consideramos nuevamente las ecuaciones (4.7)-(4.13). 

tenemos: 

De (4.13) tenemos: 

U . (x,t) 
n, J 

Y . (x) 
n, J 

y .(x) e .(x,t) 
n,J n,J 

U . (x,x) 
n, J 

Además, de (4.21) podemos poner: 

u . (x,t) 
n, J 

u .(x,t)- u(n)(t) 
n, J 

~tE 1 ., y entonces ob
n, J 

~ t E T y aquí, con 
n, J 

t x resulta: 

(4.22) y . (x) 
n, J 

u .(x,x) -u(n)(x). 
n, J 

Esta igualdad sugiere la idea de estimar y .(x) por la diferen 
n, J 

cia entre una aproximación para u .(x,x) y el valor u(n) (x). 
n, J 

n n n n Puesto que u .(x, x. 
1

) =y. 
1 

y u .(x, x.) =y. 
n,J J- ~ J- n,J J J 

son conocidos, 

podP.mos considerar un interpolan te u . (x, ·) para u . (x, ·). 
n,J n,J 

La situación más simple es cuando u .(x,·) se define usando 
n, J 

interpolación lineal; esto es: 

(4.23) u . (x,t) 
n, J 

n n n n 
y. 

1 
(x. - t) + y. (t - x. 

1
) 

J- J J J-
u (n) (t) 

n n 
- X 

xj j-1 
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so 

De acuerdo a (4.22) y (4.23) obtenemos Yn,j(x)~ O. Este resulta 

do conduce, junto a (4.13), a la expresión R .(x,t)% rn(t), la que al 
n, J 

ser sustituida en (4.8), (4.9) y (4.11), nos da: 

(4.24) 
(x -

F . (x) 1 
n, J 2 1 

TI a (2 (x 

n 2 
X. 1) 

J-
n 

+ X. 1)) 
J-

X 

n 
X. 1 
J-

n 
X. 

J 

X 

r~(t)dt 

la cual constituye una aproximación para F . (x). Finalmente, aunque la 
n, J 

estimación dada por (4.24) es un poco ligera, se aplica el mismo criterio 

para elegir el nuevo punto; es decir, x e T .se toma como aquel que mini 
n, J 

miza la función F . (x) . 
n, J 

Por otro lado, el valor de u(n) en los restantes nodos, nos peE 

d n d n mite calcular estimaciones para --(u .(x, x. 
1

)) y --(u . (x, x.)). Es 
dt n,J J- dt n,J J 

" te hecho nos induce a considerar u . (x, ·) como el polimonio de Hermite 
n, J 

d ( n n que interpola u . (x, ·) y --d u . (x, ·)) en los nodos x. y x .. 
n,J t n,J J-1 J 

Así, podemos poner: 



(4.25) 

donde: 

n 

n 
y. 

J m. 
J 

un . (x,t) 
1 J 

n n 
(m. - z. 

1
) 

n + n n J J- n 2 y. 
1 

z. 
1
(t- x. 

1
) + (t- x.) 

J- J- J- h . J 
n' J 

(z~ 
1 

- 2m~ + z~) 
J- J J n ~ n n n (t- x. 

1
)¿(t- x.); Y t e[x. 

1
, x.] + 

J- J J- J 

n - y. 1 J- j 1,T(n) y 

hn, j 

si j o 

n z. d n 
-(u .(x,x.)) ::t n 

-y. 1 1 h . si j T(n) 
J dt n,J J J- n, J 

n n 
m +m 

j j+1 
2 

si 1 < j < T (n). 

De acuerdo a lo anterior, calculamos: 

(4. 26) y .(x) u . (x,x) - u(n) (x) , y definimos: 
n, J n, J 

51 

(4. 27) R . (x,t) r (t) -y . (x) [b(t)e . (x,t) -a' (t)e' . (x,t)] 
n,J n n,J n,] n,J 

De este modo, nuestra función objetivo se obtiene ahora poniendo 
,... 
R . de 

n, J 
( 4 • 2 7) , en vez de R . , en ( 4 • 8) , ( 4. 9) 

n, l 
problema es hallar 

n - n 
X € ]X. 

1
, x.( tal que: 

J- J 

y (4.11). Así, el nuevo 



52 

(4. 28) F . Cxl Min F . (x) 
n, J 

x e T 
n,J 

n,j 

donde 

A 

(4.29) F . (x) F . (x) + + F . (X) 
n, J n, J n, J 

y 

(4.30) 

l4 .31) 

Nota 4.2. Con respecto a la solución de los problemas (4.12) y (4.28), 

lo ideal es aplicar sobre ellos un método del tipo Fibonacci o Sección 

Dorada. Sin embargo, para efectos prácticos también es útil considerar 

un mínimo discreto, es decir, optimizar sobre un número finito de puntos 

del intervalo. Otra alternativa válida es construir un interpolante po

linomial para F (o F .) y luego obtener el mínimo de dicho polinomio. 
n,j n,J 

5. ENSAYOS NUMERICOS. 

Ilustramos los algoritmos alternativos de optimización de ma

llas con los resultados computacionales obtenidos en un problema mues

tral. Por simplicidad se usa el método de elementos finitos con aprox~ 

mación lineal. 



Se considera la siguiente notación: 

N = T(n) - 1 número de nodos interiores en la partición. 

E(n) l
-N+l 

¿ 
j=l 

~2 .]1/2 = 
n,J 

Estimador de error global. 

11 e(n) 11 
E 

rf u - u(n) 11 = Error global en norma de la energía. 
E 

G(n) 

E(n) 

11 e(n) 11 1 € (n) 
E 

Cuociente de efectividad. 

100 11 e (n) 11 ¡' 11 u 11 E E 
Error relativo en norma de la energía. 

Ml Algoritmo tradicional de refinamiento, el que utiliza alguno de 

los operadores de transición definidos en sección 3, y reallza 

bisección sobre los elementos. 

b Parámetro asociado con A(l) o A(S) de acuerdo a (3.6) y (3.16) 

respectivamente. 

M2 Algoritmo de refinamiento que usa la optimización de malla dada 

por el esquema de interpolación lineal (4.23)-(4.24), en conju~ 

to con algún operador de transición. 

M3 Algoritmo de refinamiento que usa la optimización de malla dada 

por el esquema de interpolación Hermite (4.25)-(4.31), en conju~ 

to con algún operador de transición. 

m Número de puntos que se introducen sobre cada intervalo para Ha 

llar el Óptimo discreto de la función objetivo F .. n,J 

53 



54 

Los resultados numéricos que se mostraran corresponden al si 

quiente problema extraído de [5]: 

d 

dx 
f(x) x E (0,1) u(O) 

donde f se elige de modo que la solución exacta sea: 

Aquí se torna p ; O, q 1, r -0,25 y Cl. 0.01. 

úE-: acuerdo a esto se obtiene 11 u /1 E 6. 09811. 

u(1) o 

La ~abla 5.1 muestra los resultados obtenidos por Ml con A(S) 

y B = l.Cl. 

TABLA 5.1 (M1/A(S) /B 1.0) 

N t:(n) 8(n) E(n) 

1 76.2433 0.076219 95.2933% 
2 38.1213 o .141165 88.2453 
4 9.5327 0.409400 63.9975 
7 1.3452 0.915766 20.2010 

14 0.5138 0.963652 8.1194 
26 0.2784 0.981279 4.4808 
45 0.1601 0.994778 2.6124 
83 0.0873 1.000876 l. 4334 

157 0.0463 1.009842 0.7672 
307 0.0238 1.040069 0.4051 
607 0.0120 1.150686 0.2271 

Se observa aquí que para exactitudes relativas mejores que 

20%, la estimación E(n) nunca sobrepasa el error verdadero e(n) en 

más de un 10%; es decir, una vez que E(n) < 20%, se obtiene siempre 

8(n) > O. 9. Además, la convergencia a cero de E (n) y E. (n) es bastante 

rápida. 



Por otra parte, un resumen del comportamiento de los algori! 

mos de optimización de malla M2 y M3 se aprecia en tabla 5.2 y tabla 

5.3, respectivamente. 

Comparando las diferentes tablas puede observarse que con la 

introducción de los primeros nodos el decrecimiento de E(n) y E(n) en 

M2 y M3 es mucho más rápido que en M1. Además la velocidad con que 

(n) converge a 1 es también mayor en M2 y M3. Sin embargo, después 

de esta primera etapa existe una situación intermedia (15 < N < 150) 

e n la cual el desarrollo de los tres algoritmos es bastante similar. 

TABLA 5.2 {M2/A(
1

) /B = 0.75/m = 7) 

N E (n) Ü(n) E (n) 

1 76.2433 0.076219 95.2933 
) 9.7509 0.408756 65. 3 5<:)3 

3 3.4140 0.667041 37.343 4 
i::> l. 2973 0.905966 19.2738 

14 0.5142 0.970622 8.1842 

1 78 
0.0925 0.998858 l. 5143 

178 0.0407 1.003285 0 .6705 

¡270 0.0270 1.008501 0.4467 
'326 0.0223 1.012662 o. 3 703 
1388 0.0188 l. 017905 0.3142 

1484 0.0151 l. 027904 0.2551 

% 
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TABLA 5.3 (M3/A(l) /B = 0.75/m = 13) 

N 

1 
2 
5 

24 
86 

153 
269 
395 
584 
601 
733 

E(n) 

76.2433 
7.3526 
l. 7140 
0.2915 
0.0839 
0.0483 
0.0276 
0.0181 
0.0125 
0.0123 
0.0098 

G(n) 

0.076219 
0.461587 
0.789720 
0.978995 
0.999601 
1.002560 
1.009501 
l. 02283 7 
l. 040934 
1.048956 
1.076676 

E(n) ~ 
95.2933 
55.6534 
22.1963 

4.6803 
l. 3756 
0.7934 
0.4573 
o .3040 
0.2131 
0.2125 
0.1739 

Allí no se aprecia clara superioridad de ninguno de ellos. No obstante, 

a medida que N sigue aumentando se empieza a distinguir una leve mejoría 

en el comportamiento de los métodos alternativos M2 y M3. Esto Último 

puede notarse por ejemplo para N = 584, en que M3 proporciona E(n) 

0.2131, mientras que Ml, con N 607 aún entrega E(n) = 0.2271. 

El comentario anterior puede visualizarse en el siguiente gráfl 

co logarítmico en el cual se ha confrontado N vs. E(n) para Ml y M3. 

E ( n) 

lOO 

lO ' ' 

lll IUO IOUO 
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