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RESUMEN.

Se considera el problema de contorno vinculado al operador li-
neal autnadjunto de segundo orden, y se deducen detalladamente los esti-
madores de error asociados a la solucidn de elementos finitos. Esto per
mite, mediante técnicas clasicas de interpolacidn, el diseho de nuevos
logaritmos de optimizacidn de mallas, los que en base a un andlisis local
sitllan casi-Optimamente un nimero fijo de nodos en un dominio unidimensio

nal.
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1. INTRODUCCION.

El mét.do de elementos finitos es hoy dia una de las principales
técnicas numéricas para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias y par
siales. Una de las decisiones mids importantes en la implementacidn del mé
tods er la seleccidon de la malla o refinamiento asociado al dominio. En
la practica se usun varios generadores de malla; sin embargo, una eleccidn
propic de la discretizacién que dependa del problema a ser resueltn, seria
lo mds vonveniente para el objetivo del cdlculo. Una subdivision efectiva
del dominio no puede construirse sin algun prcceso "feedback", va sea de
una forma interactiva, o a través de un procedimiento automdtico que utili

e la mdxima informaridn disponible en cada etapa.

En . = dltimos anos ha crecido notablemente el interés por el de-

sarrclic de nuevas técnicas para el refinamiento adaptable de mallas-ie ele

3R]

mentos finitos (ver ref. [1], [2], [3], etc.). Puesto gue la calidad de la
solucidn de elementos finitos puede mejorarse por medio de una localizacidn
Optima de los nodos, aqui se presentan nuevos métodos unidimensionales de
optimizacidn de malla, los que utilizan métodos cldsicos de interpolacidn
en conjunto con 1os resultados de BABUSKA Y RHEINBOLDT (4], [5}, [10}. EI
concepto feedback Jue se usarid es aguel dado en [6]: un método feedback se
caracteriza por el hecho gque produce una sucesidn de soluciones de elemen-
tos finitos, en que cada una depende de la informacidn proporcionada por
las precedentes; en otras palabras, un método de elementos finitos feedback
conslste de refinamientos consecutivos de la malla, dependiendo de los re-
sultidos ~.lruiados previamente. Asi, el rasgo mas caracteristico deun pr -
esn feedback es el uso y acumulacidn de informacidn obtenida durante su dg

sarrollo, para eliminar la incertidumbre debida a insuficiente conocimient:

a priori.

EFl trabajo se restringe a un problema modelo unidimensiona! que 1n
v.l. 1 n »perador lineal autoadjunto de =zequndc nrden. Los elementos a

convilderar son polinomios por pedazo de grado arbitrario.
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El articulo se presenta como sigue: en seccidén 2 consideramos el
problema unidimensional, su solucidn de elementos finitos y deducimos en
forma detallada (De [4], [6], vy [7]) los estimadores de error sobre los cua
les se basan los métodos feedback. En seccidén 3 se revisan los operadores
de transicidn deéfinidos en [2], [3] y [6], y se da un resultado de conver-
gencia. Utilizamos en seccidn 4 los indicadores de error de seccidén 2 pa-
ra desarrollar algoritmos alternativos de disposicidn Sptima de los nodos.

Finalmente, en seccidn 5 mostramos algunos resultados Numéricos.
2. EL PROBLEMA MODELO UNIDIMENSIONAL.

Aunque los resultados que se mostrardn pueden extenderse a una va
riedad mds amplia de problemas en una dimensidn, por claridad, este articu

lo se restringe al problema de valor de contorno siguiente:

(.. 1) Llu] = - & (a(t) g%] Fb(t) u (£) = £(t); t € [0,1]

(2.2) u (0)

I
=
=

I
o

donde s
(2.2) aecl(0,11; b,feclo,1]; a(t) >a >0 y b(t) > 0¥t
e [0,1].
. 2] .
Si H[0,1] denota ¢ espacio {u: [0,1] > R/u, u' € L,10,1};
u(0) = u(l) = 0}, entonces
la solucidn de (2.1) - (2.2) se entiende en la forma débil usual; es decir,

se busca u € Hl[O,ll tal que:

1

.( 01
(2.4) B(u,v) =J £(t) v(t)dt; ¥ v € H [0,1]

0
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donde B es la forma bilineal:

1
(2.5) B(u,v) = { [a(tu'(t)v'(t) + b(t)u(t)v(t)] dt
J
0
sea | HE:la norma de la energia inducida por el producto escalar

B; esto es:

' . 01 +

1/2
(2.6) u > i L = [Bu,u)] /
E
Ahora, la solucidén de elementos finitos se introduce de manera
usual. Se supone que al cabo de la n-ésima etapa, M(n) es la malla aso

ciada al dominio {0,1]. Sean:

(2.7) T(n) nimerc de elementos de M(n)

j-&simo elemento de M(n)

—_
1o
@
-
It

. = dildmetro de 1 .
n,j n,jJ

N3

O

=
|

Si la triangulacidn M(n) estd determinada por la siguiente parti

<1ién:

n
(2.10) 0=x_ <xF< <] =

0 . T(n)
entonces se escribe:

n n .
(2.11) T .= Ix _+x13;3=1,T(n)
Ny ) j-1 3

(2.12) ho, o= x" - %" i 3= 1,T(n)



y se define:

(2.13) h" = max h ..
j n,Jj

También, es importante ver que la malla M(n) puede identificarse

por el conjunto de puntos x?, que se llaman nodos, o bien, por el conjunto

de elementos 1T_ .. Asil, escribiremos M(n) = {xn}. x? € M(n o
n,3 ' (n) 375=1,7(n) ¥ (n),
bien M(n) = {1 .}. T ., € M(n), dependiendo del contexto.
) n,J}j=l,T(n) Y n,Jj ! P

o
Para p € IN, SP(n) denota el subespacio lineal de H1[0,1] que con
siste de funciones que son polinomios por pedazo de grado < p sobre cada

T . € M(n).

n,j
.- . °1 P
Sea P(n) la proyeccidon eliptica de H [0,1] sobre S (n), esto es:
o
P
P(n) : H1[0,1] > S (n)
v -+ P(n)v
(2.14)
lv-Pv | =Mn [v-w]_ .
E p E
w € S (n)
Es bien conocido el resultado de caracterizacidn para P(n)v dado
por:
P
(2.15) B(v - P(n)v, w) =0 ; ¥ weé€&S (n)
o bien:
P
(2.16) B(P(n)v, w) = B(v,Ww) ; ¥ weée&sS (n).
Definicidn 2.1. Sea u la solucidn de (2.1)-(2.2). Entonces:

(2.17) u(n) = P(nju € SP(H)

15
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se llama la solucidn de elementos finitos para el problema de valor de

contorno. Ademas, la expresidn:

(2.18) e(n) = u - u(n)

es el error de la solucidn de elementos finitos.

Se tiene el siguilente resultado:

Proposicidn 2.1.

o

Sean R(n) vy R([0,1] - I) las proyecciones elipticas de H [0,1]

sobre los espacios:

. °1 n . e
A(n) = ‘v e [0,1] : v(xj) =0 ; 3 =0,T(n)}
°1
c(1) = {veH [0,1] : vix) =0, ¥vx€[0,1] - I}
respectivamente, con I ¢ [0,1]. Entonces:
T(n) o1
(2.19) R(n)v = L R([0,11 -1 .)v ; ¥ v € H [0,1].
j=1 ’
Demostracidn:
°1
Sea v € H [0,1] y notemos Rn jV = R([O,1] - T j)v. De acuerdo
r 7

a la caracterizacidn de una proyeccidn puede escribirse:

{ R(n) v € A(n)

B(R(n)v, w) = B(v,w) ; ¥ w € A(n).

y ademis
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R .vecC .
(Tn’J)

(2.21)

’ 1

Se tiene:

T(n) n T(n) n n
(I R wx)= I (R Vvx)= (R 4V)(x)=0.
5=1 n,j i 5=1 n,j i

T(n)
Esto prueba que & R .V € A(n).

j=1 nl]

Ahora, para w € A(n) obtenemos:

T(n) T(n)
(2.22) B(L R v, w = L B(R .v, w)
j=1 n,J j=1 n,j

como R. . v€ C(T_ .) resulta:
n,)j n,J

14 14

(R .V) (x)=0;¥vxe[0,1] -T ..
n,Jj n,j

Asi B(R_ . Vv, w) = B(R , Vv, w,), donde:
n,J J J

’ n,

Wi en T !
n,J

0 ; en [0,1}] - T |
n,Jj

Luego, volviendo a (2.22):

T(n) T (n)
(2.23) B(L R ,v,w)= T B{(R .V, w)
=1 n,J j=1 n,J J
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Como wj € C(Tn j) se obtiene por (2.21):

r

(2.24) B(R . v,wj) = B(v,wj)
Reemplazando (2.24) en (2.23) nos queda:

T(n) T(n) T(n)
£ B(v,w.) = B(v, L w.) = B(v,w)
5=1 =1 ] j=1 7

los]
[
o)
<
£
i

B(v,w) ; ¥ w €& A(n).

[§9]
2]
w
w
gl
o]
<
b
=
Il

Comparando (2.20) con (2.25), y recordando la unicidad de R(n)v

se concluye:
( o1
(2.26) R(n)v= & R . Vv;¥veHI(0,1]

Como corolario a la proposicidn anterior puede demostrarse el

sijuiente resultado:

Proposicidn 2.2.

Bajo las definiciones anteriores resulta:

(
2 0
(2.27) | R(n)v HE =z |r ;v oven(o,11.
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Demostracidn:

De proposicidn 2.1 podemos escribir:

2
Il R(n) v HE = B(R(n)v, R(n)v)
T(n) T(n)
=B(X2 R v, I Rn i v)
=1 " =
T(n) T(n)
= ) B
B P R T

Puesto que la interseccidn del interior de los soportes de

Rn 5 vy Rn { v es vacla, amenos que i1 sea igual con j, nos queda:
5 T(n) T(n) 5
o= B(R_ . R = R .
H R(n)v |IE Z ( nlJV’ n,jV) Z ” nl]v IIE
3=1 =1

Los dos resultados anteriores inducen la siguiente definicidn

asociada al error e(n) de la solucidén de elementos finitos:

Definicidn 2.2. Se definen el indicador de error n . asociado al inter
n,j -

valo Tn 5 y el estimador de error global € (n), como sigue:

14

(2.28) N, = [ ;e HE

(2.29) e€(n) = || R(n) e(n) HE .

Debido a (2.27) se concluye claramente:
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P .r otro lado, respecto al indicador de error nn 5 puede darse
r

el siguiente resultado de caracterizacidn:

Proposicidn 2.3.

l.a funcidn wj(n) = Rn 5 e(n) que permite definir el indicador de

I

error 1 . en (2.28), estd caracterizada por el siguiente problema local:

L{w.(n)] = £ - L{u(n)l ; en 1
J n,j

(2.31)

w.(n) = 0, en [0,1] - T

]

Demostracidn: Sea v € H [0,1] tal que v = 0 en [0,1] -

Se tiene:

s(w.(n), v) = B(R_ . e(n), v)
n,j

I

= B(e(n), v) (Por def. de R )

n, "
= B(U,V) - B(u(n)lv)
=< f,v > - <Lluml,v
2 2
=< f-Lium], v>
Ly

Es decir:



B(w.(n),v) = < f - L{u(n)},v > i Yvvec(t ).
J L2 n,j

Esto completa la demostracién.

De este modo, puede escribirse:

n

X.

3
2 ‘» 2 g 2 2 T

(2.3 nTo=llw.ml®= ra(t) [w. (n)' (£)17+ b(t)[w. () ()] lat

n,J J E - J J -

n

Xj-l

donde wﬁ(n) es la solucidn débil de (2.31).

Por otro lado, un importante resultado probado en [4] ecs el

siguiente:

Proposicidn 2.4.

o

1
Sea v € H [0,1] vy definamos
P ; P n n
sv(n) = 1w € S (n) / w(xj) = v(xj) i 3= 1,T(n)}

entonces, existe cte. Cp(n) tal que:

(2.33) inf v -w ot v

Ademds, existe cte cP > 1, independiente de n tal que:

— n
(0.24) cm) < (1 + o(h")) ; cuando K" - 0.



[
2

Demostracidn: (kRef. [47: lema 1).
La proposicidn anterior nos permite demostrar el siguilente resul
tudo, =1 cual da la razdn precisa de por qué se llama estimador de error

51 oal s 12 expresidn g {n).

Proposicidn 2.5.

Sean ~{n) v c(n) definidos en (2.18) v (2.29) respect ivamente.

I PR

_ \ P
L5 (- e ! C'(n) ©{n), donde C (n) e+ :. cle. de Pru

punICciln L)

Demostracién:

- . o1

ot tevero, guevamente Rinj, la proyeccidn olliptius e i1 |0, 1

sobire oL eapen
o1 ) 1 .
s{.) e 0,1 S wlx) = ow g Y, T U, Tin)
1 2

Entomoe:

o3 B(R(n) e(n),w) = Blen),w) ; ¥ w& Aln).

it oular parx ow = Rin) e(n) & A(n), =se tiene:

B(RE(r) e{n), R(n) e{n)) = Ble(n), Rin) ein);

S CRIA TN
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2
Il R(n)e(n) HE= B(R(n)e(n), R(n)e(n) = B(e(n), R(n)e(n))

< || e(n) ”E I R(n)e(n)|E (Por Desigualdad de
Schwarz)

Es decir:
£(n) = H R(n)e(n)H < H e(n)”E » lo cual prueba el lado iz
quierdo de (2.39)
B P . P n n
Aliora, sea v € § (n); es decir, v € $ (n) y v(x.,) = e(n)(x);
e(n) ] J
vi = O,T(n)
Entonces w = (e(n) - v) € A(n) y ademis

Bie(n), v) = B(u,v) - B(u(n), v) =0

Luego:
3 P(n)\f; = iB(e(n), e(n))] = |B(e(n), e(n) - v),
= [B(e(n),w)| = |B(R(n)e(n), w)| (Por (2.36))
AxT:
(2.37) I e(n)[lhi < | R(n)e(n)HE Il en) - v |[E P YoV oe Si(n)(n).
Aplicando proposicidn 2.4 (relacidn 2.33) se concluye:
(_.38) infimo le(n) - v HE < Cp(n) I e(n)]lE

P
v € Se(n)(n)
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rn(t) = f(t) - Llu)] (t).

Demostracidn:

El problema (2.31) puede escribirse

{L[w(n)](t) =r (t) ; wte [x" , x").
5 J n j-1 3]
(2.40) <

{ n n

: . (n) (x. =w.(n) (x) =0

i wj( ) ( j_1) wJ ) J)

Consideremos ademis el problema de valores propios:

{

‘L v=Av
(2.41) §

[v(x? ) = v(x.) = 0

j-1

y sean 0 < )1 < A, £ ... la sucesidn asociada de vp y ¢1, ¢y @3, R

. . ->
el correspondiente conjunto ortonormal de vp.

. P °1 n n . .
Entonces, cualquier funcidn v € H [x . 1’ X ] que satisfaga las condiciones
J- ]

de contorno, puede escribirse como:
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Luego, si aj =

Ademids, es facil probar que:

| 2
I‘Wj(n)HLz[xr.l
-
; 2
e |l n
| n‘Lz[xj_l,
A
Puesto que-rl > 1
iz
1
| wj(n)“i = a§ < % Z a2
2 o
e- decir:
(2.42) | w. () ]]? <

Xn]
1" 73
Xn]
]
i ¥) € IN,

2 £~ l
J 2
Al

| x

2
= [z w, (n)]
J L

2

se obtiene:

nl

2

L
2

[x?
]



Por lo tanto, aplicando desigualdad de Schwarz se concluye:

[ w. ) ]|2= Blw.(n), w.(m) = < L w.(n), w.(n) >
J E J J J J

- !
T PN PXSTY

Esto es:

2
(2.43) cwym) < I rnHL I W, (n) I,
2 2

Reemplazando (2.42) en (2.43) se obtiene:

| 2 1 2
(ENCSL S N
1 2
Es decir:
n
x.
]
2
(2.44) L r7(t) at
n,j - A r
1
X,
J-1
Por otro lado:
, 2 2
“ v HL L dg %o
2 cup ] 1 . . ]
sup = su = up S E—
2 ~ 2 ) S2
°] v Ao 1 X Q.
v € H [x. ,Xn] H llE J 3] g Xl J
-1 3 J 1
n
v(xr? ) = vi(x.) =0
j-1 ]

27
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= %— (donde el miximo ocurre para v = ¢1)
1

Pero también:

n
x.
J
v |l > aiin [V'(t)]2 dt, donde
n
Xj—l
al = Min Il act)y ||
min 0
t € [x _l,x ]
Luego:
2
v |l
2
Iy L2
l_.,: Sup 2 i sup — ] l —
2
! H v HE X? min "1
al, [v'(t)]2 dt
min
In
xj—l

donde, de manera andloga, Xi es el vp mis pequefic asociado al operador

2

_ - i
L v=v"en [x? , x?]. Es decir A =

j-1 j 1 n

2
n,j

De este modo, hemos obtenido



il_<
A
1 J

y reemplazando en (2.44) se deduce:

n
X
[ ]
2 hi 2
(2.45) n“ < ’32 r(t) dt
n,Jj aj. ,” n
min
Jn
xj'l

Finalmente, de la serie de Taylor con resto derivada se obtiene:

al. = al L (x" _+ %)) (1 +0(h .)); cuando h_ . » 0, y en
min 2 3-1 J n,j n,j
consecuencia resulta:
I
X,
3
ne
2 n,j 2
n . < r (t) dt (1 + 0O(th ).
n,j - 2n n n,j
a .
J
n
xj—l

La relacidn (2.34) y las proposiciones 2.5 y 2.6, nos permiten

establecer ficilmenteel siguiente resultado:

Proposicibén 2.7.

Existe una cte. C - 1, independiente de a, b, f y M(n), tal que:

(2.46) I e(n)||E = flu - u(n)HE < C €(n)

29
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donde:

( 2
(2.47) c“(m) = L n

~

Es claro que esta estimacidn de error €(n) es facilmente calcula
ble una vez que se conoce la solucidn de elementos finitos u(n) sobre

~

M(n). Ademas, la importancia de €£(n) radica en el hecho que los indicado
res locales an,j constituyen una medida de la contribucidn de cada inter-
valo, al error total. Obviamente, esto permite la construccidn de mallas
casi Optimas (Ver [5]), y también nos inducird@ a disefiar métodos aproxima

dos para situar Optimamente los nodos de M(n). (Ver seccidn 4).

3. OPERADORES DE TRANSICION Y CONVERGENCIA DE LOS METODOS FEEDBACK.

A

Una vez que los indicadores de error nn 3 (de proposicidn 2.6)
’

asoclados a cada elemento T4 de M(n) son calculados, queda por resolver
14

el problema: "lQué elementos deben refinarse en la siguiente etapa para

obtener M(n + 1)?". Los esquemas o reglas que deciden finalmente qué ele

mentos se subdividen se llaman operadores de Transicidn.

M3s generalmente, suponga que después de la n-&sima etapa de re-

finamiento se tiene una triangulacidn M(n) con:

(3.1) T(n) = nimero de elementos de M(n).
(3.2) T 5 = j-&simo elemento de M(n).
3.3 M(n) = { )

( ) (n) {Tn,J}]=l, T(n)

(3.4) h =

didmetro de Tn



entonces, un operador de transicidn es una aplicacidén A definida por:

A (10,10 % [sT(1) x 57(2) x ... x s(n)] > P[0,1] donde P[0,1] deno

ti el conjunto de las partes de [0,1], tal que:
M(n + 1) = A(M(1), M(2),..., M(n); u(l), u(2),..., u(n))

Ademids, decimos que A es simple si &1 depende sdlo de M(n) y

u(n); todos los otros operadores se llaman compuestos.

Una medida del error para la triangulacién M(n) estd dada por

- (n), donde

~2 Ty - . |
(3.5) - (n)y = . n, o4 v Ny : es el indicador de error asocia
j:]. v ’
dooa T 3 (Ver seccidn 2 o referencias [1]1, [2]1, [3].

En lo gue sigue, describimos los distintos operadores de transi-
cidn introducidos en [2}, [3] y [6], los cuales usan biseccidn del elemen
to como técnica de refinamiento.

. 1
3.1. Operador de Transicidn A( )

Sea B una constante en [0,1]. Este operador refina todos aque-

llos elementos Tn o para los cuales
1

(2.6) n _>B max 1
n, - ,
P ]:IIT(n)

n,J
Si B = 1, entonces se subdividen sdlo los elementos que tienen
el mayor indicador de error. Si B = O obtenemos una malla uniforme va

gue todos los elementos se refinan.

31
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. - 2
3.2. Operador de Transicidn A( )

Suponga que los elementos de M(n) se han ordenado de manera que:

3.7 >0 2 Le. >
( ) nnrl - 'n,2 - = nn,T(n)

Sea Y una constante en [0,1]. El operador A(2) refina los k pri
meros elementos con indicadores de error mds grandes; esto es, nn 1 ;
~ ~ L4
nn,Z P nn,k ; donde
(3.8) k = [yT(n)] + 1
v [ ] indica parte entera.

Esto es equivalente a decir que el segundo operador bisecta
aproximadamente la fraccidn Y de los elementos de M(n) ordenados de

acuerdo a (3.7).

3.3. Operador de Transicidn A(3)

Este operador es una combinacién de los dos anteriores. Con B

(3)

e [0,1] y vy e [0,1], A refina todos los elementos T, p para los cua-

r

les:

A ~

(3.9) n, o > B max n, s Y también bisecta al menos la fraccidn
1 r .

Y de aquellos que tienen los mayores indicadores de error.
3.4. Operador de Transicidn A(4)

Sean M(n) y M(n + 1) dos triangulaciones consecutivas.

Definimos:



(3.10) A, 5= fpell,..orm+ 1l/7 1,p ¢S Tn’j}
Ademds, para cada Tn : € M(n) ponemos:
’
(3.11) " = max LI
n,J pEaA P
n,
Ahora, si el elemento T . de M(n) se origina de la subdivisidn
I
de Tm K’ para algin m < n - 1, entonces se escribe:
’
old -
3.12 n =0 .
( ) N, m, k

~

Por otro lado, se supone gue localmente los valores ﬂn . tienen

r]

un comportamiento asintdtico de la forma:

(3.13)

constantes.

old
n,Jj

n,j

new _

n,Jj

n .=2¢C hx .r cuandoh_ ., > 0; con C y A
n,J n,J n,J

~

de acuerdo a esta suposicidn sobre nn 3’ podemos escribir:
r

de donde se deduce:

33



34

new 2 old
3.14 n-., = . i
( ) n,J n,j n,J

3>
3

Ahora, tomamos Y € ]10,1[ y para cualquier Tn 3 € M(n), definimos:
I

“new new ~
(3.15) . = Min { Loy N
nnlj nnrj Y n,J

to que usa informacidén de M(n) y mallas previas para predecir el efecto de

} , el cual se llama predictor pues

la biseccidn sobre el valor de los indicadores de error M(n + 1).

(4)

De acuerdo a lo anterior, el operador de transicidn A bisecta

todos los elementos T P € M(n) que satisfacen:

14

(3.16) n  >B Max noev
n,j

z ; con B € [0,1].
nep j=1,T(n)

(4) - .
Podemos ver claramente que A es compuesto. Ademas, es impor-
“new new

tante notar que un caso particular de este operador, con n |, =1 3 y
n,Jj n,

B = 1, fue introducido en [3].

Nota 3.1. Al comienzo del proceso de refinamiento se considera
1d ~ .

q: = nl 50 lo cual conduce a usar en la primera etapa el operador A(4)
] ’

con constante B Y.

(5)

3.5. Operador de Transicidn A'"'.

Este operador es una extensidn directa del anterior. Cada vez
que el crecimiento en el nimero de elementos es menor que un porcentaje
prefijado de T(n), la solucidon de elementos finitos no se calcula sobre
M(n + 1) se construyen directamente de los ﬁ“eW ;i es decir, ponemos:

n,3J

N “Mew

ﬂn+1’p = 1,3 i ¥ p € An

'3
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Ensequida, el operador de transicidn A( ) se usa sobre la malla

M(n + 1) con estos indicadores de error aproximados. El proceso continda

hasta la etapa n+k donde el crecimiento en el nimero de elementos desde

M(n) a M(n+k) es mayor que el porcentaje prefijado de T(n). En este mo-

mento, la solucidn de elementos finitos se calcula sobre M(n+k) y el pro-

ceso se sigue.

Nota 3.2. Los cinco operadores de transicidn descritos tienen la propie-

35

dad de bisectar siempre el elemento con el indicador de error mas grande.

Debido a esta caracteristica, ellos se llaman l-regulares. Mas, general-

mente, puede darse la siguiente definicidn:

Definicidn 3.1. Un operador de transicidn y el correspondiente método de

elementos finitos feedback se llama &-regular, con § € 10,1[, si &l bisec

ta al menos un elemento Tn p para el cual:
r

(3.17) n o > § max nn

Nota 3.3. Es interesante hacer notar que una generalizacidn, en cierto
sentido, de estos operadores de transicidn, fue introducida por GATICA

en [9].
3.6. Convergencia de los métodos feedback.

Una vez que se construye la sucesidn de soluciones aproximadas
{u(n)}n e m' interesa saber si ella converge en alguna norma a la solu
cidn exacta u del problema modelo descrito en (2.1) - (2.3). Por lo me
nos hasta aqui se ha logrado probar (Ref. [6]) que el error e(n) =
u - u(n) tiende a cero en la norma de la energia, cada vez que se utili
za un método feedback §- regular. El objeto de esta parte es justamen-

te mostrar ese resultado. Para ello se utilizan dos lemas y una propo-

Lo
cion.
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Son conocidos del Analisis Funcional los siguientes lemas:

Lema 3.1

Sea H un Hilbert y sea {Si}. una sucesidn de subespacios de

i€ N

H tal que Si c Si+1’ ¥ i, Si Pi denota la proyeccidn ortogonal sobre Si
=

Y P denota la proyeccidén ortogonal sobre S = U Si
i=1

, entonces para cada

U € H, Pi u > P u cuando 1 = «,
Lema 3.2.

Sea H un Hilbert y sea {Si}i e @ una sucesidn de subespacios de

H tal que Si+1 € si, ¥i. si Pi y P denotan las proyecciones ortogonales
[oe]

sobre Si Yy S =1 Si, respectivamente, entonces para cada u € H, Pi u
l=

1
P u, cuando i > %,
Por otro lado, de [8] obtenemos la siguiente proposicidn

Proposicidn 3.1.

Bajo los supuestos dados en (2.3), se obtiene:

1/2 ) °l n n
ol s, emS vl v vedtod )
donde: IIV Hoo T = max |v(x)|

n,j Xx e 1T

/2

1 -
Yy Cc=1/A ; en que A > 0 es la cota inferior de la funcidn

a(t) dada en (2.3).
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Demostracidn:
S B ¢ n : n .
Sea v € H™ [x. _, x.] Debido a que v(x, _) = 0 se tiene:
J=1" 3 j-1
X
v(x) = ( vi(£)yag ;. v xeTt ..
J n,j
n
X3_9
La desigualdad de Schwarz nos da:
X X x
2 2
lv(x) | 17ag [v'(&)]" af = (x - x5 vt €)|? ag
n n
X . X . n
3-1 -1 X.
-1
n
X
J
< h |V'<£)l2d5 ;. ¥xeT .
- n,J ’ n,j
o
j~1
As1:
n
(X .
3
(3.18) vl <h v | e
©° ;T - n,j
n,J
"
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Ahora, de (2.3) se tiene:

a(x) 2 A > 0; b(x) 20, ¥x € Tn 5 Luego, de (2.5) y (3.18) se sigue:

’

(%0
2 . 5 5
HVHE = lax)[v'(x)]" + b(x)[v(x)]“]dx
‘n
Xj-l
rxD
J
2 A 2
> a vieorla 2 A v 2
n,Jj ! n,Jj
/
xj_1
esto es:
1/2
IIV Hm ST < 1;2 hn{j IIVIIE , lo que completa la
demostracidn. nsJ A

Los resultados anteriores permiten demostrar ficilmente la si-

guiente proposicidn acerca de la convergencia de un método feedback.

Proposicidn 3.2.

Sea {u(n)}n e ™ una sucesidn de soluciones de elementos fini-

tos calculados con un método feedback &-regular, § € ]0,1]. Entonces,

bajo el supuesto (2.3) se obtiene:

lim ||e(n)|[E = lim Hu - u(n)]|E = 0.

n-— oo n- ©



Demostracidn:

Es claro que la sucesidn de subespacios cerrados {SP(n)}n e ™

(3.19) smy csPm+1) ; vne w.

[+]
Sean P(n), definida en (2.14), la proyeccidn eliptica de Hl[O,l]

sobre SP(n). Del lema 3.1 y del hecho que u(n) = P(n)u se deduce:

lim u{(n) = lim P(n)u = P(u)
n—- o n—->o®

-
donde P es la proyeccidén eliptica sobre U SP(n)
n=1

Es decir:
(3.20) e(n) =u -u(n) =u - P(u) + &(n)
donde £(n) » 0, cuando n - ®

Al igual que en proposicidn 2.1, sea R(n) la proyeccidn eliptica

(o]
de Hl[O,l] sobre el espacio:

a(n) = {v e Bl[0,1] : v(xrj‘) =0; 3=0,Tm}
De (3.20) se tiene:

(3.21) R(n) e(n) = R(n) [(Id -~ P) u + £(n)]

n->o

Puesto que £ (n) » 0, resulta:
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(3.22) lim R(n) [(Id - P)u + (n)] = 1lim R(n)[(Id - P)ul
N> co n-> oo

Como la sucesidn de subespacios cerrados {A(n)}n e N
verifica A(n + 1) ¢ A(n), ¥ n; podemos aplicar lema 3.2 para concluir
que:

(3.23) lim R(n) [(Id - P)u]l = R [(Id - P)ul
n-> co

donde R es la proyeccidn eliptica sobre

ﬁ A(n) = {v e H1[0,1] ; viX) = 0, ¥ x € 3 M(n)}
n=1 n=1

Asi, de (3.21), (3.22) y (3.23) se deduce:

(3.24) lim R(n) e(n) = R{(Id - P)ul,

en la norma de H1[O,l].
n- oo

Por otro lado, para cada n > 1, sea Tn K € M(n) un elemento que
r
se bisecta en la transicidn de M(n) a M(n + 1).

(o]
Puesto que U M(n) sblo contiene un nlimero finito de elementos

n=1
con didmetro superior a un tamafo positivo dado, y debido a que no exis-
ten repeticiones en la sucesidn {1 } se sigue e h -+ 0
p n,k'n e I’ Jue que ty x !
cuando n * .

Por lo tanto, de este hecho y de (3.24), se concluye que:

2 r 12 ] /2
Mok = a(x) Eg R(n)e(n) | + b(x) LR(n)e(n)J | ax

T
n,k

(3.25)



converge a cero a medida que n tiende a .

Como el método feedback aplicado es - regular, se cbtie:le:
(3.26) n > § max noo.
[ k - .
; j=1,T(n) "'’

Asi, de (3.25) y (3.26) se deduce:

(3.27) lim {max n. =0
n>w §=1,T(n) rJ
Por otro lado, a continuacidn se prueba que R[(Id - P)u] = 0 en
[0,1}. En efecto, supongamos por el contrario que existe un punto x* tal

que R[(Id - P)u] (x*) # 0.

Entonces, debido a la convergencia (3.24), existe NO € IN tal

que:

R(n)e(n) (x*)| >y >0 ; ¥n > N_.
- -0

Sea ahora T, b el elemento de M(n) gue contiene a x*; entonces,
r

usando proposicidn 3.1 con v = R(n) e(n) , se concluye:

/Tn’p
Y < |R(n) e(m) x%)]| <c hif; Moo
y puesto que hn,p f 1, puede escribirse:
0 < y/C f < max nn,j i ¥n o2 No

P 51,7 (n)

lo cual contradice claramente (3.27).
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Esto prueba que:
(3.28) R[(Id - P)ul] = 0 , en [0O,1]

La identidad (3.28) en combinacidn con (3.24) y (2.29) conducen

(:.29) lim €(n) = lim || R(n) e(n)]lE = 0

n-- o n-

Finalmente, una aplicacidn directa de proposi.ién 2.5 proporcio

na el resultado requerido.
4. OPTIMIZACION DE LA MALLA.

Se aplican ahora los resultados de las secciones previas par-
un: optimizacién de malla basada en los indicadores de error del proble
ma modelo (2.1)-(2.2). Suponga que aplicamos algunos de los operadores
1 transicidn descritos en seccidn 3 para determinar qué elementos de-
ben ser refinados. Entonces, podemos pensar que quizds la biseccidn so
bre ~ada intervalo no es lo mejor, y por lo tanto, se hace necesario in

tentar otra localizacién para el nuevo nodo.

Definamos:

(1.1) y’j? = u(n) (erl) i 3 =0,T(n)

En lo que sigue desarrollamos algunas técnicas nuevas para opti
mizar la ubicacidén de los nuevos nodos, los que agregados a M(n), ~onfi-

suraran la malla M(n +1).
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4.1. Un algoritmo de Carlcter local.

_ ]Xn
n,j = j-1'

situar el nuevo nodo sobre T, j usando un criterio local, es decir, res-
14

Sea T x?[ € M(n), un elemento a renar. Sugerimos

tringiendo el problema de optimalidad al intervalo [x? x?]. Para es
- i =

1[
to consideramos el problema diferencial:

__d dv _ ) n n
o) ot [a(t) dt] + b(t)v f(t) ; t € ]xj—l' xj[

n n n
) = v, ;o vi(xD) =y,
yJ'l ] J

Debido al hecho que y?_ % yg aproximan los valores exactos

1
u(x? 1) y u(x?), respectivamente, el problema (4.2) constituye una aproxi

j- =
cién a la restriccidn sobre Tn : del problema modelo (2.1)-(2.2).

I

Se tiene el siguiente resultado:

Proposicidn 4.1.

Sea u_ . la solucidén de (4.2) y denotemos por U ; la solucidn

I I

del problema:

(4.3) __d dv _ . n _ n, _
I [a(t) e ] + b(t)v rn(t) bt e Tn,j v(xj_l) V(xj) 0.

con

(4.4) rn(t) = f(t) - Llu(n)](t) = £(t) - b(t) u (n)(t) + u(n)'(t)a'(t),
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n n n n
Coo(xL-t) + vy (t-x. )
Yi_q 3 ) yj( 3-

_J 1 . T
(4.5) u(n) (t) = = = i ¥t € n,§’
X, - X,
3 j-1
Y] -y -1
1 j— .
(4.6) u(n)*(t) = e~ ¥ te Tn,j'
n,j
Entonces:
(4.7) un,j = Un,j + u(n).

Demostracidn: Se sigue facilmente reemplazando (4.7) en (4.2) y conside

rando las ecuaciones (4.3)-(4.6)

Nota 4.1. Es importante observar aqul que U 5 corresponde a la funcidn

I

wj(n) definida en (2.31) (Proposicidn 2.3).

La proposicidn 4.1 muestra que, indistintamente, podemos traba-

jar con el problema (4.2) o bien con (4.3).

xp[, y sea Un .(%x,*) la solucidn

Ahora, sea x un punto en ]x? ’
j—l J IJ

elementos finitos de (4.3) sobre la malla X?—l < X < x?_ Entonces, de

acuerdo a los resultados proporcionados en seccidn 2, los indicadores de

error para los intervalos [x" 1 x] vy [x, x?] estadn dados, respectivamen
J- J -

te, por:

X

1 (x - x. l)2
(4.8) Fp (%) = = J R® (x,t)dt , y
rJ i 1 n !
al(=(x + x _))
2 j-1
J
X.



n
5
L - xD?
(4.9) Pt (x) = — R .(x,t)dt
nlj TT2 ’
a(=(x + xM))
X
donde:
(4.10) R .(x,t) = r (t) - L[U . {(x,t)]
n,] n n,]
Si definimos:
(4.11) F . (x) =F (x) +Ft (x) ; ¥x€T_ .
n,J n,Jj n,j n,J

entonces, esta funcidn es una estimacidn del error de la solucidn de ele

mentos finitos Un . sobre la malla X?—l’ X, x. Por lo tanto, un crite-
'

rio natural es elegir x € T ; tal que:
’

(4.12) F .(X) = Min Fn (x).

Esto es, olvidamos por un momento que la solucidn de elementos
finitos u(n) sobre Tn’. depende también de su comportamiento en el res-
to del intervalo [0,1]; es decir, suponemos de este modo que las aproxi
maciones y?_l % y? son relativamente buenas. Luego, con el objeto de
obtener estimaciones casi-dptimas de los nuevos nodos, es suficiente con
siderar sdlo los problemas locales (4.3) para j = ETETHT} y tomar a cada

uno de ellos independiente de los restantes.

Ahora, es obvio que se requieren técnicas numéricas para resol-
ver (4.12). Ademids, existe una clara dificultad para ello, cual es, el

cidlculo de las funciones F; Y F; i Por ejemplo, si resolvemos (4.3)

'] ’
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n n
por medio del método de elementos finitos sobre la malla xj-l’ X, Xj’

con element.s lineales, los que requieren un menor nudmerc Jde cdl-ulos, en

tonc: s obtenemos:

Un,j(x,t) Z'Yn,j(x) e, 5 (Xst)
4.13)
LRn’j(x,t) = rn(t) - Yn’ (x) [b(t)en,j(x’t) - a'(t)e".(xlt)l
: nde:
/ t - x?_l
J ;i te [x) ,x]
X - Xn -
J-1
ClLt en,j(x,t) =
x? -t
~ - te (x,x
n 3
X. = X
k J
/(x-x7 ) 5 te X' ]
v _ J_l j-l
14.15) et (x,t) =
n,j
-1/ (x" - x) ;ot e (x, X9
J J
C .(x) +D_ .(x)
(4.1¢) Y (x) = n,J
n,j An,j(x) + Bl’l,j(x)

y las constantes A, B, C, D se calculan mediante una técnica de 1ntegra-

cifn numérica de acuerdo a las siguientes expresiones:



(X

1
(4.17) A .(x) = l[a(t) + t2b(t)]dt -
n,j (X _ Xn )2
j-1
Xj-l
x rx
2x t b(t)dt + (x7 )2
j-1 j-1
n ‘n
X, X .
j-1 J
n
X,
[ 3
1 ! 2
(4.18) B (x) = ﬁ [a(t) + t“b(t)]dt-
n, n, 2
(x - x.) !
J ]
o)y
%P x"
J J
2% tb(t)at + (x1)?
J J
X X
X rX
1 n
(4.19) Cn,j(x) = — t rn(t)dt Xj—l rn(
(x xj_l)
- n Jn
*3-1 *3-1

b(t)dt

t)dt

47
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4.200 L () = ——— X, r (t)dt - t r (t)dt
n n

Una vez que la constante Yn j(x) se obtiene de (4.16), definimos
I

1 x] vy

[x, x?] para calcular finalmente F j(x) de (4.8), (4.9) y (4.11). Es ob

14

la funcidn Rn j(x,t) de (4.13) y luego integramos Ri . sobre [x?_
’ ’

vio de aqui que el c3lculo de la constante Yn j(x) es la etapa mis caraen
14

el proceso que proporciona F j(x). Sin embargo, a modo de consuelo, con
n,

el objeto de resolver (4.12) es satisfactorio calcular F; % F; j en sé-
’ ’

lo un nimero finito de puntos de T, 5 No obstante, basado en (4.7) y en
’

el hecho que Y j(x) = Un j(x,x), se sugieren algoritmos alternativos que
’ 14
no consideran exactamente el esquema anterior. En otras palabras, desarro

llamos un método que no necesita calcular Y : mediante (4.16), y mostra-
14

mos también uno que nho requiere muchas operaciones para obtener una buena

aproximacidn de Yo 5 Este es el objetivo de la siquiente seccidn.
!

4.,2. Un criterio de interpolacidn para aproximar Y 3t
’

Si consideramos el hecho que el problema (4.12) debe resolverse

. n n. o, .. . e
para cada intervalo lx, _, X[ indicado por el operador de transiciodn,
J J

-1
entonces se hace necesario desarrollar un esquema mis simple para obtener

una aproximacidn de Fn j(x).
1

Si un j(x,-) es la solucidn elementos finitos de (4.2) sobre la

malla xp < x < x?, entonces basado en (4.7) puede probarse facilmente

que:

(4.21) u (x,t) = U j(x,t) + u(n)(t); ¥ t e Tn

’
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Obviamente, no es razonable realizar demasiadas operaciones, co
mo las que exige (4.16), para calcular Yy 5 exXactamente, y por lo tanto
r
estamos interesados en algin estimador mids simple de esa constante. Para

ello, consideramos nuevamente las ecuaciones (4.7)-(4.13).
De (4.13) tenemos:

U (x,t) = Ax) e (x,t) ; ¥t € .y nt ob-
n,J( ) Yn,j ) n, 5% ) Tn,j y entonces

tenemos:

Ademids, de (4.21) podemos poner:

U (x,t) =u .(x,t) —u(n)(t) ; #te€ 1t .y agui, con
n,J n,J v

t = X resulta:

(4.22) Yn (x) = u j(x,x) - u(n) (x).

Esta igualdad sugiere la idea de estimar Yn j(x) por la difereg

cia entre una aproximacibn para url j(x,x) y el valor u(n)(x).

14

n n n n .
Puesto que u_ . (x, X. = vy, u_  .(x, x.) = y. son conocidos,
nlj( j—l) ij“‘l y n,j J) Y
podemos considerar un interpolante u | (x,-) para un j(x,-).
n,Jj ’
La situacidn mds simple es cuando u j(x,-) se define usando
’
interpolacién lineal; esto es:
A yi (5 -8 vie - Xy
(4.23) u L(x,t) = = u(n) (t)
n,J n n
X. ~ X,
] J-1
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De acuerdo a (4.22) y (4.23) obtenemos vy, j(x)% 0. Este resulta
, 4

do conduce, junto a (4.13), a la expresidn Rn j(x,t)Rj rn(t), la que al

14

ser sustituida en (4.8), (4.9) y (4.11), nos da:

(X
1 (x - x?_l)2 5 1 (x = xr.l)2
(4.24)  F (%) = =5 - . ro(e)de + 2y — J
' m a(j(x + xj—l)) m a(E(x + x?))
/n
xj_1
n
X.
J
2
rn(t)dt
X
la cual constituye una aproximacidn para Fn j(x). Finalmente, aunque la

estimacidén dada por (4.24) es un poco ligera, se aplica el mismo criterio

para elegir el nuevo punto; es decir, x € T, jse toma como aquel gque mini
~ Fi -

miza la funcidn F_ | (x).
n,j

Por otro lado, el valor de u(n) en los restantes nodos, nos per

. . . d n d n
mite calcular estimaciones para —(u . (x, . _— L)) .
P dt’f n, 3% X5op) v g,y X)) Es
te hecho nos induce a considerar u, j(x,-) como el polimonio de Hermite
. d ! n n
ue interpola u_ . (x,- —(u_ . (x,- los nodo .
q po n,J(,)ydt(nlj(,))en o] sxj_lyxj

Asi, podemos poner:



51

n n
" n n n (mj - zj-l) n, 2
= + - -
(4.25) un’j(x,t) yj 1 zJ 1(t Xj—l) + T (t X.)
n,j
(zn - 2m” + z?)
j-1 2 n n n
+ (t - x. )7 (t - x3); ¥t €[x. ., x,]
h, . -1 J 3~1" 3
v ]
donde:
yi ~ vh
-1
InJ = J J 12 J - lIT(n) 7 y
hn,j
n .o
; si =0
(yj+l /by, 5 J
z, = S]—(u .(X,X?)) %J ‘YQ / h i s1 j = T(n)
j  dt n,J J i-1 n,Jj
n
my ¥ m'+l
L—J——2——3—— ;i si 1< 3 < T(n).
De acuerdo a lo anterior, calculamos:
(4.26) Yn,j(x) = un’j(x,x) - u(n)(x) , y definimos:
7 = - . - a' '
(4.27) Rn,j(x't) rn(t) Yn,j(x)[b(t)en,J(x’t) a (t)en'j(x,t)]

De este modo, nuestra funcidn objetivo se obtiene ahora poniendo

A
Rn . de (4.27), en vez de R 5 en (4.8), (4.9) y (4.11). Aasi, el nuevo

14 n’

problema es hallar x € ]X?-l’

T n
xj[ tal que:
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(4.28) Fn,j(x) = Min Fn’J(x)
xeT .
n,j
donde
N _ /\- /\+
(4.29) Fn,j(x) = Fn,j(x) + Fn,'(x)
Y
X
(x - x" )2
/\- l j_l /\2
(4.30) F (X)) = — R ., (x,t)dt
nIJ 2 nlj
T aldx + %20
2 j—1
xj_1
n
"
x - x%?2
/\+ l J A
(4.31) F(x) = — R™  (x,t)dt
n,Jj TT2 1 n ']
-— + .
a(2(X XJ))
X

Nota 4.2. Con respecto a la solucién de los problemas (4.12) y (4.28),
lo ideal es aplicar sobre ellos un método del tipo Fibonacci o Seccidn
Dorada. Sin embargo, para efectos practicos también es {til considerar
un minimo discreto, es decir, optimizar sobre un nimero finito de puntos
del intervalo. Otra alternativa valida es construir un interpolante po-

linomial para F (o Fn j) y luego obtener el minimo de dicho polinomio.
n,Jj ’

4

5. ENSAYOS NUMERICOS.

Ilustramos los algoritmos alternativos de optimizacidn de ma-
llas con los resultados computacionales obtenidos en un problema mues-
tral. Por simplicidad se usa el método de elementos finitos con aproxi

macidn lineal.
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Se considera la siguiente notacién:

N = T(n) - 1 = nmero de nodos interiores en la particidn.
[N+D 1/2
€(n) =4 & n_ . = BEstimador de error global.
5=1 1]
He(n)HE = T|u - u(n)||E = Error global en norma de la energia.
O(n) = [ie(n)|1E/ g€ (n) = Cuociente de efectividad.
E(n) = 100 || e(n)”E /'HIJHE = Error relativo en norma de la energia.

M1 = Algoritmo tradicional de refinamiento, el que utiliza alguno de
los operadores de transicidn definidos en seccidn 3, y realiza
biseccidn sobre los elementos.

. . (1y (5
b = Parametro asociado con A o A de acuerdo a (3.6) y (3.16)

respectivamente.

M2 = Algoritmo de refinamiento que usa la optimizacidén de malla dada
por el esquema de interpolacidn lineal (4.23)-(4.24), en conjun

to con algln operador de transicidn.

M3 = Algoritmo de refinamiento que usa la optimizacidn de malla dada
por el esquema de interpolacién Hermite (4.25)-(4.31), en conjun

to con alglin operador de transicidn.

m = Nimero de puntos que se introducen sobre cada intervalo para Ha

llar el 8ptimo discreto de la funcidn objetivo F_ 5
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Los resultados numéricos que se mostraran corresponden al si

guiente problema extralido de [5]:
d p du q _ . _ _

- — x + )Y —|+ (x+ad)*u=f(x) ; x € [0,1] u(0) =u(l) =0
dx dx

donde f se elige de modo que la solucidn exacta sea:

uix) = (x + o)t - [@f(1 - x) + (1 +0F x)
Aqul se toma p =0, g=1, r = -0,25 y o« = 0.01.
De acuerdo a esto se obtiene H u“E = 6.09811.
La rabla 5.1 muestra los resultados obtenidos por M1l con A(S)
y B=1.0
(5) _
TABLA 5.1 (M1/A /B = 1.0)
N e (n) O(n) E(n)
1 76.2433 0.076219 95.2933%
2 38.1213 0.141165 88.2453
4 9.5327 0.409400 ©63.9975
7 1.3452 0.915766 20.2010
14 0.5138 0.963652 8.1194
26 0.2784 0.981279 4.4808
45 0.1601 0.994778 2.6124
83 0.0873 1.000876 1.4334
157 0.0463 1.009842 0.7672
307 0.0238 1.040069 0.4051
607 0.0120 1.150686 0.2271

Se observa aqul que para exactitudes relativas mejores que
20%, la estimacidn €(n) nunca sobrepasa el error verdadero e{(n) en
mis de un 10%; es decir, una vez que E(n) < 20%, se obtiene siempre
O(n) > 0.9. Ademés, la convergencia a cero de ¢ (n) y E(n) es bastante

rapida.



Por otra parte, un resumen del comportamiento de los algorit
mos de optimizacidn de malla M2 y M3 se aprecia en tabla 5.2 y tabla

5.3, respectivamente.

Comparando las diferentes tablas puede observarse que con la
introduccidn de los primeros nodos el decrecimiento de €(n) y E(n) en
M2 y M3 es mucho mids rdpido que en Ml. Ademds la velocidad con que

(n) converge a 1 es también mayor en M2 y M3. Sin embargo, después
de esta primera etapa existe una situacidn intermedia (15 < N < 150)
en la cual el desarrollo de los tres algoritmos es bastante similar.

)

TABIA 5.2 (M2/AaY)/B = 0.75/m = 7)
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N € (n) O(n) E(n)
1 76.2433 0.076219 95,2933 2
. 9.7509 0.408756 65.3593
2 3.4140 0.667041 37.3434
5 1.2973 0.905966 19.2738
14 0.5142 0.970622 8.1842
78 0.0925 0.998858 1.5143
178 0.0407 1.003285 0.6705
270 0.0270 1.008501 0.4467
326 0.0223 1.012662 0.3703
388 0.0188 1.017905 0.3142
484 0.0151 1.027904 0.2551
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(1)

TABLA 5.3 (M3/A /B = 0.75/m = 13)

N g(n) O(n) E(n)
1 76.2433 0.076219 95.2933 4

2 7.3526 0.461587 55.6534

5 1.7140 0.789720 22.1963
24 0.2915 0.978995 4.6803
86 0.0839 0.999601 1.3756
153 0.0483 1.002560 0.7934
269 0.0276 1.009501 0.4573
395 0.0181 1.022837 0.3040
584 0.0125 1.040934 0.2131
601 0.0123 1.048956 0.2125
733 0.0098 1.076676 0.1739

Allil no se aprecia clara superioridad de ninguno de ellos. No obstante,
a medida que N sigue aumentando se empieza a distinguir una leve mejoria
en el comportamiento de los métodos alternativos M2 y M3, Esto Gltimo
puede notarse por ejemplo para N = 584, en que M3 proporciona E(n) =

0.2131, mientras que M1, con N = 607 aln entrega E(n) = 0.2271.

El comentario anterior puede visualizarse en el siguiente grafi

co logaritmico en el cual se ha confrontado N vs. E(n) para M1 y M3.
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