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l. INTRODUCCION. 

Las fórmulas de diferenciación numérica para la j-ésima deriva 
( . ) 

da f J (x) son esencialmente de la forma 

(1.1} 
n 

L: 
i=O 

a. f (x.} -
~ ~ 

f(j) (x) 

donde los puntos x. son llamados "nodos" y los números a . son llamados 
~ 1 

"pesos". 

Un modo frecuentemente usado para obtener fÓrmulas de diferen-

ciación numérica es a partir de polinomios de interpolación, diferen-

rvidal
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ciándolos. Este tipo de fórmulas son llamadas FÓRMULAS LAGRANGIANAS, 

debido a que son obtenidas diferenciando el polinomio interpolante de 

Lagrange. En este caso los nodos x. están predeterminados (son los 
l. 

puntos de interpolación), siendo necesario entonces sólo determinar 

los parámetros a .• 
l. 

Otro camino para obtener fórmulas de diferenciación numérica 

considera eliminar la restricción de que f(x) sea evaluada en puntos 

x. predeterminados. Es decir, para obtener la fórmula, es necesario 
l. 

ahora determinar tanto los coeficientes a. como los nodos x .. Estas 
l. l. 

fórmulas se dice que son del TIPO GAUSSIANO. 

El problema entonces es escoger los nodos y pesos de modo que 
(") 

la suma en ( 1.1) sea una "buena aproximación" a la derivada f J (x) • 

Esto significa que el error de diferenciación, el cual definimos por 

(1.2) E (j) (f (x) ) = f (j) (x) -
n 

I 
i=O 

a . f (x.) 
l. l. 

sea en valor absoluto, menor o iqual que un cierto valor E > O desea-

do. 

Un criterio frecuentemente usado para estimar la exactitud 

de una fórmula de diferenciac ión tiene su fundamento en la siguiente 

Definición 1.1. 

Diremos que una fórmula de diferenciación numérica para la 

j-ésiina derivada tiene "grado de exactitud m", si m es el máximo ente 

ro para el cual E(j) (xK) =O, K=l,2, .... , m, mientras que 
(j) ( m+l E x ) F O. Es decir, si una fórmula tiene grado de exactitud m, 

entonces todo polinomio de grado menor o igual a m es derivado exacta 

mente por dicha fórmula. 
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2. FORM11LAS I.J\GRANGIANAS. 

Sea f(x) una función que pasa por los n+l puntos {(x., f(x.)} 
~ ~ 

n n 
y L(x) - l: 

i=O 
l. (x) f (x.) , con .e. . (x) = 
~ ~ ~ 

JI 
j=O 
j~O 

terpolante de Lagrange. Entonces 

(2 .1) 

(2. 2) 

f(x) = L(x) + E(x) , con 

n 
E(x) = f(x) - L(x) = JI 

i=O 
(x - x.) 

~ 

x-xj 
x.-x. 
~ J 

el polinomio 

f (n+l) (f;) 

(n+l) ! 

in-

donde ~ depende de x y ~ € I = [a,b) , intervalo que contiene 

los puntos x .• 
~ 

tódos 

Es razonable suponer que diferenciando ambos miembros de (2.~ 

puede obtenerse una aproximación para la derivada f 1 (x). 

(2. 3) 

zación" 

(2. 4) 

n 
f 1 (x) - L 1 (x) = L: 

i=O 

E(f(x)) = 1 d ---
(n+l)! dx 

f. 1 
• (x) f (x . ) 
~ ~ 

con "error de discreti 

Bajo el supuesto que f(x) es n + j veces continuamente dife

r enciable sobre I, puede probarse· ( [JJ.] ) que la suma 

i=O 

n 
f.. (j) (x) f (x .) 
~ ~ 

da una aproximación para la j-ésima deri-(2. S) 

vada de f(x), con error dado por 
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(2 . 6} E (j} (f (x}} = 
j 
L: 

K=O 

f(n+1+K} (nK} 

(n+l+K} ! 

Más inter esante es el caso en que los puntos x . son igualmen
l. 

t e espaciados, es decir, 

(2 . 7 } 

h == y S == 
X - XQ 

h 

Después de algún trabajo se obtiene 

f (j} (x } = 
S 

n 

L: 
i=O 

( - 1 } n-i f (x . } 
l. 

i! (n-i} ! 

donde s[n] = s(s- 1) (s-2} • • • • (s- n} y 

(2. 8) E ( j } ( f (X } } = 
j 
L: 

K =O 

f (n+l+K} <nK> 

(n+l+K) ! . 

i = O, 1, • • • • n-1 

[ 

S (~ ]l 
S-J. J 

Para n==2 , por e j e mplo, resulta fácil obtener las conocidas fór 

mulas de 3 puntos 

f. 1 - f . 1 - .! h2 (2 . 9) f ' (x .} 
J.+ J.- f n r <n. > = 

l. 2h 6 l. 

f. 1 - 2f. +f. 1 
(2 .10 ) f" (x.) 

J.- l. J.+ 1 2 f (IV) (n . ) = 12 h l. h2 l. 
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La s i guiente tabla da los coeficientes de l as fórmulas lagran

gianas de l a forma 

f(j) (x) 1 
n 

E(j ) (f (x )) (2 .11) = 
a.hj 

¿ a. f (x.) + 
S i=O 

l. l. S 

n j a S "o al "2 a3 "4 as E . (f ) 
J S 

1 
1 • o -1 1 - l/2 h f" 

l 
1 l -1 1 l/2 

n j a S "o a¡ a2 "3 a4 "s Ej 

2 o -3 4 -1 1/3 h
2 fiii 

2 1 2 l -1 o 1 - 1/6 
2 2 l -4 3 l/3 

l o l -2 1 - h fiii 

2 2 l l l - 2 1 - l/12 h 2 flV 

1 2 1 -2 1 h flii 

D j a S "o al a2 "3 a4 as E . 
) 

6 o -11 18 -9 2 - l/4 h
3 flV 

6 1 -2 -3 6 1 1/12 
3 1 

6 2 1 -6 3 2 - 1/12 
6 3 -2 9 -18 11 l/4 

1 o 2 -5 4 -1 11/12 h 
2 fDI 

3 2 
1 1 1 -2 1 o - 1/12 
l 2 o l -2 l - 1/12 
l 3 -1 4 -5 2 11/12 

n j a ~ "o " 1 a2 "3 "4 as Ej (f
8

) 

l o - 1 3 -3 - 3/2 h fiV 

l l -1 3 -3 - 1/2 
3 3 

1 2 -1 3 -3 1 1/2 
1 3 -1 3 -3 1 3/2 

n j Q S a o al a2 "3 "4 as Ej (t
8

) 

12 o -25 4 8 -36 16 -3 1/5 h
4 fv 

12 1 -3 10 18 -6 1 - 1/20 
4 1 12 2 1 -s o e -1 1/30 

12 3 -1 6 -18 lO 3 - 1/20 
12 4 3 -16 36 -48 25 1/5 

12 o 35 -104 114 -56 11 - 5/6 h 3 tv 

12 1 11 -20 6 4 -1 1/12 

4 2 12 2 -1 16 -30 16 -1 l/90 h 4 fVI 

12 3 -1 4 6 -20 11 - 1/12 h 3 fv 

12 4 11 -56 114 -104 35 5/6 

2 o -5 18 -24 19 -3 7/4 h
2 fv 

2 1 -3 lO -12 6 -1 1/4 

4 3 2 2 -1 2 o -2 1 - 1/4 
2 3 1 -6 12 -10 3 1/4 

2 4 3 -14 24 -18 5 7/4 

1 o 1 4 6 -4 1 - 2 h fv 

1 1 1 4 6 -4 1 - 1 

4 4 1 2 1 4 6 -4 1 - 1/6 h~ fVl 

1 3 1 4 6 - 4 1 1 h f 

1 4 1 4 6 -4 1 2 
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3. COMFBrARIOS. 

3.1. Las fórmulas lagrangianas de diferenciación numérica, 

con (n+1) puntos, tienen grado de exactitud n, es decir, son exactas 

cuando se aplican a polinomios de grado menor o igual a n. En efecto, 
(n+l) 

si f(x) es un polinomio de grado n, entonces f (x) =O y 

E(j) (f(x)) =O 

3.2. Por simple observación de las fórmulas dadas por (2.11) 

vemos que el error de discretización decrece a medida que h se torna 

más pequeño. Parecería entonces, que bastaría tornar h suficientemente 

pequeño para obtener fórmulas arbitrariamente exactas. Sin ernbargo,en 

la práctica se presenta generalmente otro factor que causa errores. E~ 

te es debido a los errores en los valores f(x.) o errores de entrada 
l. 

y es llamado "error de redondeo". Así entonces, vernos que si en 
'\, 

(2.11) emplearnos los valores aproximados f(x.) en lugar de los valores 
l. 

exactos f(x.), decrecer el valor de h implicará incrementar el error 
l. '\, 

de redondeo pues la diferencia f(x.) - f(x . ) en cada término de la su
l. 1 l. 

rna aparece multiplicado por el factor --.. 
h] 

Corno el error de discretización depende directamente 

mientras que el error .de redondeo depende inversamente de h, la 

de h, 

con-

clusión entonces es que debe e xistir . un valor óptimo de h", por debajo 

del cual la aproximación empeora. 

En el caso particular de la fórmula (2.9) el error de discre

tización ED aparece dado por 

(3 .1) X . 
1 

~ T) ~ X. 
1 ].- l.+ 
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mientras que el error de redondeo ER está acotado por 

(3. 2) 

"' lf(x .) - f(x.) 1 ~ é Vi 
l. l. 

Luego para obtener un h óptimo para la fónnula (2. 9) debemos minimizar 

(3. 3) 

siendo 

E(h) == 
h

2 
é 

-M+-
6 h 

M= máx lfiii(x) 1 

X. 1 ' X~ X J.- i+l 

Resulta entonces para la fórmula (2.9) un espaciado h Óptimo 

dado por 

h == YF 
M 

con el mismo argt"Jllento obtenemos para la fórmula (2 .10) 

h = 
4/36 

2 1-
M 

4. PUNTOS OPTDDS DE DIFERENCIACION NUMERICA. 

En esta sección se busca localizar la existencia de puntos 

"Óptimos" que permitan increment ar la exactitud de las fórmulas Lagr~ 

gianas. 

(4 .1) f(j) (x) = 
n 
r 

i==O 
l. (j) (x) f (x . ) + E (j) (f (x)) 

l. l. 
las que son exac 
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tas si f(x) es un polinomio de grado menor o igual a n. 

Se quiere entonces hallar (n+l) puntos distintos x. , 
~ 

i=O,l, •••. ,n, localizados "irregularmente", talque la fórmula (4.1) 

alcance el máximo grado de exactitud en un punto fijo x = a. 

Mediante la transformación x' = x - a puede tomarse este 

punto fijo corno x' = O o simplemente x = O para simplificar la es

critura. 

Entonces la fórmula que buscamos es del tipo Gaussiano y tie 

ne la forma 

(4. 2) 
x=O 

n 
= L: 

i=O 
A. P (x.) 

l. n+m l. 

donde P (x) es un polinomio de grado n+m y los x. y A. dependen só 
n+m l. l. 

lo de n. 

Interesa, ahora, determinar para cada j el mayor entero m p~ 

ra el cual la fórmula (4 .2 ) es válida. 

Sea j = 1. Entonces el error de diferenciación (2.6) puede escribir 

se como 

(4. 3) E(l) (f(x)) d 
[ ~ (x - ~. >] 
i=O l. 

f (n+l) (t;o> n f (n+2) (t;,) 
(n+l)! + i~ (x-xi) (n+2)! = -

dx 

Si f es un polinomio de grado n+l, es claro que el segundo término del 

lado derecho se anula. Luego para que .el error en (4.3) sea nulo es su 

ficiente que 

(4. 4) d [ n d n (x 
X i=O 

- X.)] 
l. x=O 

n 
= L: x x

1 
. . . • • x 

1
x 

1 
•...• 

K=O o K- K+ 
X 

n 
= o 
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lo que equivale a la condición 

n 
1 (4. 5) ¿ = o X. "! o 

i=O X. ~ 
~ 

Si f(x) es una función arbitraria, en (4.3) . no podemos hacer 

nulos simultáneamente los dos términos del segundo miembro. Podemos 

elegir sin 

pequeño el 
n 

embargo, los puntos x. satisfaciendo (4.5), lo que hará 
~ 

valor absoluto del coeficiente de f(n+2 ) (s
1

) . al reducir 

JI X. 
i=O ~ 

en valor abso luto su j eto . a la condición lx . l ~ 1 . 
~ 

... mas 

Por ejemplo, para una fÓrmula de tres puntos podemos satisfa-

cer 

n 
¿ 

i=O 

1 
X. 
~ 

- o 

poniendo x
0 

= 1/N , 

y lx. l ~ 
~ 

1 

x
1 

=- l/(N+1) , 

1 
Así 

N (N+l) 
< E para N 

= l . 

arbitrariamente grande. 

Sin embar go, en l a práct ica no podemos hacer E indefinidamen 

te pequeño porque esto reque r i ría que a l menos dos de los puntos x. 
~ 

llegaran a estar indefinidamente p r óx i mos uno del otro. 

m a 

(4. 6) 

Para la segunda deri vada (j=2), la condición (4.5) toma la for 

n 
¿ 

i,K=O 
i"f;K 

1 o 
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Si algún x . es cero, la condición necesaria para que la fórmu 
~ 

la (4.2) tenga exactitud de grado n+1 puede escribirse como 

n 
1 

(4.7) ¿ = o 
j~ x · J 
j~i 

Se prueba también, en el trabajo que aquí se resume, que la 

fÓrmula (4.2) de n+1 puntos es exacta para la derivada j-ésima (j >2) 

de polinomios de grado menor o igual a (n+1) y además que esta fórmu

la no es valida cuando se aplica a polinomios de grado mayor o igual 

que (n+2). Es decir, (n+1) es el mayor grado de exactitud que alcan

zan las fórmulas del tipo Gaussiano (con n+l puntos) para la derivada 

j-ésirna. 
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