
FEVISTA PROYECCIONES N~ 6: 51-65. 
DICIEMBRE 1983. 

COMENTARIOS SOBRE UNA DEFINICIÓN PARA 

"VALOR DE INFORMAC IÓN EN JUEGOS" 
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MODELO BIPERSONAL. 

La estructura más s imple de un juego bipersonal de suma cero 

e s {X, Y,TI}, donde X e Y s on conjuntos finitos de cardinalidad n y m e~ 

yos elementos se denominan estrateg ias puras de los jugadores I y II, 

respectivamente y TI una func i ón def~nida sobre X x Y con valores en IR. 

El juego se desarrolla así: I escoge un elemento x en X y II 

un elemento y en Y, independientemente de I. Como resultado de 

escoge 

estas 

acciones a I se le asigna el valor TI(x, y) y a II el valor - TI (x,y). 

Estos valores se denominan pagos a los jugadores respectivos y TI se de-
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nomina función de pago. 

Se interpreta n(x, y) como el monto o "ganancia" que recibe I 

de parte de II. Así, - 7T(x, y) es la "pérdida" de II. 

Para un juego de esta naturaleza, el criterio minimax recomien 

da como comportamiento racional de cada jugador el siguiente: 

~1 jugador I conociendo los conjuntos X e Y escoge en X el ele 

mento x* tal que 

(\i' y e Y) (n(x*, y) ~ max 
xex 

min 1T (x, y) = v ) 
yeY 

El jugador II independientemente de la elección de I y en cono 

cimiento de los conjuntos X e Y escoge la estrategia y* e Y tal que 

(\i' x e x) (7T(x, y*) ~ min max 1T (x, y) w ) 
yeY x€~ 

En el caso que v = w se tendrá obviamente, 

7T(x*, y*) = max min 7T(x, y) = min max 7T(x, y). 
X y y X 

El par (x*, y*) se denomina punto de equilibrio en estrategias puras. 

Como es sabido l os puntos de equilibrios en estrategias no sien 

pre existen. En tales casos se introduce el concepto de estrategias mix 

tas, las cuales son distribuciones de probabilidades sobre los conjun

tos X e Y respectivamente. Esto es, pes una estrategia mixta del ju

gador I si p es una n-upla de números p , tales que: 
X 



(V x € X) (p ~ 0) 
X . y ¿ p = 1 

X 
X 

Análogamente para el jugador II. El criterio de racionalidad 
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rninimax 

se expresa ahora en términos inf - sup de la siguiente forma: p* $ una 

estrategia mixta óptima para el lugador I si 

(V q) (}: 7T (x 1 y) p* q ~ 
X y 

xly 
sup inf 1: 7T (xl y) px~ · = v') 
p q 

Análogamente para el jugador II q* es Óptima en estrategias mixtas si 

(V p) ( L 7T (x 1 y) p X~ 
xly 

inf sup 
q p 

l: 7T (x 1 y) p q = w' ) 
X y 

Se demuestra (Nash1 1950) que siempre existe al menos un par 

(p*, q*) tal que 

v' = inf sup 1: 7T(X 1 y) p* q* = 
p q X y 

inf sup l: 7T (x, y) p~ ~ = w' 
q p 

Este par se denomina punto de equilibrio en estrategias mixtas. 

Claramente v' es lo mínimo que puede esperar I y - w' es lo má 

xirno que puede esperar II. 

Bartoszynsky (1963) propuso introducir en el juego anterior co 

rno nuevo elemento el conocimiento parcial de ambos jugadores sobre el 

uso que hará su contrincante del espacio de estrategias mixtas que dis 

pone. Específicamente si Q es el simplex euclidiano de dimensión m-1 1 

T un subconjunto de Q y C(T) el espacio de las combinaciones lineales 

convexas de los elementos de T 1 entonces el jugador I es informado que 

II escogerá sus estrategias mixtas en T. Análogamente II es informado 
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que I escogerá sus estrategias mixtas en S subconjunto de P que es el 

simplex de dimensión n-1 y C(S) es el casco convexo de S. 

Esta nueva característica permite a los jugadores mejorar sus 

espectativas en el juego de modo que I puede esperar una ganancia v" no 

inferior a: 

v" = sup inf ¿ n(x, y) p; ~ 
p qEC(T) 

v' 

y II puede esperar una pérdida no superior a: 

w" = inf 
q 

sup ¿ TI(x, y) px ~ 
peces> 

w' 

En estas condiciones Bartoszynsky define las cantidades H
1 

(T) 

y H
2

(s) como las diferencias: 

H
1 

(T) = v" - v' ~ O 

y a las cuales denomina genéricamente "valor de información". Es cla

ro que H
1 

y H
2 

permiten un análisis de las estrategias mixtas en térmi

nos de los Óptimos minimax. 

En las hipÓtesis de Bartoszy.nsky la información que reciben aro 

bos j ugadores es plenamente confiable, esto es I está seguro que II es

cogerá sus estrategias mixtas en C(T) y II a su vez está seguro que I 

escogerá sus estrategias en C(S). Naturalmente esta hipótesis de la 

plena seguridad puede ser generalizada de modo que la información reci

bida es efectiva sólo con una cierta probabilidad. Además, puede am

pliarse el número de jugadores y aún combinar ambas generalizaciones , 
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esto es considerar un modelo de juego n-personal con "valor de informa

ción" no plenamente confiable . 

2.- K>DELO GENERALIZADO. 

Puede argurnentarse que introducir el concepto de información 

previa invalida el criterio de racionalidad minimax para uso de los ju

gadores. Sin embargo, puede haber situaciones reales en que el crite-

rio minimax adquiere el sent ido de una caracterización de los jugado-

res; esto es, puede haber casos en que sólo algunos jugadores sean tí

picamente "jugadores minimax " o "conservadores", mientras que otros pue 

den ser abiertamente agresivos y , por lo tanto, optan por estrategias 

mixtas que consideran estrategia s puras que les aportan mayores venta

jas. Obviamente, un comportami ento de esta naturaleza lleqa implícito 

el carácter reserv ado de l a información ; esto es, cada jugador ignora 

que sus contrincantes saben que é l e scogerá sus estrategias mixtas, op

timizando sobre el supuesto que t odos ellos actuarán con el criterio mi 

nimax. Así, por ejemplo, el juego definido en el cuadro adjunto, el 

criterio minirnax a cons ej a a I e s coger p* y a II q* tales que: 

~ V. ya 

X, 1 o 

x, -1 2 
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p* = (3/4, 1/4) y q * = (1/2, 1/2) forman un punto de equilibrio. 

En este ejemplo el jugador II parte del supuesto de que I usa

rá la estrategia del óptimo y por l o tanto, acepta que I realizará la 

lotería: 

(

3/4 1 l /4) 

x
1 

, x
2 

Bajo este supuesto, II en lugar de realizar la lotería 

( 

1/2 1 l/2 ) 

yl 1 y2 

escoge y
1

, pues con probabi l i dad 1/4 puede "ganar" 1 (1 =- (-1)) y con 

pr obabilidad 3/4 pagar l. Incluso aceptar la realización de las lote

rías se tendría la siguiente lotería conjunta: 

3/8 1 /8 

o -1 
l~B) 

Obviamente, si II opta por y
2 

arriesga con probabilidad 1/8 

pagar 2 unidades que comparada con la probabilidad 1 /8 de ganar 1 em

pleando la estrategia 1 , s e r efuerza la justificación de II de optar 

"racionalmente" por y 
1

• 

El ejemplo pone, pues, de manifiesto los verdaderos alcances 

de l a infor ma ción adicional. Es evidente que cada jugador sólo cono-

ce la información sobre lo que harán sus contrincantes pero no sabe 

que éstos saben lo que él sabe. En estas condi ciones, conviene intro

ducir la siguiente definición general: 
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go n-personal en una etapa . 

El signi fic ado de cada símbolo es el siguiente. Par a cada 

i=l, •.• ,n, Si es un conjunto finito denominado conjunto de las estrate

gias puras del jugador i; U. es una función definida sobre 
J. 

Sl X S2 X • • ••• • X Sn Y COn valores reales, s e denomi na funciÓn de pa-

go del jugador i, se i nterpreta como el valor que percibe i cuando ca

da jugador real iza una elección de estrategi as puras; Pi es un espacio 

de probabilidades definidas sobre el respectivo espacio medible (Si,Fi) 

con Fi :o-álgebra definida sobre si. Se supone además, que cada Ui es 

Fi - medible. 

En este contexto el concepto de equil i brio en estrategias pu-

ras se expresa así : s* = (s
1
* , s*

2
, ..•• • sn*) con s* e S. es un punto . i J. 

de equilib~io en estrategia s puras si: 

(Vi) (U i ( s
1
* , .. •• , s'! , .•.•. s*) ~ U . ( s

1
* , . • • r . , ••• s*) ) 

J. n J. J. n 

Anál ogamente p* = (p
1
*, •••• p1~, ••. . • p*) p~ e P. es un pun-

n > J. J. 

to de equilibri o en estrategia s mixtas si 

(\i' . )(Yp. ) {E[ U. (s1 , • • .. s., •• . . s )j(p
1
*, . ••• p~, .• • p*)] = E[U . (s)lp*] 

J. J. J. J. n J. n J. 

= f u . (s , .•. s .•... s) p* (ds) ~ E]U (s) jp1* , .•. p . , ... p*] 
J. l J. n J. n 

slx • •• x sn 

Esto e s, p* e s punto de equilibr i o en e s trategias mixtas si pa 

ra cada jugador, p* maximiza la función de p a go r espectiva. 

De acuerdo al teorema de Nash, p* siempre existe. A p artir de 

este hecho, e l concepto de "valor de información" se formula en los si

quientes t é rmi nos: 
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Sean P. C P. 
~ ~ 

subconjuntos de los espacios de probabilidades 

P. y e (P.) los casos convexos de los correspondientes P .• 
~ ~ ~ 

Sean: 

P' = P' X .... X P' 
1 n 

'V 
P. = P' X . . . . X p~ 1 X P. X P . X p~ 1 X .... X P' 
~ 1 ~- ~ ~ ~+ n 

Entonces se llama "valor de información" para el jugador i, cuando es 

informado que sus n-1 contrincantes escogerán sus estrategias mixtas so 

bre sus respectivos casos e (P.), al valor: 
~ 

donde, 

'V 
I. (P.) ;: 
~ ~ 

max 
pec <1?'. > 

~ 

E [U. (s) 1 p] - E [U. (s) 1 p*] 
~ ~ 

En realidad, la operación para maximizar el segundo término, 

considera únicamente el espacio P., pues los espacios C(P~), j ~ 1, se-
~ J 

gún se verá a continuación, se reducen a puntos conocidos en cada uno 

de e llos. 

Obviamente, se supone que los n jugadores tienen un comporta

miento racional, esto es, el supuesto básico subyacente en todo el pro

ceso, es que los n jugadores procuran optimizar sus respectivos pagos. 

Ciertamente los valores U. (s ), i = 1, .•••. , n, se S, representan un ve~ 
~ . 

dadero resumen de una serie de operaciones, las cuales para los efectos 
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del anális i s del juego, se reducen a lo que cada jugador cancela a sus 

contrincantes, y l o que él recibe corno resultado de la decisión adopta

da por cada uno de l os jugadore s en cuanto a elección de estrategias. 

La de f inición de l . (~.) puede significar para el jugador J. J. una 

ventaja adicional, pues es claro que si cada uno de sus contrincantes o 

al menos algunos de ellos, opta por escoger sus estrategias mixtas solo 

en un subconj unt o de su espacio de estrategias mixtas, es porque sus co 

r respondientes f unciones de pago pueden a sumir en ellos valores al me

nos iguales a los que aportan las componentes (Pi•···· Pi····· p~) co

rrespondientes a l punto de equilibrio p* . Hay, también, otras explica

c i ones para este abandono de la hipótesis de racionalidad, por ejemplo, 

aceptar la posibi l idad en algunos jugadores de algún grado de afición 

al rie~go, es decir, aceptar que sobre la d i s t ribución de probabilidad 

que determina l a estrategia mixta que elige el jugador aficionado al 

rie s go, exist e otra distribución que aument a el "peso" relativo de las 

est r ategias puras, que en su criterio le son más favorables o gozan de 

su preferencia. 

Además , E [U. (s) IP*], en cada conju nto P., manteniéndose fijas J. J. 
1 * * * * ~· a s restant es componentes p

1 
.... pi-l ' pi+l ' .••. pn, asume su rnaxJ.rno 

en p!. 
J. 

Así, p ara cada valor particular de i 

bería cumplir que: 

E [ U . (s) IP (i)] ~ 
J. 

E (U. (s) IP* ] J. 

( i) 
(Ciertamente, cada p depende de U.). 

J. 

(i = 1, ..... , n) se de-

Así , pues, lo Óptimo para el jugador i sería que la inf ormación 

recib i da s e a precis amente la correspondiente a los conjuntos P~ C P . en 
J J 
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los cuales E [U. (s) !Pl asume su máximo valor, es decir: 
l. 

E[U . (s) p € C(P')xC(P
2
')x ... xC(P~ )x P.x C(P~ 

1
)x C(P~ 

2
)x .... xC(P'] = 

J. 1 J.-1 J. J.+ J.+ n 

max 
p €P 

E [U. (s) !Pl 
l. 

Racionalmente i no puede esperar que sus informadores suminis

tren tal información en forma consistente. Es decir, siendo posible que 

i reciba tal información, no es esperable que ello ocurra inexorableme~ 

te. Sin embargo, el jugador i puede esperar que los distintos informa-

dores le indiquen el criterio que usará su contrincante sobre el cual 

le informan. Tal criterio que tendrá para el jugador i el valor de una 

certeza, consiste en aceptar que el contrincante j, sobre el cual reci

be la ·información, usará el conjunto ~- de f inido por la componente j de 
. J 

la n-upla de estrategias mixtas, en la cual E [U. (s) IP € P] asume su 
J 

máximo valor, esto 

; j 
E [Uj (s) ~~l' 

,.. 
p2, 

es 

j ,.. 
•• • • 1 pi, = max 

p€P 
E [U. (s) !Pl , 

J 
j "1= i 

Así, aceptando el hecho que los contrincantes de i, o recurren 

al criterio de racionalidad conservadora empleando sus estrategias de 

modo de alcanzar e l estado de equilibrio dado por la n-upla p*, o em

plean los conjuntos~.' (j = 1, .•... , n; j F i) donde maximizan sus res-
l. 

pectivos pagos esperados. 

En el contexto del análisis anterior, sean 

1 1 1 1 

º1 
:::: ~1 X e X .. .. X ~- X .... X p 

- 2 l. n 

2 2 2 2 ,.. ,.. A ,.. 
º2 

:::: pl X p2 X ... . X P. X . ... X p 
l. n 



Q . . 
J 

j j 

j?l X j?2 
j j 

X •••• X í), X •••• X j? 
J. n 

n n n n 
Qn ~ í)l X p2 X •••• X pi X •••• X pn 
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los conjuntos que maximizan E [U . . (s) jp e Q.L j = 1, . .• . , n. Se an 
J J j 

n(i) 'n los contrincantes de i que dec iden emplear l o s conjuntos P .. 
J 

En estas condiciones, i decide usar la estrategi a mixta p~ tal 
l. 

maximiza: 

E [U. (s) IP e 
l. 

n (i) k 
7T 

k=l 

n-n(i)-1 
7T 

h=l 
P* X P. 

h l. 

Es claro que la regla de decisión anterior introduce como nue

va condición en la definición del juego n-personal, la obligación p ara 

los contrincantes de i, de escoger sus estrategias mixtas e n sus conju~ 

tos que c onducen al punto (o a los puntos) de equilibrio , o bien e sco-

ger sus estrategias de modo de maximizar sus propias funciones de pa .
J 

go, es decir, en s ímbolos , cada contrincante de i emplea P~ o emplea P .• 
J J 

Es evidente que la consistencia del modelo ~sí planteado, exi

ge que el caso anterior en la forma resuelta por Bartoszyns ki , se a un 

caso particular . Esto es, el modelo de Bartoszynski debe resultar si 

en el modelo se particulariz~ paran= 2 con u
1 

(s) =- u
2

(s ). 

Esto es, ciertamente, equivalente a probar que el valor de in

formación definido por Bartoszynski coincide con la nueva definición p~ 

ticularizada en el nuevo contexto. Conviene recordar qUe la función de 

pago para un juego de suma cero t iene el significado del pago que e l j~ 

gador 2 hace al jugador 1, después que ambos han decidido s us estrat e 

gias. Este significado implica que el comportamiento racional del j ug~ 
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dor 1, sea procurar la maximización del pago esperado, mientras que el 

jugador procurará minimizar este pago. 

Sean s
1 

y s
2 

los conjuntos de estrategias correspondientes a 

cada uno de los jugadores. Se supone que s
1 

y s
2 

tienen las caracte -

rísticas que garantizan la existencia de los máximos y mínimos que se 

indican. (Esto significa, entre otras cosas, que ambos conjuntos sean 

compactos) • 

Así pues, se tendrá: 

y también 

- m in E [ M (S 
1 

, S 
2 

) 1 (p 
1 

, p 
2 

) ) 

(p1,p2) ·€ P1xP2 

con lo que los criterios de los puntos de equilibrio para ambos jugad~ 

res qued ;~ rán reducidos a: 

Para el jugador 1, consistirá en maximizar el pago esperado CQn 

~especto a las estrategias mixtas en el espacio P
1

, condicionada la el = 
ción, al hecho cierto que 2 elegirá su respectiva estrategia en el esp~ 
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cio P
2 

para minimizar el pago esperado. En símbolos se tendrá, enton-

ces, que el comportamiento racional de 1, será usar la estrategia 

tal que maximice, 

min E [M(s
1

, s
2

} 1 (p
1

, p
2

}] 

p2€ p 2 

Análogamente, para 2, el comportamiento racional consistirá 

en emplear la estrategia mixta p* que minimice la expresión 
2 

max 
pl€ pl 

Obviamente, el par (pi, p2} existirá si y solo si 

p* 
1 

Esto según el teorema del minimax, ocurre cuando los espacios s
1 

y s
2 

son finitos, o infin itos para ciertas funciones de pago. 

Sea ahora P
2 

el conj unto donde 2 escogerá su estrategia y de 

este hecho es informado el j u gador 1. Entonces, de acuerdo al prL~c! 

pio de racionalidad , 1 escogerá su estrategia mixta Pi para maximizar 

la expresión: 

Al proceder as¡, obtiene el val or de información: 

= max min E [M(s
1

, s
2

} 1 (p
1

, p
2
})

pl€Pl P2€C(P2) 
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Pero este proceder significa también que 1 maximiza con respecto a la 

variable p
1 

la expresión del óptimo para el jugador 2. En definitiva, 

la regla de decisión del jugador 1, definida para un juego n-personal, 

coincide para n = 2 con la regla de decisión definida, para el juego 

bipersonal de suma cero, por Bartoszynski. Análogamente para el juga

dor 2. 

En todo el desarrollo anterior está presente la independencia 

con que los jugadores deciden sus reglas. Esta es de tal modo, que~ 

yacente a todo el proceso está la "lealtad" del informador con respe~ 

to a quien informa, pues ni ngún jugador sabe lo que s aben sus contrin

cantes de la decisión que él asumirá. Es claro que tal restricción ~ 

de modificarse de varios modos, y cada nuevo caso conducirá o deberá 

conducir a un mode lo más general. 
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