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El propósito del presente trabajo es presentar un 

método iterativo, de reciente aparición en la literatura, pa-

ra resolver sistemas de ecuaciones lineales. Este método es 

llamado de sobre-relajación acelerada (AOR). Los métodos 

iterativos de Jacobi, de Gauss-Seidel, de sobre-relajación 

simultánea (JOR) y de sobre-relajación sucesiva (SOR) pueden 

ser derivados como caso especiales de este nuevo método. 

 

1. NOTACIONES Y DERIVACION DEL METODO. 

 

Sea 𝐴𝑥 = 𝑏        (1.1)

  un sistema de ecuaciones donde la matriz 𝐴 de 

coeficientes es invertible con elementos no nulos en la dia- 

gonal. Escribimos 

𝐴 = 𝐷 − 𝐸 − 𝐹,       (1.2) 

donde 𝐷 es una matriz diagonal 𝑦, 𝐸 y 𝐹 matrices estrictamen-   
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te bajo y sobre triangular respectivamente. Consideramos un 

esquema iterativo de la forma.  

(D + 𝛼1E) 𝑥(𝑘+1) = (𝛼2 D +  𝛼3E +  𝛼4F) 𝑥(𝑘) + 𝛼5𝑏. (1.3) 

 

Las relaciones 

  1 − 𝛼2 = 𝛼5,  𝛼3  −   𝛼1  =   𝛼5,  𝛼4 = 𝛼5  ≠ ∪ 

Garantizan la consistencia del esquema (1.3) con el sistema 

(1.1.). Estas relaciones dan origen al sistema de ecuacio- 

nes 

[
0   1  
1   0  
0   0  

 
   0    0    1
−1   0    1
  0   1 −1

]       

[
 
 
 
 
𝛼1

𝛼2
𝛼3
𝛼4

𝛼5]
 
 
 
 

   =   [
1
0
0
] 

 

  La matriz de coeficientes de este sistema es clara- 

mente de rango 3. Por lo tanto, tiene una solución que de- 

pende de dos parámetros, 𝛼5  =   𝜔  ≠   0  y  𝛼1  =  −𝑟, dada por 

 

𝛼2  =   1 −  𝜔,       𝛼3  =   𝜔 −   𝑟,   𝛼4  =   𝜔  . 

 

Con estos resultados el esquema (1.3) puede escribirse como 

(D − 𝑟E) 𝑥(𝑘+1) =  [(1 −  𝜔) D +  (𝜔 − 𝑟) E +   𝜔F] 𝑥(𝑘) +  𝜔𝑏  . 

 

Multiplicando por D−1, resulta 

(I − 𝑟L) 𝑥(𝑘+1) = [(1 −  𝜔) I +  (𝜔 − 𝑟) L +   𝜔F] 𝑥(𝑘) +  𝜔D−1𝑏, 
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donde 𝐿 =   𝐷−1 𝐸   ∪  =  𝐷−1  𝐹.  

Dado que la matriz (𝐼 − 𝑟𝐿)  es invertible podemos escribir 

𝑥(𝑘+1) =  (𝐼 − 𝑟𝐿)−1  [(1 −  𝜔) 𝐼 +  (𝜔 − 𝑟) 𝐿 +  𝜔 ∪] 𝑥(𝑘) +  𝜔 (𝐼 − 𝑟𝐿)−1 𝐷−1𝑏 

 

  El método iterativo dado por esta última expresión  

es llamado método de sobrerelajación acelerada (AOR), que de- 

signaremos en lo sucesivo con la notación 𝑀𝑟𝜔. 

  Vemos que es un método iterativo estacionario y, en 

consecuencia, será convergente si y sólo si el radio espec- 

tral de su matriz de iteración es menor que uno, es decir, si 

y sólo si 𝜌 (𝐵𝑟𝜔)   < 1, donde 

 

𝐵𝑟𝜔  =   (𝐼 − 𝑟𝐿)−1   [(1 −  𝜔 ) 𝐼 +   (𝜔 − 𝑟)𝐿 +   𝜔  ∪ ] 

 

  Finalizamos esta sección observando que los méto- 

dos iterativos estacionarios más conocidos pueden ser obteni- 

dos como casos paticulares de AOR. En efecto,  𝑀0,1  es el 

Metodo de Jacobi, 𝑀1,1  es el método de Gauss-Seidel, 𝑀0,𝜔 es 

el método de relajación simultánea (JOR) y 𝑀𝜔𝜔es el método 

de relajación sucesiva (SOR). 

 

2. TEOREMAS DE CONVERGENCIA PARA MATRIES DIAGO-

NALMENTE DOMINANTES. 

 

  Comenzamos esta sección recordando que una ma- 

triz 𝐴 irreducible diagonalmente dominante, es decir, 𝐴 irre- 

ducible y  

|𝑎𝑖𝑖|    ≥   ∑  

𝑗 ≠ 𝑖

 |𝑎𝑖𝑗|    , ⩝ 𝑖 
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con desigualdad estricta para al menos un valor de 𝑖, es una 

matriz invertible y sus elementos en la diagonal son distin- 

tos de cero. El siguiente teorema nos dice que si 𝐴 es una 

tal matriz entonces el método 𝑀𝑟𝜔 es convergente para 0 < 𝑟 < 1 

y 0 < 𝜔 < 1. 

 

  Teorema 2.1. 

  Si 𝐴 es irreducible diagonalmente dominante, enton- 

ces, el  método 𝑀𝑟𝜔 es convergente para 0 ≤ 𝑟 ≤ 1 y 0 < 𝜔 ≤ 1. 

 

  Demostración: 

  Sea 𝜆 un autovalor de 𝐵𝑟𝜔. Entonces, 

det        (𝐵𝑟𝜔    − 𝜆𝐼 )   =   0 

Pero, 

 

(𝐼 − 𝑟𝐿) (𝐵𝑟𝜔    −  𝜆𝐼)  =   (1 − 𝜔 −  𝜆)𝐼 +  (𝑟 (𝜆 − 1) +  𝜔) 𝐿 + 𝜔 ∪. 

  Supongamos que |𝜆| ≥ 1. Entonces, 1 − 𝜔 − 𝜆 ≠ 0. Podemos 

así escribir 

(𝐼 − 𝑟𝐿) (𝐵𝑟𝜔 −  𝜆𝐼) =   (1 − 𝜔 − 𝜆) 𝑄, donde 

𝑄 =   𝐼 − 
𝑟 (𝜆−1)+ 𝜔

𝜆−1+ 𝜔
 𝐿 −  

𝜔

𝜆−1𝜔
 ∪    (2.1) 

Luego, det  (𝐵𝑟𝜔 −  𝜆𝐼) = 0  si y sólo si det  𝑄 = 0 

 

Como det  (𝐵𝑟𝜔 −   𝜆𝐼) = 0,  resulta det 𝑄 = 0  
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  Afirmamos que 𝑟 (𝜆 − 1) + 𝜔 ≠ 0. En efecto,𝑟(𝜆 − 1) + 𝜔 = 0 

implica que 𝑄 es sobre-tringular con elementos igual a 1 en 

la diagonal y, en tal caso,det 𝑄 = 1, lo que contradice det𝑄 =  0 

  Queda así probado que 𝑟 (𝜆 − 1) + 𝜔 ≠ 0. Como además 𝜔 ≠ 0, 

la irreducibilidad de 𝐴 implica que 𝑄 es también una matriz 

irreducible. Deseamos ahora probar que los coeficientes en 

(2.1) son ambos, en módulo, menores que 1; es decir, que 

|𝜆 − 1 +  𝜔 | ≥ |𝑟 (𝜆 − 1) +  𝜔| , |𝜆 − 1 +  𝜔 | ≥  |𝜔| (2.2)  

 

Podemos escribir 𝜆−1 = 𝑅𝑒𝑖𝜃  con 0 < 𝑅 =  |𝜆−1|  ≤ 1 

  La primera de las desigualdades anteriores es equi-

valente a 

(1 − 𝑟2) + (1 − 𝑟2) 𝑅2 − (1 − 𝑟2) 2𝑅𝑐𝑜𝑠𝜃 + (1 − 𝑟)𝑅𝜔𝑐𝑜𝑠𝜃 − (1 − 𝑟)2𝑅2𝜔 ≥ 0, 

con igualdad para 𝑟 = 1. Entonces, para 𝑟 < 1, esta desigualdad 

es equivalente a 

(1 + 𝑟) + (1 + 𝑟)𝑅2 − (1 + 𝑟 − 𝜔) 2𝑅𝑐𝑜𝑠𝜃 − 2𝑅2 𝜔 ≥ 0 (2.3)  

 

Pero, 1 + 𝑟 − 𝜔 = (1 − 𝜔) + 𝑟 ≥ 0. Luego, la desigualdad(2.3) se ve-

rifica si se cumple para cos 𝜃 = 1, 

(1 + 𝑟) + (1 + 𝑟)𝑅2 − (1 + 𝑟 − 𝜔)2𝑅 − 2𝑅2𝜔 ≥ 0 

 

De donde, 

(1 − 𝑅)[(1 + 𝑟) (1 − 𝑅) + 𝑅𝜔]  ≥ 0 

 

  Desigualdad que claramente se verifica dado que 

𝑅 ≤ 1. Así entonces (2.3) es válida, de donde as su vez se im-

plica la validez de la primera desigualdad de (2.2). La se-

gunda de estas desigualdades es equivalente a 
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(1 + 𝑅2) − 2𝑅 (1 − 𝜔) cos 𝜃 − 2𝑅2𝜔 ≥ 0    (2.4) 

 

  Dado que 𝜔 ≤ 1, esta desigualdad se satisface si se 

cumple para cos 𝜃 = 1, es decir, si 

(1 − 𝑅) [(1 − 𝑅) + 2𝑅𝜔]  ≥ 0; 

 

desigualdad claramente válida dado que 𝑅 ≤ 1. Quedan de este 

modo probadas las dos desigualdades en (2.2). Con esto pode-

mos concluir que la matriz 𝑄 en (2.1) es diagonalmente domi-

nante con desigualdad estricta para al menos una fila. Como 

además anteriormente concluímos que esta matriz es irreduci- 

ble, resulta que ella es invertible y, por lo tanto, det𝑄 ≠ 0. 

Resultado que está en contradicción con det 𝑄 = 0. En conse- 

cuencia, |𝜆| < 1. Así resulta, 𝜌(𝐵𝑟𝜔)  < 1, y el teorema queda 

demostrado. 

 

  Teorema 2.2. 

  Si 𝐴 es una matriz invertible con 𝑎𝑖𝑖 ≠ 0 para todo   

𝑖, entonces 

min
𝑖

|1 − 𝜔| − |𝜔 − 𝑟| 𝑙𝑖 − |𝜔| 𝑢𝑖

1 + |𝑟| 𝑙𝑖
 ≤  𝜌(𝐵𝑟𝜔)  ≤  máx

𝑖

|𝜔 − 𝑟|𝑙𝑖 + |𝜔| 𝑢𝑖 + |1 − 𝜔|

1 −  |𝑟| 𝑙𝑖
, 

donde  𝑟  es  escogido  de  modo que |𝑟|𝑙𝑖  <, ⩝ 𝑖  ;  y donde 𝑙𝑖  y  

𝑢𝑖 son respectivamente las sumas de los módulos de los ele- 

mentos de la 𝑖 − é𝑠𝑖𝑚𝑎 fila de 𝐿 y 𝑈. 

 

  Demostración: 

  Supongamos primeramente que 

|𝜆| =  𝜌 (𝐵𝜔𝑟)   >   máx
𝑖

   
|𝜔 − 𝑟|𝑙𝑖 + |𝜔|𝑢𝑖 + |1 − 𝜔|

1 − |𝑟| 𝑙𝑖
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donde 𝜆 es obviamente un autovalor de 𝐵𝜔𝑟. Entonces, dado   

que |𝑟| 𝑙𝑖     < 1, tenemos 

 

|𝜆| − |𝜆|  |𝑟| 𝑙𝑖 > |𝜔 − 𝑟|𝑙𝑖 + |𝜔|𝑢𝑖 + |1 − 𝜔|,⩝ 𝑖.  

 

De donde, 

|𝜆| − |1 −  𝜔|   >   |𝜔 − 𝑟| 𝑙𝑖  +   |𝜆𝑟| 𝑙𝑖 + |𝜔| 𝑢𝑖,⩝ 𝑖. 

 

Pero, |𝜆 − 1 + 𝜔|   ≥  |𝜆| − |1 − 𝜔| y 

  |𝜔 − 𝑟| 𝑙𝑖 + |𝜆𝑟| 𝑙𝑖  ≥  |𝜔 − 𝑟 + 𝜆𝑟| 𝑙𝑖 . 

 

Luego, 

|𝜆 − 1 + 𝜔|  >  |𝑟 (𝜆 − 1) +  𝜔| 𝑙𝑖 + |𝜔|𝑢𝑖,⩝ 𝑖   (2.5) 

 

Supongamos ahora que 

|𝜆| =  𝜌(𝐵𝜔𝑟)  < min
|1 − 𝜔| − |𝜔 − 𝑟| 𝑙𝑖 − |𝜔| 𝑢𝑖

1 + |𝑟| 𝑙𝑖
 

 

Entonces, 

|𝜆|  +  | 𝜆|  |𝑟|𝑙𝑖   <   |1 − 𝜔| − |𝜔 − 𝑟|𝑙𝑖 − |𝜔| 𝑢𝑖,⩝ 𝑖 

 

De donde, 

  |1 − 𝜔 | − | 𝜆|   >   |𝜔 − 𝑟|𝑙𝑖 + |𝜆𝑟|𝑙𝑖 + |𝜔| 𝑢𝑖, ⩝ 𝑖 
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Pero, |𝜆 − 1 + 𝜔 | = |1 − 𝜔 − 𝜆|   ≥   |1 − 𝜔| − |𝜆| 

  |𝜔 − 𝑟|𝑙𝑖 + |𝜆𝑟| 𝑙𝑖          ≥          |𝜔 − 𝑟 + 𝜆𝑟| 𝑙𝑖 

 

 

Luego, 

|𝜆 − 1 + 𝜔|  >  |𝑟 (𝜆 − 1) +  𝜔| 𝑙𝑖 + |𝜔|𝑢𝑖,⩝ 𝑖. 

 

  Hemos obtenido nuevamente la desigualdad (2.5). Ve- 

mos de esta desigualdad que 𝜆 − 1 + 𝜔 ≠ 0, y que la matriz 𝑄 dada 

en (2.1) es estrictamente diagonalmente dominante y, por lo 

tanto, det 𝑄 ≠ 0. Pero, det 𝑄 = 0 dado que 𝜆 es un autova-      

lor de 𝐵𝑟𝜔. Queda de este modo probado el teorema. 

 

 

  Colorario. 

  Los radios espectrales de las matrices de itera- 

ción de los métodos de Jacobi, de Gauss-Seidel, de sobre-re-

lajación simultánea y de sobre-relajación sucesiva están res-

pectivamente acotados por 

 

i) 𝜌 (𝐵𝑜,1) ≤     máx𝑖   (𝑙𝑖  +   𝑢𝑖) 

 

 

ii) 𝜌 (𝐵1,1) ≤     máx𝑖    
𝑢𝑖

1−𝑙𝑖
  si   𝑙𝑖  < 1, ⩝ 𝑖  

 

 

iii) 𝜌 (𝐵0,𝜔) ≤     máx𝑖  (|𝜔| (𝑙𝑖 + 𝑢𝑖) + |1 − 𝜔|) 
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iv) 𝜌 (𝐵𝜔,𝜔) ≤     máx𝑖    
|𝜔|𝑢𝑖+ |1−𝜔|

1−|𝜔|𝑙𝑖
  si |𝜔|  𝑙𝑖  < 1, ⩝ 𝑖  

 

 

 

  Los siguientes teoremas corresponden al caso en el 

cual la matriz 𝐴 de coeficientes es estrictamente diagonal- 

mente dominante, es decir, 

 

 

  |𝑎𝑖𝑖|  >   ∑ |𝑎𝑖𝑗|𝑗≠1  para todo 𝑖. 

 

 

  En tal caso, la matriz es invertible y 𝑎𝑖𝑖  ≠ 0 pa-  

ra todo 𝑖. 

 

 

  Teorema 2.3. 

   

  Si 𝐴 es estrictamente diagonalmente dominante y si 

𝜔 ≥ 𝑟 ≥ 0, entonces el método  𝑀𝑟𝜔 es convergente si 

 

0 <  𝜔 <  
2

1 + máx    
1

(𝑙1 + 𝑢𝑖)
 

 

 

  Demostración: 

 

  Del teorema (2.2) tenemos 

 

  𝜌 (𝐵𝑟𝜔) ≤    
|𝜔−𝑟| 𝑙𝑖+ |𝜔| 𝑢𝑖+ |1−𝜔|

1− |𝑟|𝑙𝑖
, ⩝ 𝑖   (2.6) 

 

 

Para 0 ≤ 𝑟 ≤  𝜔 ≤ 1, 
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𝜌 (𝐵𝑟𝜔)   ≤   
𝜔 (𝑙𝑖 + 𝜔𝑖 − 1)    +    ( 1 − 𝑟𝑙𝑖)

1 − 𝑟𝑙𝑖
 =   1 + 𝜔  

(𝑙𝑖  +   𝑢𝑖  − 1)

1 − 𝑟𝑙𝑖
  <   1. 

 

 

Ahora si 𝜔 ≥ 𝑟 ≥ 0 y 𝜔 > 1, basta probar que el segundo miembro de (2.6) 

es menos que 1, es decir, 

 

 

𝜔  (𝑙𝑖 + 𝑢𝑖 + 1) − 1 − 𝑟𝑙1
1 − 𝑟𝑙1

  <   1. 

 

 

Resultando que se sigue inmediatamente si 

 

 

𝜔 <  
2

1 + máx
 

 (𝑙𝑖 + 𝑢𝑖)
 

 

 

  Definición 2.1. 

 

 

  Dado el esquema iterativo estacionario, 

 

  𝑥(𝑘+1) = 𝐵𝑥(𝑘)  + 𝑐,       (2.7) 

 

el siguiente método iterativo. 

 

  𝑥(𝑘+1) =  [(1 − 𝑠)  𝐼 +   𝑠𝐵] 𝑥(𝑘) + 𝑠𝑐    (2.8)  

 

es llamado el método extrapolado de (2.7) 

 

 

  En particular, excepto para el caso 𝑟 =  0, el método 

AOR es el método extrapolado del método SOR con parámetro de 
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sobre-relajación 𝑟 y parámetro de extrapolación  
𝜔

𝑟
. En   

efecto, 

 

𝑥(𝑘+1) = [(1 − 
𝜔

𝑟
)  𝐼 + 

𝜔

𝑟
  (𝐼 − 𝑟𝐿)−1 (1 − 𝑟) 𝐼 + 𝑟 ∪)] 𝑥(𝑘) + 

𝜔

𝑟
𝑟 (𝐼 − 𝑟𝐿)−1𝐷−1𝑏 

 

  

 = (𝐼 − 𝑟𝐿)−1 [(1 − 
𝜔

𝑟
) 𝐼 + (

𝜔

𝑟
− 𝜔) 𝐼 + 𝜔 ∪ −𝑟𝐿 + 𝜔𝐿] 𝑥(𝑘) + 𝜔 (𝐼 − 𝑟𝐿)−1𝐷−1𝑏 

 

 

= (𝐼 − 𝑟𝐿)−1 [(1 − 𝜔)𝐼 + (𝜔 − 𝑟)𝐿 + 𝜔 ∪] 𝑥(𝑘) +  𝜔(𝐼 − 𝑟𝐿)−1𝐷−𝑏𝑏. 

 

 

En consecuencia, 

 

 

  𝐵𝑟𝜔 = (𝑖 −
𝜔

𝑟
) 𝐼 + 

𝜔

𝑟
 𝐵𝑟𝑟  , 𝑟   ≠    0  

 

 

Por lo tanto, si 𝜐  es un autovalor de 𝐵𝑟𝑟 , 𝑟 ≠ 0, entonces 

 

 

  𝜆 = (1 − 
𝜔

𝑟
) +  

𝜔

𝑟
    𝜐  

 

 

es un autovalor de 𝐵𝑟𝜔. En general, si  𝜐  es un autovalor   

de 𝐵 en (2.7). 

 

 

  𝜆 = (1 − 2)  +   𝑠𝜐  

 

 

es un autovalor de la matriz de iteración de (2.8). 
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  Teorema 2.4.  (Teorema de extrapalación) 

 

  Si el esquema (2.7) es convergente y si 0 < 𝑠 <  

2

1 +  𝜌 (𝐵)
 entonces el esquema (2.8) es convergente. 

 

 

  Demostración: 

 

  Sabemos que 𝜆 =   (1 − 𝑠) + 𝑠𝜐, donde 𝜐 es un autova-  

lor de 𝐵 y 𝜆   un autovalor de (1 − 𝑠)𝐼 + 𝑠𝐵. Supongamos   

0  <   𝑠  ≤   1. En este caso,  

 

 

  |𝜆|  ≤ 1 − 𝑠 + 𝑠 |𝜐| < 1 − 𝑠 + 𝑠 = 1, pues |𝜆|  ≤ 𝜌 (𝐵) < 1. 

 

 

Sea ahora 1  < 𝑠  <  
2

1+  𝜌 (𝐵)
 .  Tenemos 

 

 

|𝜆|  ≤   𝑠 − 1 + 𝑠 |𝜐|   =    𝑠(1 + |𝜐|) − 1  <   
2

1+ 𝜌 (𝐵)
  (1 +  𝜌(𝐵)) − 1 = 1, 

 

 

con lo cual el teorema queda demostrado. 

 

 

 

  Teorema 2.5. 

 

 

  Si la matriz 𝐴 de coeficientes es estrictamente 

diagonalmente dominante y si 0 <  𝜔 <  
2

1+ 𝜌 (𝐵0,1)
  estonces 

(𝐵0,𝜔)  < 1.  
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  Demostración : 

 

  Observamos primeramente que el método de sobre-re-

lajación simultánea es el método extrapolado del método de 

Jacobi. En efecto, 

 

  𝑥(𝑘+1) = [(1 − 𝜔)𝐼 +  𝜔(𝐿 + 𝑈)] 𝑥(𝑘) +  𝜔𝐵−1𝑏, con 𝜔  como 

 

parámetro de extrapolación. Como A es estrictamente diago- 

nalmente dominante, se sigue 

 

  𝑙𝑖  +   𝑢𝑖  < 1,⩝ 𝑖  

 

  Asi entonces,  𝜌 (𝐵0,1) < 1.  El resultado sigue aho-  

ra del teorema de extrapolación. 

 

 

  Teorema 2.6. 

 

  Si la matriz 𝐴 de coeficientes es estrictamente 

diagonalmente dominante y si 0 < 𝑟 <  
2

1+ máx𝑖(𝑙𝑖+ 𝑢𝑖)
      

 

y 0 < 𝜔 <    
2

1+ 𝜌 (𝐵𝑟,𝑟)
   entonces 𝜌 (𝐵𝑟,𝜔) < 1. 

 

 

  Demostración : 

 

  De 𝑙𝑖 + 𝑢𝑖  < 1,   ⩝ 𝑖,  obtenemos 

 

   𝑟(𝑙𝑖 + 𝑢𝑖)    +    1 < 1 + 𝑟  

 

 

Luego, para0 < 𝑟 ≤ 1, resulta 
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  |𝑟| 𝑢𝑖   +   |1 − 𝑟| < 1 − |𝑟| 𝑙𝑖,⩝ 𝑖  

 

De donde, 

 

  máx𝑖
|𝑟|𝑢𝑖+ |1−𝑟|

1−𝑟 𝑙𝑖
< 1  

 

Supongamos ahora 1 < 𝑟 <  
2

1+ máx𝑖 (𝑙𝑖 + 𝑢𝑖)
  

 

 

Entonces, en este caso,  

  𝑟 (𝑙𝑖 + 𝑢𝑖)  +   𝑟 < 2. ,⩝ 𝑖  

 

De donde, 

  𝑟𝑢𝑖     +    𝑟 − 1 <   1 − 𝑟𝑙𝑖,⩝ 𝑖 

 

Nuevamente, 

  máx𝑖  
|𝑟| 𝑢𝑖 +  |1−𝑟|

1− |𝑟| 𝑙𝑖
  

 

 

  Por lo tanto, después de usar el teorema 2.2, 

𝜌 (𝐵𝑟,𝑟) < 1.  El teorema sigue ahora del teorema de extrapola-

ción. 

 

  Teorema 2.7. 

 

  Si 𝐴 es estrictamente diagonalmente dominante, el 

método SOR converge si 

 

 

  0 <  𝜔 <   
2

1+ máx𝑖(𝑙𝑖+ 𝑢𝑖)
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  Demostración: 

 

  Consecuencia inmediata del teorema 2.3. haciendo 

𝑟 =  𝜔 

 

 

  Teorema 2.8. 

 

  Si 𝐴 es irreducible diagonalmente dominante con 

𝑙𝑘  +   𝑢𝑘  = 1 para cierto 𝑘 entonces 

 

 

  𝜌 (𝐵𝜔𝑟) <   máx𝑖   
|𝜔−𝑟|𝑙𝑖 + |𝜔| 𝑢𝑖 |1−𝜔|

1− |𝑟|𝑙𝑖
     (2.9) 

 

 

para 0 < 𝑟 ≤ 𝜔 , donde 𝑟 es escogido de modo que 𝑟𝑙𝑖 < 1. 

 

 

  Demostración: 

 

De 𝜌 (𝐵𝜔𝑟) ≥  máx𝑖  
|𝜔−𝑟|𝑙𝑖+ |𝜔| 𝑢𝑖 |1−𝜔|

1− |𝑟|𝑙𝑖
 obtenemos 

 

 

|𝜆 − 1 + 𝜔| ≥ |𝜆| − |1 − 𝜔| ≥ |𝜔 − 𝑟| 𝑙𝑖 + |𝜆𝑟|𝑙𝑖 + |𝜔|𝑢𝑖   ≥  |𝑟 (𝜆 − 1) +  𝜔|𝑙𝑖 + |𝜔|𝑢𝑖, 

 

 

para todo 𝑖. De estas desigualdades y dado que  𝐴 es irre- 

ducible concluímos que 𝜆 − 1 +  𝜔 ≠ 0 y que la matriz 𝑄 de (2.1) 

es irreducible pues 𝜔 ≠ 0  y  |𝑟(𝜆 − 1) +  𝜔|  ≠ 0. Si 𝑟 (𝜆 − 1) +  𝜔 = 0 

entonces det 𝑄 = 1, lo que contradice det 𝑄 = 0. Si 

 

 

  |𝜆 − 1 + 𝜔| >  |𝑟 (𝜆 − 1) +  𝜔| 𝑙𝑖 + |𝜔| 𝑢𝑖 para cierto 𝑖, en-

tonces 𝑄 resulta ser irreducible diagonalmente dominante, y 

asi, det 𝑄 ≠ 0. Con lo cual el teorema quedaría probado. 

Supongamos entonces 
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  |𝜆 − 1 + 𝜔| =  |𝑟 (𝜆 − 1) +  𝜔| 𝑙𝑖 + |𝜔| 𝑢𝑖 ,    ⩝.  

 

 

  Esto junto con las desigualdades dadas anteriormen-

te implica que 

 

  |𝜆| − |1 − 𝜔| =  |𝜔 − 𝑟|𝑙𝑖 + |𝜆𝑟| 𝑙𝑖 + |𝜔|𝑢𝑖 , ⩝ 𝑖  (2.10) 

 

 

Pero, 0 < 𝑟 ≤ 𝜔  . Si 𝜔 ≤ 1, entonces 

 

  |𝜆|(1 − 𝑟𝑙𝑖) =  𝜔 (𝑙𝑖 + 𝑢𝑖 − 1)  +   1 − 𝑟𝑙𝑖 , ⩝ 𝑖   (2.11) 

 

 

En particular 

 

|𝜆| (1 − 𝑟𝑙𝑘) =  𝜔(𝑙𝑘 + 𝑢𝑘 − 1) + 1 − 𝑟𝑙𝑘 = 1 − 𝑟𝑙𝑘 

 

Resulta así  |𝜆| = 1. Reemplazando este resultado en (2.11) 

obtenemos 

 

  𝑙𝑖  +   𝑢𝑖 = 1, ⩝ 𝑖  

 

Consideramos ahora 𝜔 > 1.  De (2.10) implicamos 

 

  |𝜆|(1 − 𝑟𝑙𝑖) =  𝜔 (𝑙𝑖 + 𝑢𝑖 + 1) −   1 − 𝑟𝑙𝑖 , ⩝    (2.12) 

 

En particular, 

 

  |𝜆|(1 − 𝑟𝑙𝑘) =  𝜔 (𝑙𝑘 + 𝑢𝑘 + 1) −   1 − 𝑟𝑙𝑘 = 2 (𝜔 − 1) + 1 − 𝑟𝑙𝑘    

 

De donde,  

 

  |𝜆| =   
2(𝜔−1)

1−𝑟𝑙𝑘
+ 1 > 1.  

 

Reemplazando en (2.12) obtenemos 
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  𝜔  (𝑙𝑖 + 𝑢𝑖 + 1) − 1 > 1  

 

  Tomando límite cuando 𝜔 tiende a 1 por la dere-   

cha resuelta 

 

  𝑙𝑖 + 𝑢𝑖  ≥ 1, ⩝ 𝑖  

 

Entonces, tanto para 𝜔 ≤ 1 como para 𝜔 > 1, hemos obtenido re-

sultados que contradicen el hecho de 𝐴 irreducible diago- 

nalmente dominante. Se sigue así el teorema. 

 

 

  Observación :  

 

  Observamos que si 𝐴 satisface las hiótesis del 

teorema 2.8 y 0 < 𝑟 ≤ 𝜔 , entonces el mayor valor de de 𝜔 para 

el cual el segundo miembro de 2.9 es menor o igual a 1 es 

𝜔 = 1. Si 𝐴 es diagonalmente dominante y no existe 𝑘 tal    

que 𝑙𝑘 + 𝑢𝑘 = 1 entonces 𝐴 es estrictamente diagonalmente 

dominante, y en tal caso, podemos usar el teorema 2.3. 

 

 

 

3. TEOREMAS PARA L-MATRICES Y PARA MATRICES CON-

SISTENTEMENTE ORDENADAS. 

 

Definición 3.1. 

 

  Una matriz 𝐴 se dice que es una la L-matriz si     

y sólo si 

 

  𝑎𝑖𝑖  > 0 ,⩝ 𝑖  y  𝑎𝑖𝑗  ≤ 0 , ⩝ 𝑖  ≠ 𝑗. 

  

  Teorema 3.1. 

   

  Si A es una 𝐿-matriz y si 0 ≤ 𝑟 ≤  𝜔  ≤ 1, 𝜔 ≠ 0, enton- 
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ces el método 𝑀𝑟𝜔 converge si y sólo su 𝑀0,1 converge. 

 

 

  Demostración. 

 

  Supongamos que el método 𝑀𝑜,1 es convergente. Su-

pongamos además que  𝜆 =   𝜌(𝐵𝑟𝜔)  ≥ 1.   Se sigue inmediatamen-  

te de las hipótesis que 

 

  (1 − 𝜔) 𝐼 + (𝜔 − 𝑟) 𝐿 +  𝜔𝑈 ≥ 0, y que 

 

  (𝐼 − 𝑟𝐿)−1   =   𝐼 +  𝑟𝐿 + 𝑟2 𝐿2 +  .     .     .     .   + 𝑟𝑛−1 𝐿𝑛−1  ≥   0,      

donde 𝑛𝑥𝑛 es el orden de la matriz A. De este modo tene-   

mos 

 

 

𝐵𝑟𝜔  =   (𝐼 − 𝑟𝐿)−1  [(1 − 𝜔)𝐼 +  (𝜔 − 𝑟) 𝐿 +  𝜔 𝑈]   ≥   0 

 

Entonces, 𝜆  es un autovalor de la matriz 𝐵𝑟𝜔 y 𝐵𝑟𝜔 𝑢 =  𝜆 𝑢  

para cierto vector 𝑢 ≠ 0. 

 

De donde, 

  [(1 − 𝜔) 𝐼 + (𝜔 − 𝑟) 𝐿 +  𝜔𝑈]  𝑢 =  𝜆 (𝐼 − 𝑟𝐿) 𝑢  

 

  (
𝜔−𝑟 +  𝑟𝜆

𝜔
 𝐿 + 𝑈)  𝑢 =  

𝜆 −1 + 𝜔

𝜔
 𝑢.  

 

  Es decir, 
𝜆−1+ 𝜔

𝜔
  es  un  autovalor de la ma-    

triz 

 

  
𝜔−𝑟+𝑟𝜆

𝜔
   𝐿 +   𝑈.  Luego, 

 

 

  
𝜆−1 +  𝜔

𝜔
  ≤      𝜌  (

𝜔−𝑟 +  𝑟𝜆

𝜔
   𝐿  +   𝑈) 
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Pero,  
𝜔−𝑟 +𝑟𝜆

𝜔
 = 1 + (𝜆 − 1) 

𝑟

𝜔
 ≥ 1 

 

Luego, 

0 ≤  
𝜔 − 𝑟 + 𝑟𝜆

𝜔
 𝐿 + 𝑈  ≤   

𝜔 − 𝑟 + 𝑟𝜆

𝜔
 (𝐿 + 𝑈) =  

𝜔 − 𝑟 + 𝑟𝜆

𝜔
 𝐵0,1 

 

Resulta así, 

 

𝜆 − 1 +  𝜔

𝜔
   ≤    

𝜔 − 𝑟 + 𝑟𝜆

𝜔
    𝜌  (𝐵0,1) 

 

  De donde, 𝜌 (𝐵0,1)   ≥ 1. Resultado que contradice la 

hipótesis 𝜌 (𝐵0,1)   < 1. De modo entonces que la convergencia    

de 𝑀𝑜,1 implica la convergencia de 𝑀𝑟𝜔 . Reciprocamente, es 

obvio que la convergencia de 𝑀𝑟𝜔 implica la convergencia de 

𝑀0,1. 

 

  Definición 3.2. 

 

  Una matriz 𝐴  se dice consistentemente ordenada  

ssi para  𝐴 =   𝐷 − 𝐸 − 𝐹 se tiene que 

 

  det   (∝ 𝐸 + ∝−1  𝐹 −  𝛽𝐷)  es independiente de ∝ para   

todo ∝ ≠ 0  y todo 𝛽. 

 

  Lema 3.1. 

 

  Si 𝐴 es consistentemente ordenada con 𝑎𝑖𝑖 ≠ 0, ⩝ 𝑗      

y si 𝜇 es un autovalor de  𝐵0,1 de multiplicidad 𝑝, en-   

tonces −𝜇  es también un autovalor de 𝐵0,1 de multiplicidad     

𝑝. 

 

  Demostración: 

 

  Claramente si 𝐴 es consistentemente ordenada, 

entonces 𝐷−1 𝐴 es consistentemente ordenada.  Sea 𝑐 (𝜆) el  
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polinomio característico de  𝐵0,1. Entonces, 

 

 

𝑐 (𝜆) =  det(𝐿 + 𝑈 −  𝜆 𝐼)  =   (𝜆 −  𝜇)𝑝  𝑞(𝜆) 

 

 

Como det  (𝐿 +  𝑈 −  𝜆 𝐼)   =   (−1)𝑛   det   (𝐿 + 𝑈 +  𝜆 𝐼), concluímos         

que 𝑐 (𝜆)  =   (−1)𝑛+𝑝  (𝜆 +  𝜇)𝑝  𝑞(−𝜆) 

Queda así probado el lema  3.1. 

 

 

  Lema 3.2. 

 

  Sea 𝐴 es consistemente ordenada con 𝑎𝑖𝑖  ≠ 0,⩝ 𝑖 . 

Si 𝜇  y 𝜈   están relacionadas por la ecuación 

 

  (𝜈 − 1 + 𝑟)2 =  𝑟2   𝜇2   𝜈  ,  

entonces es un autovalor de  𝐵0,1 si y sólo si   es un au-

tovalor de 𝐵𝑟𝑟 

 

 

  Demostración: 

 

 

  𝐵𝑟𝑟 =  (𝐼 − 𝑟𝐿)−1 [(1 − 𝑟) 𝐼 + 𝑟𝑈] 

 

Sea 𝑐 (𝜈) el polinomio característico de 𝐵𝑟𝑟. 

 

Entonces, 

 

  𝑐 (𝜈)    =  det  (𝐵𝑟𝑟 −  𝜈𝐼) =  det  (𝐼 − 𝑟𝐿) (𝐵𝑟𝑟 −  𝜈𝐼) =  

   = det  ((1 − 𝑟) 𝐼 +   𝑟𝑈 − 𝜈𝐼 + 𝑟 𝜈𝐿) =      

   = det  (𝑟  𝜈  𝐿 +   𝑟  𝑈 − (𝜈 − 1 − 𝑟) 𝐼) =  

   =
1

𝜇𝑛 det(𝑟𝜇𝜈  𝐿 +  𝑟𝜇  𝑈 − 𝜇(𝜈 − 1 + 𝑟)𝐼) =  

   = 
(𝜈−1+𝑟)𝑛

𝜇𝑛
det (

𝑟 𝜇 𝜈

𝜈−1+𝑟
 𝐿 + 

𝑟𝜇

𝜈−1+𝑟
 𝑈 −  𝜇𝐼) =  
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   = 
(𝜈−1+𝑟)𝑛

𝜇𝑛
 det(𝐿 + 𝑈 −  𝜇𝐼) pues 

   
𝑟2 𝜇2 𝜈

(𝜈−1+𝑟)2
= 1. Luego, si 𝑑 (𝜇) es el polinomio ca-

racterístico de 𝐵0,1 , tenemos 

 

𝑐 (𝜈) =  
(𝜈 − 1 + 𝑟)𝑛

𝜇𝑛
   𝑑 (𝜇), 

 

suponiendo que 𝜇 ≠ 0 y 𝜈 ≠ 0. Relación esta última de la cual    

se sigue el lema. 

 

  Lema 3.3. 

 

  Si 𝛽 y 𝛾 son reales, entonces las dos raíces de la 

 

 

  𝜆2 −  𝛽𝜆 +  𝛾 =   0  

 

son en módulo menores que 1 si y sólo si |𝛾| < 1, |𝛽|  < 1 +  𝛾 

 

  Demostración: 

 

  Sean 𝜆1 y  𝜆2  las raíces de la ecuación 

 

  𝜆2 −  𝛽𝜆 +   𝛾 = 0  

 

Entonces, si |𝜆1|   <   1  y |𝜆2|   < 1  de la relación 𝛾 =  𝜆1  𝜆2 

 

se sigue |𝛾|  < 1 y de la relación  𝛽 =   𝜆1 +  𝜆2 se sigue 

|𝛽|   < 1 +  𝛾  , 

 

Supongamos ahora |𝛾|  < 1 y |𝛽|  < 1 + 𝛾.  Si 𝜆 es una raíz     

de la ecuación, 

 

  |𝜆|   <  
1

2
  ( |𝛽|  +   √ 𝛽2 − 4 𝛾 )   <   

1

2
 (|𝛽| + (1 −  𝛾))  <  
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  <  
1

2
 (1 +  𝛾 + 1 −  𝛾)  = 1, si  𝛽2 −  4𝛾  ≥ 0. 

 

Si 𝛽2 − 4𝛾  <   0, entonces  |𝜆1|  =  |𝜆2|  y  claramente se si-     

gue que   |𝜆1|  =  |𝜆2|     <     1 

 

  Teorema 3.2. 

 

  Sea 𝐴  una matriz consistentemente ordenada con 

𝑎𝑖𝑖  ≠   0,   ⩝𝑖.   Si 𝜇 y 𝜆  están relacionados por la ecuación  

 

 

  (𝜆 −   1 +   𝜔)2  =   𝜔  𝜇2  [𝑟 ( 𝜆 −   1 ) +   𝜔 ],         

 

entonces 𝜇 es un autovalor de  𝐵0,1 si y sólo  si 𝜆 es un     

un autovalor de 𝐵𝑟𝜔 .     

 

  Demostración:    

 

  Recordamos que 𝐵𝑟𝜔  es el método extrapolado 𝐵𝑟𝑟   

con parámetro de extrapolación  
𝜔

𝑟
 , para 𝑟 ≠  0;  enton-      

ces, para  𝜈 autovalor de 𝐵𝑟𝑟 , 

 

  𝜆 =  (1 −   
𝜔

𝑟
  )  +    

𝜔

𝑟
    𝜈    

 

es un autovalor de 𝐵𝜔𝑟 .  Pero, según  3.2, 𝜈 es un au- 

tovalor de  𝐵𝑟𝑟 si y sólo si 

 

  (𝜈 − 1 + 𝑟)2 = 𝑟2 𝜇2 𝜐 . 

 

Reemplazando 𝜈 , obtenido de la relación para  𝜆 , en esta úl-

tima ecuación obtenemos 

 

  (
𝑟𝜆 −  𝑟+𝜔

𝜔
 −   1 + 𝑟)

2

  =   𝑟2  𝜇2   (
𝑟𝜆 −  𝑟+𝜔

𝜔
)  
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De donde, (𝜆 −   1 +   𝜔)2   =   𝜔    𝜇2   [𝑟  (𝜆 −   1) +   𝜔] 

 

  Teorema 3.3. 

 

  Sea 𝐴 consistentemente ordenada con  𝑎𝑖𝑖  ≠ 0,⩝ 𝑖 .     

Si 𝐵𝑜,1 tiene autovalores reales 

 

  𝜇1, 𝜇2, 𝜇3,   .  .  .  .  , 𝜇𝑛   con 𝜇  =   min𝑖  |𝜇𝑖| y 

𝜇 =  máx 𝑖  |𝜇𝑖|,  entonces  𝑀𝑟𝜔 converge si  y  sólo si 𝑀𝑜1 

converge  para  𝜔𝜀𝐼𝜔  y  𝑟𝜀𝐼𝑟,  donde  estos  intervalos     

son definidos como sigue: 

 

a) para 𝜇  ≠ 0, 

 

 𝐼𝜔 =  (
−2

√ 1− 𝜇2  , 0)    , 𝐼𝑟 = ( 𝛽 (𝜇2),   𝛼 (𝜇2)) ó 

 

 𝐼𝜔 = (0, 2]    ,    𝐼𝑟 = (𝛼(�̅�2),   𝛽(�̅�2))   ,  ó 

 

 𝐼𝜔  =   [2,
2

√ 1− 𝜇2) , 𝐼𝑟  =   (𝛼(�̅�2), 𝛽(𝜇2))  ;  

 

b) para 𝜇  = 0,  

 

 𝐼𝜔 = (0, 2)    ,    𝐼𝑟 = (𝛼(�̅�2),   𝛽(�̅�2)) ; 

 

donde 

 

 𝛼 (𝑍)  =   
1

𝜔𝑍
  (

1

2
  𝜔2𝑍 −  

1

2
 𝜔2 +   2𝜔  −    2) y 

 

 𝛽 (𝑍)  =   
1

𝑍
 (𝜔𝑍 −   𝜔 +   2)  

 

 

 Demostración. 

 

 Según teorema 3.1, tenemos 
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 (𝜆 − 1 + 𝜔)2  =   𝜔𝜇2 [𝑟 (𝜆 − 1) +  𝜔]  

 

donde 𝜆 es un autovalor de  𝐵𝑟𝜔 y 𝜇 un autovalor de 𝐵𝑜,1. Es- 

ta ecuación puede escribirse en la forma 

 

  𝜆2 − [2  (1 − 𝜔) +   𝑟𝜔𝜇2] 𝜆 +   (𝜔 − 1)2 + (𝑟 − 𝜔) 𝜔𝜇2 =   0  

 

  Dado 𝜆 es un autovalor de 𝐵𝑟𝜔 , el método  𝑀𝑟𝜔 se- 

rá convergente si y sólo si las raíces de esta ecuación son 

menores que uno en módulo; según lema 3.3, ello ocurrirá    

si y sólo si,  

 

|(𝜔 − 1)2 + (𝑟 − 𝜔)𝜔𝜇2| < 1, |2(1 − 𝜔) + 𝑟𝜔𝜇2| < 1 + (𝜔 − 1)2 + (𝑟 − 𝜔)𝜔𝜇2 

 

  Fácilmente se prueba que estad desigualdades son 

equivalente al conjunto de desigualdades. 

 

i) −(1 − 𝜇2)𝜔2 +   2𝜔 − 2 < 𝑟𝜔𝜇2 

ii) 𝑟𝜔𝜇2  <  −  (1 − 𝜇2) 𝜔2  +   2𝜔 

iii) − 
1

2
 (1 − 𝜇2) 𝜔2 + 2𝜔 −  2 <   𝑟𝜔𝜇2 

iv) 𝜇2  <   1. 

  Esta última desigualdad da una condición necesa-  

ria y suficiente para que 𝑀𝑟𝜔 sea convergente, ella es que  

el método 𝑀0,1 sea convergente (�̅�  < 1). De las desigualda-    

des iii) y ii) obtenemos 

 

  − 
1

2
 (1 − 𝜇2) 𝜔2 +   2𝜔 − 2 < 𝑟𝜔  𝜇2  <  −(1 − 𝜇2) 𝜔2 + 2𝜔 . 

           (3.1) 

De donde, 

  (1 − 𝜇2)  𝜔2   <   4,     ⩝𝜇 

Así, 

  (1 − 𝜇2) 𝜔2   <   4  
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Luego, 

− 
2

√1 − 𝜇2

  <   𝜔  <    
2

√1 − 𝜇2

   ,    𝜔   ≠    0 

  Ahora deseamos determinar los valores posibles del 

parámetro r. 

 

  Caso 1: 𝜇   ≠   0 

 

  Si 𝜔 > 0, la desigualdad (3.1) llega a ser 

𝛼 (𝑍) =   
1

𝜔  𝑍
    (

1

2
 𝜔2𝑍 −  

1

2
 𝜔2 + 2𝜔 − 2) <   𝑟  <  

1

𝑍
  (𝜔𝑍 −  𝜔 + 2)  =   𝛽(𝑍), 

donde 𝑍 =  𝜇2 . Esta desigualdad será válida para todo    

𝑟 si 

  máx𝑍  𝛼(𝑍)       <    𝑟   < min𝑍 𝛽 (𝑍)    (3.2) 

  Por otra parte, si 𝜔 < 0 entonces (3.1) resulta   

ser equivalente a 

  𝛽(𝑍)  <   𝑟  <   𝛼(𝑍), y ésta será cierta si 

  máx𝑍       𝛽(𝑍)  <   𝑟   <  min𝑍 𝛼 (𝑍),    (3.3) 

 

  Para finalizar el estudio de este caso buscamos 

donde ocurren estos máximos y mínimos. 

 

  Tenemos 𝛼′(𝑍) =  
1

𝜔  𝑍2
  (

1

2
𝜔2 − 2𝜔 + 2) =  

1

2𝜔𝑍2
 (𝜔 − 2)2 , 

 

vemos así que el signo de 𝛼′(𝑍) está determinado por el   

signo de 𝜔 . A su vez, 𝛽′(𝑍) =  
1

𝑍2   (𝜔 − 2), de donde 
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𝛽′ (𝑍)  <   0   ó  𝛽′ (𝑍)   >   0  según sea 𝜔 < 2 ó 𝜔 > 2 respectiva-

mente. 

  Resumiendo 

𝐼𝜔 𝛼 (𝑍) 𝛽 (𝑍)  

(

 − 
2

√1 − 𝜇2

 , 0

)

  

 

 

decreciente 

 

decreciente 

 

 

(0, 2] 
 

creciente decreciente TABLA 1 

[
 
 
 

2,
2

√1 − 𝜇2

)

   

 

creciente 

 

creciente 

 

    

 

  De estos resultados y de las desigualdades (3.3) y 

(3.2) obtenemos los dominios para el parámetro, y que damos 

en la tabla siguiente 

 

𝐼𝜔              𝐼𝑟   

(

 − 
2

√1 − 𝜇2

 , 0

)

  

 

 

(𝛽 (𝜇2) , 𝛼 (𝜇2)) 

 

(0, 2] 
 

(𝛼(𝜇
2
), 𝛽(𝜇

2
)) TABLA 2 

[2,
2

1 − 𝜇2
)  

 

(𝛼(𝜇
2
), 𝛽 (𝜇2)) 

 

   

 

 

  Caso 2:  𝜇  =   0 
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  En este caso 𝜇 = 0 es un autovalor de  𝐵0.1 ; para 

𝜇 = 0 la desigualdad (3.1) implica 

 

  0  <   𝜔  <   2.  

  En cambio, para un autovalor 𝜇 ≠ 0, el análisis es 

válido y los posibles valores de 𝜔 y  𝑟 están dados en la 

tabla 2. Dado que en el caso, actualmente en estudio los 

valores de 𝜔 y 𝑟  deben satisfacer (3.1) para todo  𝜇,  

concluímos que tales dominios son respectivamente 

  𝐼𝜔    =       (0,2) y  𝐼𝑟 =   (𝛼(𝜇
2
) , 𝛽(𝜇

2
)) 

 

  Queda así entonces probado el teorema 

 

  Teorema 3.4. 

  Sea 𝐴 consistentemente ordenada con 𝑎𝑖𝑖  ≠ 0,⩝ 𝑖.       

Si 𝐵0,1 tiene autovalores reales  𝜇1, 𝜇2, .  . 𝜇𝑛   tales    que 

0  <   𝜇  =   𝜇   =   min𝑖|𝜇𝑖|   =   𝜇  =   máx𝑖|𝜇𝑖|   < 1, 

entonces para 

 

𝑟 =   
(1 + √1 − 𝜇2)

𝜇2
   , 𝜔 =   

−1

√1 − 𝜇2
 

ó también para 

𝑟 =   
2

1 + √1 − 𝜇2
   , 𝜔 =   

1

√1 − 𝜇2
 , 

 

el radio espectral de 𝐵𝜔𝑟  es igual a 0 

 



104 
 

  Demostración : 

  De lema 3.1, concluimos que 𝜇 es un autovalor  de  

𝐵0,1 . Además, claramente 𝜇2 asume un único valor.  De le-    

ma 2, 

  (𝜈 − 1 + 𝑟)2  =   𝑟2  𝜇2  𝜈       (3.4)  

donde  𝜈  es un autovalor de 𝐵𝑟𝑟, podemos encontrar  𝑟  tal   

que esta ecuación tenga una raíz doble. En efecto, derivan- 

do con respecto a  𝜐  tenemos 

  2 (𝜐 − 1 + 𝑟) =  𝑟2  𝜇2  

de donde 

  𝜈 =  
2 (1−𝑟)+ 𝑟2 𝜇2

2
  

 

  Reemplazando esta expresión en (3.4) obtenemos los 

valores de 𝑟 para los cuales 

 

  𝜈 =  
2 (1−𝑟)+ 𝑟2 𝜇2

2
  

es una raíz doble (3.4), tales valores resultan ser 

 

  𝑟1  =   
2  (1+ √1− 𝜇2)

𝜇2
 , 𝑟2  =   

2

1+ √1− 𝜇2
 . 

  Recordando que 𝐵𝑟𝜔  es el método extrapolado 𝐵𝑟𝑟   

con parámetro  
𝜔

𝑟
 , tenemos 

 

  𝜆 =   (1 − 
𝜔

𝑟
) + 

𝜔

𝑟
   𝜈 . 

  Dado que 𝜈 toma sólo un valor, de esta relación 

podemos determinar fácilmente 
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𝜔

𝑟
  tal que 𝜆 =   0 

 

Resulta,  

  
𝜔

𝑟
 =  

1

1−𝜈
  

 

De donde, 

  𝜔1   =  − 
1

√1−𝜇2
           𝜔2   =   

1

√1− 𝜇2
  

 

  Con lo cual el teorema queda probado. 

 

4. VALORES OPTIMOS DE LOS PARAMETROS PARA MATRI-  

CES CONSISTENTEMENTE ORDENADAS. 

 

   El siguiente teorema, cuya demostración omiti- 

mos y que puede ser encontrado en 4), nos da los valores de  

𝑟  y  𝜔 que minimizan el radio especial de la matriz de ite-

ración de AOR para el caso en que la matriz de coeficientes  

𝐴 es consistentemente ordenada, y bajo la hipótesis adicio- 

nal que los  autovalores de 𝐵0,1   son reales y menores  que 

uno en módulo, ampliando así el resultado del teorema 3.4 

 

  Teorema 4.1. 

 

  Sea 𝐴 consistentemente ordenada con 𝑎𝑖𝑖  ≠ 0, ⩝ 𝑖. Si  

𝐵𝑜,1 tiene autovalores reales  𝜇1, 𝜇2, . . . , 𝜇𝑛  tales que        

 𝜇  =   min𝑖   |𝜇𝑖|   y   𝜇  =   máx𝑖   |𝜇𝑖|   <   1, entonces los valo-       

res de  𝜔 y  𝑟 que minimizan el radio espectral de 𝐵𝜔𝑟 son:       

 

a) para 𝜇   =   0, 
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𝜔𝑜𝑝  =   𝑟𝑜𝑝    =   
2

1 + √1 − 𝜇
2

 

 

min 𝜌 (𝐵𝑟𝜔) =   
1 − √1 − 𝜇

2

1 + √1 − 𝜇
2

 

 

b) para 0 <  𝜇   <   𝜇 con   √1 − 𝜇
2
  ≤ 1 − 𝜇2 ,  

  𝜔𝑜𝑝 = 𝑟𝑜𝑝 =  
2

1+ √1− 𝜇
2
 

  

  min𝜌 (𝐵𝑟𝜔) =   
1− √1− 𝜇

2

1+ √1− 𝜇
2
  

 

c) para 0 <  𝜇   <   𝜇 con   √1 − 𝜇
2
  > 1 − 𝜇2 , 

  𝜔𝑜𝑝 = 
1− 𝜇2−√1− 𝜇

2
 

(1−𝜇2) (1+ √1− 𝜇
2
)

  

  𝑟𝑜𝑝 =  
2

1+ √1− 𝜇
2
 

  

  min𝜌 (𝐵𝑟𝜔) =   
𝜇 √𝜇

2
− 𝜇2

√1− 𝜇2 (1+ √1− 𝜇
2
)

  , y 

 

d) para 0  <   𝜇  =   𝜇 , 
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  𝜔𝑜𝑝 =  
1

√1− 𝜇
2
 , 𝑟𝑜𝑝  =   

2

1+ √1− 𝜇
2
 

  

ó también 

 

  𝜔𝑜𝑝 =  
1

√1− 𝜇
2
 , 𝑟𝑜𝑝  =   

2 (1+ √1−𝜇
2
)

𝜇2 
  

 

  min𝜌 (𝐵𝑟𝜔) =   0 

 

 

  OBSERVACION. 

  Vemos de este teorema que en los casos a) y b)    

los valores óptimo de los parámetros de AOR coinciden con   

el valor óptimo del parámetro de sobrerelajación de SOR. Sin 

embargo, en los otros casos el método AOR es mejor que el  

método SOR. 
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