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Con el afán de promover el diálogo matemático, 

entre los cultores y amantes de esta disciplina, la Sec-

ción de Algebra del Departamento de Matemáticas de la Uni- 

versidad del Norte, presentó en la edición anterior, tres 

problemas, cuyas soluciones presentamos en esta edición. 

 

Para continuar este diálogo, la Sección de Es-

tadística de nuestro Departamento, presenta para su dis- 

cusión y análisis dos problemas de probabilidades. Le in-

vitamos a comunicarnos la solución que Ud. encuentra pa-  

ra estos problemas. 

 

PRIMER PROBLEMA. 

1. Una caja contiene a esferas blancas y b es-  

feras negras. De ellas se extrae al azar N esferas, si-

multáneamente. Bajo la hipótesis que todas las esferas 
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tienen la misma probabilidad de ser elegidas, determine 

para un valor de N fijo, cuál es el valor de p a, que   

hace máxima la probabilidad de que las N esferas ex- 

traídas p sean blancas. 

 

SEGUNDO PROBLEMA. 

  2. ¿Cuál es la probabilidad de que un entero 

escogido al azar entre los N primeros enteros, sea divi- 

sible al menos por dos de los números primos 2,3,5,7? 

  Indicación: Suponga N lo suficientemente gran-  

de de modo que 1/N sea no significativo en los resulta-  

dos finales. 

 

SOLUCIONES PROBLEMAS DE ALGEBRA. 

PRIMER PROBLEMA. 

  Sean 𝑎, 𝑏, 𝑐 enteros distintos. Demuestre que      

no existe un polinomio 𝑝 (𝑥) con coeficientes enteros tal 

que: 

i) El resto de dividir 𝑝 (𝑥) por (𝑥 − 𝑎) es 𝑏 

ii) El resto de dividir 𝑝 (𝑥) por (𝑥 − 𝑏) es 𝑐 

iii) El resto de dividir 𝑝 (𝑥) por (𝑥 − 𝑐) es 𝑎 

Solución: Supongamos que existe 𝑝 (𝑥) = ∑ 𝑎𝑖  𝑥𝑖𝑛
𝑖=0  con 𝑎𝑖  𝜀 ᴢ 

satisfaciendo las propiedades (i), (ii), (iii). Ya que    

el resto de dividir 𝑝 (𝑥) por 𝑝 (𝑥 − 𝛼) es 𝑝 (𝛼), tenemos que 

𝑝 (𝑎) = 𝑏 =  ∑ 𝑎𝑖
𝑛
𝑖=𝑜  𝑎𝑖; 𝑝 (𝑏) = 𝑐 =  ∑ 𝑎𝑖𝑏𝑖𝑛

𝑖=0  y 𝑝 (𝑐) = 𝑎 = ∑ 𝑎𝑖𝑐1𝛼𝑛
𝑖=0 , 

luego:𝑏 − 𝑐 =  ∑  𝑎𝑖 (𝑎𝑖 −  𝑏𝑖)𝑛
𝑖=1 ;𝑐 − 𝑎 =  ∑ 𝑎𝑖 (𝑏𝑖 − 𝑐𝑖)𝑛

𝑖=1 y𝑎 − 𝑏 = ∑ 𝑎𝑖(𝑐𝑖 − 𝑎𝑖)𝑛
𝑖=1  

  Recordando que 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛es divisible por 𝛼 −  𝛽 para 

cualquier 𝑛 y todo 𝛼 ≠ 𝛽, sabemos que existen enteros A,      

B y C tales que: 𝑏 − 𝑐 = (𝑎 − 𝑏) A; 𝑐 − 𝑎 = (𝑏 − 𝑐) B y 𝑎 − 𝑏 = (𝑐 − 𝑎)C.  



43 
 

Entonces (𝑏 − 𝑐)(𝑐 − 𝑎)(𝑎 − 𝑏)(1 − 𝐴𝐵𝐶) = 0 y siendo 𝑎, 𝑏, 𝑐 distin-  

tos concluímos que 𝐴𝐵𝐶 = 1, y como 𝐴, 𝐵, 𝐶 son enteros     

entonces 𝐴, 𝐵, 𝐶  𝜀  {−1, +1}. Es imposible que 𝐴, 𝐵 ó 𝐶             

sea −1 pues se contradice el hecho que 𝑎, 𝑏, 𝑐 sean dis- 

tintos. Si 𝐴, 𝐵 𝑦 𝐶 son positivos, tenemos que 𝑏 − 𝑐 = 𝑎 − 𝑏    

y 𝑐 − 𝑎 = 𝑏 − 𝑐 de donde 𝑏 = 𝑐 que es una contradicción. 

 

  Por lo tanto no existe tal polinomio. 

 

SEGUNDO PROBLEMA. 

  Encontrar todos los pares de enteros no negati-

vos tales que su suma sea un divisor de su producto. 

 

Solución: Sea (𝑥, 𝑦) una solución, entonces (𝑦, 𝑥) también    

es solución, luego sólo calcularemos aquellos (𝑥, 𝑦) tales 

que 𝑜 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦. 

a) Es claro que (𝑜, 𝑥) es solución para todo 𝑥 𝜀 ΙΝ 

b) Sean 𝑥 ≠ 𝑜 ≠ 𝑦, 𝑦 = 𝑥 +  𝜆 con 𝜆 ≥ 𝑜 entonces: 

(𝑥 + 𝑦)| 𝑥𝑦 ⟺  ∃z𝜀ℕ 𝑡𝑞 𝑥 (𝑥 +  𝜆) = (𝑥 + 𝑥 +  𝜆)z o sea 

𝑥2 + 𝑥 ∙  (𝜆 − 2z) - 𝜆z = 0, luego 𝑥 =  
2z−λ ±√𝜆2+4z2

2
 , 

pero es sabido que 𝜆2 + 4z2 es un cuadrado perfecto si        

y sólo si 𝜆 = (𝑚2 − 𝑛2 )𝑘  y z = mnk para cualquier 

𝑘, 𝑚, 𝑚 𝜀 𝚭 𝑡𝑞 𝜆 ≥ 𝑜, 𝑧 > 𝑜. En tal caso tenemos: 

(𝑥, 𝑦) = 𝑘 (𝑚 + 𝑛) (𝑛, 𝑚) y 

(𝑥, 𝑦) = 𝑘 (𝑚 − 𝑛)(−𝑚, 𝑛) 

  Como ambas fórmulas recorren los mismos valores 

al variar 𝑘, 𝑚, 𝑛 𝜀 𝚭, las soluciones son: 

(𝑥, 𝑦) = 𝑘 (𝑚 + 𝑛)(𝑛, 𝑚) con 𝑚, 𝑛, 𝑘𝜀 ℕ y 𝑚 ≥ 𝑛.  

 

  En consecuencia, si 𝑅 = (𝑜𝑥 ℕ) ∪ {𝑘 (𝑚 + 𝑛)(𝑛, 𝑚)/   

𝑘, 𝑚, 𝑛 𝜀 ℕ, 𝑚 ≥ 𝑛}  entonces las soluciones al problema es-   tán 

dadas por 𝑅𝑈𝑅−1 
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TERCER PROBLEMA. 

  Los coeficientes 𝐶𝑚,𝑛
(𝑘)

 se definen mediante      

(1 + 𝑥)𝑚(1 − 𝑥)𝑛 =  ∑𝑚+𝑛
𝑘=0 𝐶𝑚,𝑛

(𝑘)
 𝑥𝑘 con 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑜. Demuestre que 

 

∑ (𝐶𝑚,𝑛
(𝑘)

𝑚+𝑛

𝑘=0

 )2 =  
(2𝑚)!  (2𝑛)!

𝑚! 𝑛! (𝑚 + 𝑛)!
  

 

Solución: Sea 

𝐴𝑛 = {𝑚 𝜀 ℕ/ ∑ (𝐶𝑚,𝑛
(𝑘)𝑚+𝑛

𝑘=𝑜 )2 =  
(2𝑚)!  (2𝑛)!

𝑚!𝑛! (𝑚+𝑛)!
 para 𝑛 fijo} 

 

Basta probar que 𝐴𝑛 = ℕ ∀n𝜀 ℕ.  Lo haremos por inducción   

es 𝑛. 

 

a) Debemos probar que 𝐴𝑜 = ℕ. Para ello observemos que 

 

(1 + 𝑥)𝑚(1 − 𝑥)𝑛 = (1 + 𝑥)𝑚 =  ∑ (𝑘
𝑚)𝑥𝑘𝑚

𝑘=𝑜  o sea 𝐶𝑚,𝑜
(𝑘)

=  (𝑚
𝑘

). Luego  

 

debemos probar que ∑ (𝑚
𝑘

)
2

=  
(2𝑚)!

(𝑚!)2
𝑚
𝑘=𝑜  . Recordemos que 

 

(𝑚
𝑘

) =  ( 𝑚
𝑚−𝑘

) y es consecuencia (1 + 𝑥)𝑚 =  ∑ ( 𝑚
𝑚−𝑘

)𝑚
𝑘=𝑜 𝑥𝑘, luego 

 

(1 + 𝑥)2𝑚 =  [∑ (𝑚
𝑘

)𝑥𝑘𝑚
𝑘=𝑜 ][∑ ( 𝑚

𝑚−𝑘
)𝑥𝑘𝑚

𝑘=𝑜 ] . De aquí vemos que el 

 

coeficiente de 𝑥𝑚 es (2𝑚
𝑚

) =  ∑ (𝑚
𝑘

)
2𝑚

𝑘=𝑜  o sea ∑ (𝑚
𝑘

)
2𝑚

𝑘=𝑜 =  
(2𝑚)  !

(𝑚!)2   

 

b) Debemos probar que si 𝐴𝑟 = ℕ,entonces 𝐴𝑟+1 = ℕ. Para                                                                

ello observemos que: 

∑ 𝐶𝑚+1,𝑟
(𝑘)𝑚+1+𝑟

𝑘=𝑜  𝑥𝑘 = (1 + 𝑥)𝑚+1 (1 − 𝑥)𝑟 =  (∑ 𝐶𝑚,𝑟
(𝑘)𝑚+𝑟

𝑘=𝑜  𝑥𝑘) (1 + 𝑥) y que 

∑ 𝐶𝑚,𝑟+1
(𝑘)𝑚+1+𝑟

𝑘=𝑜  𝑥𝑘 = (1 + 𝑥)𝑚 (1 − 𝑥)𝑟+1 =  (∑ 𝐶𝑚,𝑟
(𝑘)𝑚+𝑟

𝑘=𝑜  𝑥𝑘) (1 − 𝑥) luego: 
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𝐶𝑚+1,𝑟
(𝑜)

=  𝐶𝑚,𝑟
(𝑜)

=  𝐶𝑚,𝑟+1
(𝑜)

;  𝐶𝑚+1,𝑟
(𝑚+𝑟+1)

=  𝐶𝑚,𝑟
(𝑚+𝑟)

=  −𝐶𝑚,𝑟+1
(𝑚+𝑟+1)

; 

𝐶𝑚+1,𝑟
(𝑘)

=  𝐶𝑚,𝑟
(𝑘)

+  𝐶𝑚,𝑟
(𝑘−1)

 y 𝐶𝑚,𝑟+1
(𝑘)

=  𝐶𝑚,𝑟
(𝑘)

 −𝐶𝑚,𝑟
(𝑘−1)

 ∀𝑘 = 1,2, . . , 𝑚 + 𝑟 

Por lo tanto: 

∑ (𝐶𝑚+1,𝑟
(𝑘)

)
2

𝑚+𝑟+1

𝑘=𝑜

+  ∑ (𝐶𝑚,𝑟+1
(𝑘)

)
2

𝑚+𝑟+1

𝑘=𝑜

=  (𝐶𝑚,𝑟
(𝑜)

)
2

+  ∑ (𝐶𝑚,𝑟
(𝑘)

+ 𝐶𝑚,𝑟
(𝑘−1)

)
2

𝑚+𝑟

𝑘=1

+ (𝐶𝑚,𝑟
(𝑚+𝑟)

)
2

+ 

+ (𝐶𝑚,𝑟
(𝑜)

)
2

+  ∑ (𝐶𝑚,𝑟
(𝑘)

− 𝐶𝑚,𝑟
(𝑘−1)

)
2

𝑚+𝑟

𝑘−1

+ (𝐶𝑚,𝑟
𝑚+𝑟)

2
 o sea 

∑ (𝐶𝑚,𝑟+1
(𝑘)

)
2

𝑚+𝑟+1

𝑘=0

= 4 ∑ (𝐶𝑚,𝑟
(𝑘)

)
2

𝑚+𝑟

𝑘=0

−  ∑ (𝐶𝑚+1,𝑟
(𝑘)

)
2

𝑚+𝑟+1

𝑘=0

pero por 

Hipótesis de inducción sabemos que: 

∑ (𝐶𝑚,𝑟
𝑘 )

2
𝑚+𝑟

𝑘=0

=  
(2𝑚)! (2𝑟)!

𝑚! 𝑟! (𝑚 + 𝑟)!
 ∀mε ℕ, luego: 

∑ (𝐶𝑚,𝑟+1
(𝑘)

)
2

𝑚+𝑟+1

𝑘=0

=  
4 (2𝑚)! (2𝑟)!

𝑚! 𝑟! (𝑚 + 𝑟)!
−  

(2𝑚 + 2)! (2𝑟)!

(𝑚 + 1)! 𝑟! (𝑚 + 𝑟 + 1)!
 o sea 

∑ (𝐶𝑚,𝑟+1
(𝑘)

)
2

𝑚+𝑟+1

𝑘=0

=  
(2𝑚)! (2 [𝑟 + 1])!

𝑚! (𝑟 + 1)! (𝑚 + 𝑟 + 1)!
 


