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PROBLEMAS PROPUESTOS

SECCION ESTADISTICA

Con el afan de promover el didlogo matematico,
entre los cultores y amantes de esta disciplina, la Sec-
cién de Algebra del Departamento de Matematicas de la Uni-
versidad del Norte, presentdé en la edicidén anterior, tres
problemas, cuyas soluciones presentamos en esta ediciédn.

Para continuar este diadlogo, la Seccién de Es-
tadistica de nuestro Departamento, presenta para su dis-
cusién y andlisis dos problemas de probabilidades. Le in-
vitamos a comunicarnos la solucién que Ud. encuentra pa-

ra estos problemas.

PRIMER PROBLEMA.

1. Una caja contiene a esferas blancas y b es-
feras negras. De ellas se extrae al azar N esferas, si-
multaneamente. Bajo la hipdétesis que todas las esferas
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tienen la misma probabilidad de ser elegidas, determine
para un valor de N fijo, cual es el valor de p a, que
hace maxima la probabilidad de que las N esferas ex-
traidas p sean blancas.

SEGUNDO PROBLEMA.

2. ¢Cudl es 1la probabilidad de que un entero
escogido al azar entre los N primeros enteros, sea divi-
sible al menos por dos de los ntmeros primos 2,3,5,7?

Indicacién: Suponga N 1lo suficientemente gran-

de de modo que 1/N sea no significativo en los resulta-
dos finales.

SOLUCIONES PROBLEMAS DE ALGEBRA.

PRIMER PROBLEMA.

Sean a,b,c enteros distintos. Demuestre que
no existe un polinomio p(x) con coeficientes enteros tal

que:

i) El resto de dividir p(x) por (x—a) es b

ii) El resto de dividir p(x) por (x—b) es ¢

iii) E1 resto de dividir p(x) por (x—c) es a
Solucién: Supongamos que existe p(x)= Yl,ax' con a;ez

satisfaciendo 1las propiedades (i), (ii), (iii). Ya que
el resto de dividir p(x) por p(x—a) es p(a), tenemos que
p@=b=3YL,a; a5 phB)=c=3oab’ y pl)=a=YLac'a,
luego:b—c= YY", a;(a"— bD)sc—a= Yt ,a;,(b*—c)ya—b=3",a;(c' —a)

Recordando que a™ — B"es divisible por a— f para
cualquier n y todo a#f, sabemos que existen enteros A,
By C tales que: b—c=(a—b) A; c—a=(b—-c) By a—b=(c—a)C.
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Entonces (b—c)(c—a)(a—b)(1-ABC)=0 y siendo a,b,c distin-
tos concluimos que ABC=1, y como A,B,C son enteros
entonces A B,C & {—1,+1}. Es imposible que AB6C
sea —1 pues se contradice el hecho que a,b,c sean dis-
tintos. Si A,By(C son positivos, tenemos que b—c=a-—b
y c—a=b—c de donde b=c que es una contradiccién.

Por lo tanto no existe tal polinomio.

SEGUNDO PROBLEMA.

Encontrar todos los pares de enteros no negati-
vos tales que su suma sea un divisor de su producto.

Solucién: Sea (x,y) una solucién, entonces (y,x) también
es solucidén, luego sbélo calcularemos aquellos (x,y) tales
que o0 <x<Y.

a) Es claro que (0,x) es solucidén para todo x¢IN
b) Sean x #0 #y, y=x+ 1 con A >0 entonces:
(x+y)|xy © 3FzeN tgx (x+ ) =(x+x+ A)z o sea

22—\ +VAZ+4722
2
pero es sabido que A%2+4z? es un cuadrado perfecto si

x?+x+(A—2z) - 1z=0, luego x = ,
y s6lo si A=(m?—-n?)k y z=mnk para cualquier
kkmmeZtqA =20,z >0. En tal caso tenemos:
(x,y) =k(m+n)(nm) y
(x,y) = k (m —n)(—m,n)
Como ambas férmulas recorren los mismos valores
al variar k,m,neZ, las soluciones son:
(x,y) =k(m+n)(n,m) con mnkeNym >n.

En consecuencia, si R=(0oxN) U{k(m+n)(n,m)/
k,m,neN,m >n} entonces las soluciones al problema es- tan
dadas por RUR™!
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TERCER PROBLEMA.

Los coeficientes C(k) se definen mediante

mmn
A+x)"A—x)" = Xr c,(n,)l x"“conm,n > o. Demuestre que
m+n
mn m!n! (m + n)!
k=0
Solucién: Sea
={meN/ Zm+"(C,(,f,)1)2 = L2m)! @n)! para n fijo}

m!n! (m+n)!

Basta probar que A, =NVneN. Lo haremos por induccién
es n.

a) Debemos probar que A, =N. Para ello observemos que

L+0mMA-x)" =1 +x)™ = T ,(Mxk o sea €)= (). Luego

debemos probar que )jJ- (m) (2"'1))2'. Recordemos que
(M) = (") v es consecuencia (1+x)™ = Y7L, ( ™" )x*, luego

(1+x)?™ = [T, (W) ][Zi,(." )x*] . De aqui vemos que el

coeficiente de x™ es (2,::1)= ZLO(Z‘)Z o sea XjL (m) (2,::;2'

b) Debemos probar que si A, =N,entonces A4,,;=N. Para
ello observemos que:

ymtlir c® k= 1+x)™1 1 -x) = (Zm”c(k) ) (1+x) y que

m+1,r

Zm+1+r C(k)

mr

a XK= 0™ Q- = (Zm”C(k) k) (1—-x) luego:
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(0 _ A0 _ A | ~(mtr+1) _ L(mtr) _ (m+r+1),
Cm+1,r - Cmr - Cm,r+1' Cm+1,r - Cm,r - _Cm,r+1 ’
®  _ 0 (k-1) &  _ ) (k-1) _
Cm+1,r - Cm,r + Cm,r y Cm,r+1 - Cm,r _Cm,r Vk = 1,2, com+r
Por lo tanto:
m+r+1 5 m+r+1 5 5 m+r 5 5
k k k k-1 +
Z (Cr(n-l)-l,r) + Z (Cr(n,3'+1) = (C7(no,1) + Z(Cr(n}'i_cfn,r )) + (Cr(nrﬁ” 7‘)) +
k=0 k=o0 k=1
5 m+r 5
+ (C,(,fl) + z (C,(,fl - C,(,fr_l)) + (Cmm)* o sea
k-1
m+r+1 ) m+r ) m+r+1 )
k k k
S, =4S () =S (€, eropor
k=0 k=0 k=0

Hipétesis de induccidén sabemos que:

m+r

. (2m) @)
D () = oy Yme N luego
k=0

miﬂ(c(") >z _42m)!(2r)! (2m + 2)! (2r)!
£, \mret) T i Al et Dt m 4+ D! 0sea
m+r+1

Z (c® )z= @m)! (2 [r + 1])!

P mr+1 m @+ 1! (m+r+1)!



