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Abstract

If K is a number field, OK its ring of integers and α ∈ OK
such that K = Q (α), the index of α is the index of abelian
groups indα = (OK : Z [α]) ∈ N and the index i(K) of K is
the gcd of these indα. We show a way to construct via Hilbert
class fields of quadratic number fields, for any integer n without
square factor, an infinite family of number fields K with i(K)
divisible by n.
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Introduction
Le paragraphe 1 présente une variante de l’interprétation habituelle

de la notion d’indice, qui permet une démonstration simplifiée d’un
théorème de Dedekind et d’un de ses corollaires (corollaire 2) (on
pourra consulter [N] ou [H] pour une autre présentation).

Le paragraphe 2 se base sur ce corollaire pour construire des corps
de nombres d’indice divisible par un entier donné sans facteur carré.
On les obtient comme sous-corps (laissés fixes par certains sous-groupes
de Galois) de corps de classes de Hilbert de certaines extensions quadra-
tiques de Q. Et un résultat de Yamamoto [Y] nous assure l’existence
d’une infinité de telles extensions quadratiques.

Le fait qu’il y ait une infinité de corps de nombres d’indice divisible
par un entier donné sans facteur carré était déjà connu de M. Bauer
en 1907 ([B]). Sa méthode basée sur les polygones de Newton et le
corollaire déjà cité, fournit des polynômes irréductibles définissant de
telles extensions. Il nous a semblé utile d’en rappeler le principe dans
un appendice. (Voir également, pour d’autres résultats sur l’indice,
les références données dans [N] p198)

1. Le théorème de Dedekind

Soient K un corps de nombre de degré n sur Q, OK son anneau
d’entiers et α ∈ OK tel que K = Q (α) (' Q[X]

(P ) où P = Irr(α,Q) ∈
Z[X] est le polynôme minimal de α sur Q). On sait que OK est un
Z-module libre de rang n et Z [α] ' Z[X]

(P ) un sous Z-module libre de
même rang ; d’où la notion d’indice :
indα = | OZ[α] | = (OK : Z [α]) =

∏r
i=1 mi où mr|mr−1| . . . |m1 sont les

facteurs invariants (6= 1) du sous Z-module Z de OK .

Définition :
On appelle indice de K/Q l’entier i(K) = pgcd{indα; α ∈ OK ,

Q (α) = K}.
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Remarque :
En choisissant une Z-base (e1, . . . , en) de OK de telle sorte que

(m1e1, . . . , mnen) soit une Z-base de Z [α] (avec mr+1 = · · · = mn = 1)
, on voit que les discriminants vérifient l’égalité :

(indα)2disc(OK/Z) = disc(Z [α] /Z).

D’où le fait que les diviseurs de l’indice i(K) soient généralement
désignés en allemand, par “außerwesentliche Diskriminantenteiler” et
en anglais, par “(common) inessential discriminantal divisor” (ils di-
visent tous les disc(Z [α] /Z) sans nécessairement diviser disc(OK/Z)).

Après tensorisation par Fp = Z/pZ (p premier ∈ N), l’isomorphisme
Z[X]
(P ) ' Z [α] et l’injection canonique Z [α] ↪→ OK fournissent les mor-

phismes
Fp[X]
(P )

' Z [α]
pZ [α]

ϕα−→ OK

pOK

de Fp-algèbres de même Fp-dimension n (où P = image de P dans
Fp[X]).

Lemme :
a) p † indα ⇔ ϕα est un isomorphisme.
b) p † i(K) ⇔ OK

pOK
est une Fp-algèbre monogène.

Démonstration :
a) p † indα ⇔ OK

Z[α] ⊗ Fp = 0 ⇔ ϕα surjectif
⇔ ϕα isomorphisme (par égalité des Fp-dimensions)
b) p † i(K) ⇔ ∃α ∈ OK , Q (α) = K et ϕα isomorphisme (par a))
⇔ OK/pOK Fp-algèbre monogène (engendrée par α mod pOK).
(Pour le sens⇐, on remarque que si les n premières puissances de α

sont Fp-linéairement indépendantes modulo pOK , on a deg(Irr(α,Q)) =
n et donc Q (α) = K).

Corollaire 1 (Théorème de Dedekind) :
Si p†indα, soit P =

∏s
i=1 Qri

i la décomposition en irréductibles uni-
taires de l’image P de P = Irr(α,Q) dans Fp[X] (et les Qi unitaires,
antécédents de Qi dans Z[X]) ; alors



56 Denis Hémard

a) les idéaux de OK , pi = (p,Qi(α)), sont les idéaux premiers de
OK au dessus de p ; il y en a donc s.

b) deg Qi = f(pi/p) (le degré résiduel)
c) ri = epi/p (l’indice de ramification) pour tout i ∈ {1, . . . , s}.
(En particulier, si p † i(K), la décomposition de p dans OK est

complètement déterminée par la connaissance d’un α tel que p† indα.)

Démonstration :
Par hypothèse, l’application

Fp[X]
(P )

−→ OK
pOK

Qmod
(

P
)

7−→ Q (α) modpOK

(indépendante du choix de l’antécedent Q ∈ Z [X], de Q)

est un isomorphisme de Fp-algèbres.
On en déduit une correspondance bijective entre idéaux premiers

de Fp[X] contenant P et idéaux premiers de OK contenant p ; d’où a)
puisque les idéaux premiers de Fp[X] contenant P sont les (Qi), i =
1, . . . , s. b) s’en déduit car

deg Qi = dim
Fp[X]/(P )
(Qi)/(P )

= dim
OK/pOK

(Qi(α), p)/pOK
= f(pi/p)

ainsi que c), car dans Fp[X]
(P )

, il y a exactement ri + 1 puissances dis-

tinctes de l’idéal engendré par Qi mod(P ) (correspondant aux ex-
posants 0, 1, . . . , ri).

Corollaire 2 :
Soit pOK = pe1

1 . . . pes
s la décomposition dans OK d’un p premier

∈ N et fi = f(pi/p), pour i = 1, . . . , s ; alors

p † i(K) ⇔ ∃P1, . . . , Ps ∈ Fp[X], irréductibles, unitaires, distincts,
de degré f1, ..., fs respectivement.
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Démostration :
⇒) : ∃α ∈ OK , p † indα ; on applique alors le corollaire 1.
⇐) : Comme extensions (de corps) de même degré sur Fp, on a des
isomorphismes de Fp-algèbres :

OK

pi
' Fp[X]

(Pi)
∀i = 1, . . . , s.

Par un petit lemme (démontré ci-dessous), on en déduit des isomor-
phismes de Fp-algèbres :

OK

pei
i
' Fp[X]

(P ei
i )

∀i = 1, . . . , s.

Par application du théorème chinois, il en résulte des isomorphismes
de Fp-algèbres :

Fp[X]
(P e1

1 . . . P es
s )

'
s

∏

i=1

Fp[X]
(P ei

i )
'

s
∏

i=1

OK

pei
i
' OK

pOK
.

En particulier OK
pOK

est une Fp-algèbre monogène et donc p† i(K). ♦

Démonstration du lemme utilisé :

Fp[X]
(P )

' OK

p
⇒ Fp[X]

(P r)
' OK

pr ∀r = 1, . . . , e

(on a omis les indices i).
Soit R un relèvement unitaire de P , dans Z [X] ; on peut choisir α ∈

OK tel que R(α) ∈ p\p2. Alors P r−1(α mod pr) = Rr−1(α) mod pr 6= 0.
Par conséquent, l’homomorphisme de Fp[X] dans OK/pr qui envoie X
sur α mod pr est de noyau (P r) et induit donc l’isomorphisme cherché,
par égalité des Fp-dimensions (égalité qu’on peut vérifier par une
récurrence et un ”dévissage” après avoir localisé OK/pr en p, ce qui
ne change rien à ce quotient mais permet de supposer OK principal).
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Remarque :
On utilisera ce corollaire sous la forme contraposée équivalente

(avec les notations supplémentaires r(fi) = #{pi|p, f(pi/p) = fi} et
g(fi) = #{P ∈ Fp[X], unitaires, irréductibles et de degré fi}):

p|i(K) ⇔ ∃i ∈ {1, . . . , s} r(fi) > g(fi)

2. Corps de nombres d’indice divisible par un en-
tier donné sans facteur carré

Soit k une extension galoisienne finie de Q et H l’extension abélienne
de k partout non ramifiée, de degré impair, maximale (dans une clôture
algébrique de Q). On notera Γ = Gal(H/k) d’ordre |Γ| = m (impair)
et Cl′k = Clk/Clk(2) le quotient du groupe des classes d’idéaux de k
par sa partie 2-primaire.

Par maximalité H/Q est galoisienne et le corps de classes fournit
un isomorphisme de Gal(k/Q)-modules Cl′k ' Γ (qui à la classe p
d’un idéal premier p associe son Frobenius Frob p dans Γ).

Prenons pour k une extension quadratique de Q. Alors les 2-Sylow
de Gal(H/Q) sont d’ordre 2 et n’importe quel élément σ d’ordre 2
dans Gal(H/Q) est un relèvement du générateur τ de Gal(k/Q). En
particulier Gal(H/Q) = Γ×Gal(k/Q). Soit K = H<σ> le corps laissé
fixe ; alors :

Proposition :
Avec ces notations, pour p premier ∈ N et m la partie impaire du

nombre de classes de k, on a p|i(K) dans les cas suivants :
a) p ramifié dans k/Q et m > 2p− 1.
b) p inerte dans k/Q et m > p2 − p + 1.

Démonstration :
Comme τ opère par inversion sur Clk et Cl′k (en particulier toute

sous-extension de H/k reste galoisienne sur Q), on a

γσγσ = γγ−1 = 1 ∀γ ∈ Γ.
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Par conséquent, il y a m éléments d’ordre 2 et donc m 2-Sylow dans
Gal(H/Q), lesquels sont conjugés par les théorèmes de Sylow ; ce sont
donc les γ<σ>, γ ∈ Γ (où γσ = γσγ−1).
Si p ramifié dans k/Q : pOk = p2 ⇒ p = 1 dans Cl′k ⇒ Frob p = 1
dans Γ ⇒ pOH = B1 . . .Bm =

∏

γ∈Γ γ(B) totalement décomposé.
Le groupe d’inertie sur Q de B = B1 est de la forme TB =< σ >

d’ordre 2. Ses conjugués sont les γTB = Tγ(B) ; ils sont tous distincts :
ce sont les m 2-Sylow de Gal(H/Q). Donc si K = H<σ> est le corps
laissé fixe par σ, on a :

Gal(H/K) = TB ⇒ B2 = ℘1OH pour un ℘1|p dans OK

et pour 2 ≤ i ≤ m,

TBi ∩ TB = {1} ⇒ ∃j 6= i et ℘i|p dans OK , BiBj = ℘iOH

(on numérotera les Bi, 2 ≤ i ≤ m, de sorte que les m−1
2 premiers

s’associent aux m−1
2 derniers).

D’où
pOK = ℘1℘2

2 . . . ℘2
m+1

2
.

Il y a donc m+1
2 idéaux premiers de OK au-dessus de p, dont les

degrés résiduels sont tous égaux à 1.
Il suffit donc que m+1

2 > p c’est à dire m > 2p− 1 pour que p|i(K)
par le corollaire 2 de §1.
Si p inerte dans k/Q : pOk = p ; on a comme précédemment

pOH = B1 . . .Bm =
∏

γ∈Γ

γ(B).

Le groupe de décomposition sur Q de B = B1 est de la forme DB =<
σ > d’ordre 2, distincts des autres DBi qui lui sont conjugués.

K = H<σ> ⇒ Gal(H/K) = DB ⇒ ∃℘1|p dans OK

℘1OK = B
et pour 2 ≤ i ≤ m,

DBi ∩DB = {1} =⇒ ∃ j 6= i et ℘1|p dans OK , BiBj = ℘1OH .

D’où
pOK = ℘1℘2...℘m+1

2

avec f (℘1/p) = 1, f (℘1/p) = 2 ∀ i = 2, ...m+1
2 .
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Comme le nombre de polynômes irréductibles unitaires et de degré
2 sur Fp est p2−p

2 , il suffit donc que m−1
2 > p2−p

2 c’est à dire m >
p2 − p + 1 pour que p|i(K) par le corollaire 2 de §1.

Remarque :
H est la clôture galoisienne de K et k est l’unique extension quadra-

tique de Q, contenue dans H (car 4 † |Gal(H/Q)|). Deux extensions
quadratiques distinctes de Q ne peuvent donc fournir la même exten-
sion K.

Corollaire :
Pour un entier n = p1 . . . pr sans facteur carré, il y a une infinité

de corps de nombres d’indice divisible par n.

Démonstration :
Par un résultat de Yamamoto ([Y], théorèmes 1 et 2), pour des

entiers premiers q1, . . . , qu et q′1, . . . , q
′
v et un entier t, fixés, il existe

une infinité d’extensions quadratiques k/Q dans lesquelles les qi sont
ramifiés, les q′i inertes et telles que t| |Clk|. Ceci s’applique de plusieurs
façons ici : il suffit de décomposer {p1, . . . , pr} = S1∪S2 en deux sous-
ensembles disjoints (l’un d’entre eux pouvant être vide), et de choisir
t impair > sup(2s1 − 1, s2

2 − s2 + 1) où s1 = supS1 et s2 = supS2. Il y
a alors une infinité de k/Q quadratiques dans lesquelles les p de S1 se
ramifient et ceux de S2 restent inertes et telles que t|m = |Cl′k|. D’où
par la proposition, une infinité de K avec p1, . . . , pr divisant i(K),
c’est à dire n|i(K).

Appendice :
La méthode de M. Bauer par le polygone de Newton.
On se donne un entier premier p et un polynôme unitaire

P = Xn + c1Xn−1 + · · ·+ cn−1X + cn ∈ Z[X]

de racines ω = ω1, ω2, . . . , ωn (non nécessairement distinctes) dans une
clôture algébrique de Q. D’où l’extension de corps

K = Q(ω1, . . . , ωn) ⊃ k = Q(ω) ⊃ Q.
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On choisit B|p dans OK et l’on pose p = B ∩ Ok ; on a donc des
décompositions de la forme

pOk = pep . . . et pOK = BeB . . .

Comme K/Q est galoisienne, e = eB ne dépend pas de B mais seule-
ment de p. Soit w = wB la valuation associée à B et v = vp la valuation
p-adique de Z ; on suppose les racines ordonnées par ordre croissant
de valuation dans OK :

w (·) :
ω1, . . . , ωk1
︸ ︷︷ ︸

a1
,
<

ωk+1, . . . , ωk1+k2
︸ ︷︷ ︸

a2
,
<

· · ·

· · ·

Comme les coefficients cj vérifient

cj = ±
∑

i≤i1<···<ij≤n

wi1 . . . wij

on en déduit

1 ≤ j ≤ k1 =⇒ w (cj) ≥ ja1 =⇒ v (cj) ≥ ja1
e

w (ck1) = k1a1 =⇒ v (ck1) = k1a1
e (=⇒ e | k1a1)

de mème

k1 + 1 ≤ j ≤ k1 + k2 =⇒ v (cj) ≥ (k1a1 + (j − k1) a2) /e
v (ck1+k2) = k1a1

e + k2a2
e (=⇒ e | k2a2)

etc...
D’où le polygone de Newton pour P et p (= bord inférieur de

l’enveloppe convexe des points (i, v(ci)), avec c0 = 1) :
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On pose αi = kiai
e (∈ N).

Les pentes du polygone de Newton, αi
ki

= ai
e s’appellent les nombres

de Puiseux (de P et p). Notons que ω = ω1 se décompose sous la forme
ωOK = BaB . . . (où aB = a1) et ωOk = pap . . . et alors

ap
ep

=
aB
e

∀B|p|p.

Applications
* Si les nombres de Puiseux sont α1

1 , . . . , αn
1 , on en déduit que

toutes les racines sont de valuation w distincte, donc que le groupe
de décomposition DB laisse chaque ωi fixe et est donc trivial ; par
conséquent p se décompose totalement dans Ok et OK .

En particulier, si p < n, alors p|i(k) (par le corollaire 2).
** S’il n’y a qu’un nombre de Puiseux α

n avec (α, n) = 1, alors
toutes les racines ωi ont même valuation w(ω) = a et

ap
ep

=
α
n
⇒ n|epα ⇒ n|ep ⇒ n = ep (car ep ≤ [k : Q] ≤ n).
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⇒ P irréductible (c’est le polynôme minimal de ω sur Q) et pOk = pn

est totalement ramifié dans Ok; donc p † i(K).
*** On suppose P irréductible (en lui imposant par exemple la

condition ** avec q à la place de p, pour un q premier 6= p).
Si les nombres de Puiseux pour p (et P ) sont α1

2 , α2
1 , . . . , αn−1

1 avec
α1 impair, alors α1

2 = a1
e ⇒ 2|e

et pOk = p2
1p2 . . . pn−1 est la forme de la décomposition de p dans

Ok.
(Car seules ω1 et ω2 peuvent être racines dans KB d’un même

polynôme irréductible ∈ Qp[X] et elles le sont effectivement car sinon
p serait non ramifié dans K et ceci contredirait 2|e).

En particulier, si p < n− 1, alors p|i(k) (et aussi disc(k/Q)).
Pour d’autres exemples, on pourra consulter [B].
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