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Abstract

If K is a number field, O its ring of integers and o € Ok
such that K = Q(«), the index of « is the index of abelian
groups inda = (Ok : Z]a]) € N and the index i(K) of K is
the ged of these inda. We show a way to construct via Hilbert
class fields of quadratic number fields, for any integer n without
square factor, an infinite family of number fields K with i(K)
divisible by n.
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Introduction

Le paragraphe 1 présente une variante de I'interprétation habituelle
de la notion d’indice, qui permet une démonstration simplifiée d’un
théoreme de Dedekind et d'un de ses corollaires (corollaire 2) (on
pourra consulter [N] ou [H| pour une autre présentation).

Le paragraphe 2 se base sur ce corollaire pour construire des corps
de nombres d’indice divisible par un entier donné sans facteur carré.
On les obtient comme sous-corps (laissés fixes par certains sous-groupes
de Galois) de corps de classes de Hilbert de certaines extensions quadra-
tiques de Q. Et un résultat de Yamamoto [Y] nous assure I’existence
d’une infinité de telles extensions quadratiques.

Le fait qu’il y ait une infinité de corps de nombres d’indice divisible
par un entier donné sans facteur carré était déja connu de M. Bauer
en 1907 ([B]). Sa méthode basée sur les polygones de Newton et le
corollaire déja cité, fournit des polynomes irréductibles définissant de
telles extensions. Il nous a semblé utile d’en rappeler le principe dans
un appendice. (Voir également, pour d’autres résultats sur l'indice,
les références données dans [N] p198)

1. Le théoreme de Dedekind

Soient K un corps de nombre de degré n sur Q, Ok son anneau

d’entiers et a € Ok tel que K = Q («a) (=~ % ou P =1Irr(a,Q) €
Z]X] est le polynéme minimal de o sur Q). On sait que O est un

Z[X]

Z-module libre de rang n et Z[a] ~ Tpy un sous Z-module libre de
méme rang ; d’ou la notion d’indice :
inda = \%\ = (Ok : Z[a]) = I;_y m; ou m,|m,_1|...|my sont les

facteurs invariants (# 1) du sous Z-module Z de Ok.

Définition :
On appelle indice de K/Q Dentier i(K) = pged{indco; « € Ok,
Q(a) =K}
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Remarque :
En choisissant une Z-base (ey,...,e,) de Ok de telle sorte que
(myeq, ..., mye,) soit une Z-base de Z [a] (avec my4q = -+ =m, = 1)

, on voit que les discriminants vérifient 1’égalité :
(inda)?disc(Ok |Z) = disc(Z [a] | Z).

D’ou le fait que les diviseurs de l'indice ¢(K) soient généralement
désignés en allemand, par “auflerwesentliche Diskriminantenteiler” et
en anglais, par “(common) inessential discriminantal divisor” (ils di-
visent tous les disc(Z [o] /Z) sans nécessairement diviser disc(Ok /Z)).

Apres tensorisation par F,, = Z/pZ (p premier € N), I'isomorphisme
% ~ Z [a] et l'injection canonique Z [a] — Of fournissent les mor-
phismes

F,(X]  Zla] 4. Ok
(P)  pZla] POk

de F,-algtbres de méme F,-dimension n (ou P = image de P dans
F,[X]).

Lemme :
a) ptinda < ¢, est un isomorphisme.

b)pti(K) < p%—i est une F,-algebre monogene.

Démonstration :

a) pTinda < % ®F, =0 & ¢, surjectif

& @, isomorphisme (par égalité des F,-dimensions)

b) pti(K) < Ja € Ok, Q(a) = K et ¢, isomorphisme (par a))

& Ok /pOk F,-algebre monogene (engendrée par ovmod pOp).

(Pour le sens <, on remarque que si les n premiéres puissances de «
sont F,-linéairement indépendantes modulo pOk, on a deg(Irr(a, Q)) =

n et donc Q (o) = K).

Corollaire 1 (Théoréme de Dedekind) :

Si ptinda, soit P = [[5_, Q;' la décomposition en irréductibles uni-
taires de I'image P de P = Irr(a, Q) dans F,[X] (et les Q; unitaires,
antécédents de @, dans Z[X]) ; alors
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a) les idéaux de Ok, p; = (p, Q;(«)), sont les idéaux premiers de
Ok au dessus de p ; il y en a donc s.

b) deg Q; = f(pi/p) (le degré résiduel)

c¢) r; = ep;/p (U'indice de ramification) pour tout i € {1,...,s}.

(En particulier, si p {i(K), la décomposition de p dans Ok est
complétement déterminée par la connaissance d’un « tel que ptinda.)

Démonstration :
Par hypothese, 'application
Fy[X]
P)

Qmod (F) — Q (Z)Kmodp(’) K

Ok
O

(indépendante du choix de 'antécedent Q € Z [X], de Q)

est un isomorphisme de F-algebres.

On en déduit une correspondance bijective entre idéaux premiers
de F,[X] contenant P et idéaux premiers de O contenant p ; d’ou a)
puisque les idéaux premiers de F,[X] contenant P sont les (Q,), i =
1,...,s. b) s’en déduit car

o BIXUP) 0Oy
deg Qi = dim=a5) )~ @) ) /pOx

f(pi/p)

ainsi que c), car dans F(%))q’ il y a exactement r; + 1 puissances dis-
tinctes de l'idéal engendré par @, mod(P) (correspondant aux ex-

posants 0,1,...,7;). ]

Corollaire 2 :
Soit pOk = pi'...p< la décomposition dans Ok d’un p premier
€ Net f; = f(pi/p), pour i = 1,... s ; alors

pTi(K) < 3P,..., P, € F,[X], irréductibles, unitaires, distincts,
de degré f1, ..., fs respectivement.
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Démostration :
=) : Ja € Ok, pTinda ; on applique alors le corollaire 1.
<) : Comme extensions (de corps) de méme degré sur F,, on a des
isomorphismes de F,-algebres :
Ok Fp[X ]

~

D (Pz)

Par un petit lemme (démontré ci-dessous), on en déduit des isomor-
phismes de F,-algebres :

Par application du théoreéme chinois, il en résulte des isomorphismes
de Fj-algebres :
F,[X] S FX] 59« Ok
(P Pe) o (B oo POk

En particulier p%—f; est une F-algebre monogene et donc pi(K). {1

Démonstration du lemme utilisé :

F,[A] ~ Ox = Fy [ X] 2% Vr=1,...,¢
P " T T
(on a omis les indices i).

Soit R un relevement unitaire de P, dans Z [X| ; on peut choisir a €
O tel que R(a) € p\p?. Alors P! (amodp”) = R (a) mod p™ # 0.
Par conséquent, ’homomorphisme de F,[X] dans O /p" qui envoie X
sur amod p” est de noyau (P") et induit donc 'isomorphisme cherché,
par égalité des F,-dimensions (égalité qu’on peut vérifier par une
récurrence et un ”dévissage” apres avoir localisé Ok /p” en p, ce qui
ne change rien a ce quotient mais permet de supposer O principal).
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Remarque :
On utilisera ce corollaire sous la forme contraposée équivalente

(avec les notations supplémentaires r(f;) = #{pilp, f(pi/p) = fi} et
g(fi) = #{P € F,[X], unitaires, irréductibles et de degré f;}):

pli(K) < Jdie{l,...,s} r(fi) > g(fi)

2. Corps de nombres d’indice divisible par un en-
tier donné sans facteur carré

Soit k une extension galoisienne finie de Q et H 'extension abélienne
de k partout non ramifiée, de degré impair, maximale (dans une cloture
algébrique de Q). On notera I' = Gal(H/k) d’ordre |I'| = m (impair)
et Clj, = Cl/Cl(2) le quotient du groupe des classes d’idéaux de k
par sa partie 2-primaire.

Par maximalité H/Q est galoisienne et le corps de classes fournit
un isomorphisme de Gal(k/Q)-modules Cl; ~ I' (qui a la classe p
d’un idéal premier p associe son Frobenius Frob p dans I').

Prenons pour k une extension quadratique de Q. Alors les 2-Sylow
de Gal(H/Q) sont d’ordre 2 et n’importe quel élément o d’ordre 2
dans Gal(H/Q) est un relevement du générateur 7 de Gal(k/Q). En
particulier Gal(H/Q) =I'x Gal(k/Q). Soit K = H<?> le corps laissé
fixe ; alors :

Proposition :

Avec ces notations, pour p premier € N et m la partie impaire du
nombre de classes de k, on a p|i(K) dans les cas suivants :

a) p ramifié dans k/Q et m > 2p — 1.

b) p inerte dans k/Q et m > p* — p+ 1.

Démonstration :
Comme 7 opere par inversion sur Clj, et Cl; (en particulier toute
sous-extension de H/k reste galoisienne sur Q), on a

yoyo =yy =1 Vy el
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Par conséquent, il y a m éléments d’ordre 2 et donc m 2-Sylow dans
Gal(H/Q), lesquels sont conjugés par les théoremes de Sylow ; ce sont
donc les "<o>, v € T (ot 70 = yoy™1).

Si p ramifié dans k/Q : pOy, = p?> = p = 1 dans Cl}, = Frob p = 1
dans I' = pOpy = Bi ... By = [1,er 7(B) totalement décomposé.

Le groupe d’inertie sur Q de B = B; est de la forme Ty =< 0 >
d’ordre 2. Ses conjugués sont les 7T = T p) ; ils sont tous distincts :
ce sont les m 2-Sylow de Gal(H/Q). Donc si K = H<?~ est le corps
laissé fixe par o, on a :

Gal(H/K) = Tg = B* = 9,0y pour un g, |p dans Ok

et pour 2 < < m,
T, NTp ={1} = 3j # i et ;|p dans Ok, Bipj = 0:On

(on numérotera les B;, 2 < i < m, de sorte que les mT_l premiers
s’associent aux ™=t derniers).

D’ou

POK = 9165 - - Pnss.

Il y a donc mTH idéaux premiers de Ok au-dessus de p, dont les
degrés résiduels sont tous égaux a 1.

11 suffit donc que mTH > p c’est a dire m > 2p — 1 pour que pl|i(K)
par le corollaire 2 de §1.

Si p inerte dans k/Q : pOy = p ; on a comme précédemment

vyel

Le groupe de décomposition sur Q de B = B; est de la forme Dg =<
o > d’ordre 2, distincts des autres Dpg, qui lui sont conjugués.

K = H<?” = Gal(H/K) = Dg = Jp1|p dans O
010k =B

et pour 2 <1¢ < m,
Dp,NDg = {1} = 3 j #1iet p1|p dans O, Biz; = 01 On.
D’ou
POk = P12 Pma1
avec f(p1/p) =1, f(pr/p) =2 Vi=2,."3"
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Comme le nombre de polynomes irréductibles unitaires et de degré

> _ 2 < o
2 sur F, est 2, il suffit donc que m?l > PP clest a dire m >

p? — p+ 1 pour que p|i(K) par le corollaire 2 de §1. ]

Remarque :

H est la cloture galoisienne de K et k est 'unique extension quadra-
tique de Q, contenue dans H (car 4 1 |Gal(H/Q)|). Deux extensions
quadratiques distinctes de Q ne peuvent donc fournir la méme exten-
sion K.

Corollaire :
Pour un entier n = p;...p, sans facteur carré, il y a une infinité
de corps de nombres d’indice divisible par n.

Démonstration :
Par un résultat de Yamamoto ([Y], théoremes 1 et 2), pour des
entiers premiers qi,...,q, et qi,...,q, et un entier ¢, fixés, il existe

une infinité d’extensions quadratiques k/Q dans lesquelles les ¢; sont
ramifiés, les ¢/ inertes et telles que t| |Cly|. Ceci s’applique de plusieurs
fagons ici : il suffit de décomposer {py,...,p.} = S1USs en deux sous-
ensembles disjoints (I'un d’entre eux pouvant étre vide), et de choisir
t impair > sup(2s; — 1,53 — so + 1) olt s; = supS; et so = supSy. Iy
a alors une infinité de k/Q quadratiques dans lesquelles les p de S se
ramifient et ceux de Sy restent inertes et telles que t|m = |Cl}|. D’ou
par la proposition, une infinité de K avec py,...,p, divisant i(K),
c’est a dire nl|i(K).

Appendice :
La méthode de M. Bauer par le polygone de Newton.
On se donne un entier premier p et un polynome unitaire

P=X"+cX""4+ +c¢1X 4 ¢, € Z[X]

de racines w = wy, wy, . . ., w, (non nécessairement distinctes) dans une
cloture algébrique de Q. D’ou I'extension de corps

K=Q(w,...,un) Dk=Q(w) D Q.
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On choisit Blp dans Ok et 'on pose p = BN O ; on a donc des
décompositions de la forme

pOr=pP... et pOg=DB5B...

Comme K/Q est galoisienne, e = eg ne dépend pas de B mais seule-
ment de p. Soit w = wp la valuation associée a B et v = v, la valuation
p-adique de Z ; on suppose les racines ordonnées par ordre croissant
de valuation dans O :

Wiy e ooy Wy Wh415 -+« + s Wki+ko

Comme les coefficients c¢; vérifient

Cj::i: Z wil...wij

i<iy<<i;<n
on en déduit

<j<h = w(g) > ju = v(y) >
) = kiaq :v(ckl):M (= e |kiaq)

e
de meme

ki +1<j<ki+ky=v(c;)> (kras+ (j — k1) ap) Je
U(Cryhy) = B8+ 1292 (= e | kya)

ete...
D’ou le polygone de Newton pour P et p (= bord inférieur de
'enveloppe convexe des points (i,v(¢;)), avec ¢ = 1) :
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On pose a; = %% (e N).
Les pentes du polygone de Newton, % = % g’appellent les nombres
de Puiseux (de P et p). Notons que w = w; se décompose sous la forme

wOg =B ... (ot ag = ay) et wOy, = pP ... et alors

—=— VBlplp.
ep e
Applications
* Si les nombres de Puiseux sont 4,..., %= on en déduit que

toutes les racines sont de valuation w distincte, donc que le groupe
de décomposition Dy laisse chaque w; fixe et est donc trivial ; par
conséquent p se décompose totalement dans Oy, et O.

En particulier, si p < n, alors p|i(k) (par le corollaire 2).

8l n’y a qu'un nombre de Puiseux ¢ avec (a,n) = 1, alors
toutes les racines w; ont méme valuation w(w) = a et

ap:g:>n|epa:>n|ep:>n=6p (car ep < [k: Q] <n).
n

€p
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= P irréductible (c’est le polynéme minimal de w sur Q) et pOy = p"
est totalement ramifié dans Oy; donc p {i(K).

% On suppose P irréductible (en lui imposant par exemple la
condition ** avec ¢ a la place de p, pour un ¢ premier # p).

Si les nombres de Puiseux pour p (et P) sont G}, $2, ..., = avec
o impair, alors Gt = % = 2[e

et pOr = pips...Dpn_1 est la forme de la décomposition de p dans
Oy

(Car seules w; et wy peuvent étre racines dans Kz d’'un méme
polynome irréductible € Q,[X] et elles le sont effectivement car sinon
p serait non ramifié dans K et ceci contredirait 2|e).

En particulier, si p < n — 1, alors pli(k) (et aussi disc(k/Q)).

Pour d’autres exemples, on pourra consulter [B].
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