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Abstract

Este articulo pretende dar una mayor difusion al uso de la
teoria general de homogenizacion, desarrollada por F. Murat,
L. Tartar y otros autores, en conexion con el diseno éptimo de
materiales compuestos. El poder y la relativa simplicidad de la
teoria son enfatizados mostrando varios resultados conocidos
para los problemas de difusion y de elasticidad lineal.
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1. Introduccion

El término “diseno 6ptimo” es utilizado para agrupar distintas her-
ramientas matematicas que ayudan a estudiar el problema de opti-
mizar el diseno de una componente de una estructura, por medio de
variar, por ejemplo, su geometria como en el disenio de perfiles de
alas de aviones, o la manera de mezclar a escala muy pequena dis-
tintos materiales basicos, como es en el caso de los materiales com-
puestos. El estudio de los materiales compuestos ha suscitado el in-
terés de cientificos e ingenieros de varias especialidades desde hace
mucho tiempo, pero desde mediados de este siglo ha ido concitando
cada vez mas interés, debido, por un lado a las crecientes exigen-
cias en cuanto al comportamiento de los materiales utilizados en las
aplicaciones convencionales, pero también a la necesidad de disenar
materiales ad-hoc para las nuevas aplicaciones hechas posibles con el
avance de la tecnologia, todo lo cual ha contribuido a la consolidacién
de la ciencia de los materiales como una especialidad por si sola. Sin
embargo la complejidad matematica involucrada en el problema de
predecir el comportamiento de los materiales compuestos, debida en
parte al hecho de tener que combinar mediciones de érdenes de mag-
nitud muy distintos, llevé a que muchas veces las férmulas utilizadas
fueran simplemente empiricas o bien hayan sido derivadas sin mayor
rigurosidad matematica. En las ultimas dos o tres décadas, sin em-
bargo, la teoria matemaéatica que se preocupa de estas preguntas, la
teoria de homogenizacién, ha tenido un gran desarrollo, lo que ha
llevado a la aparicién de varias ideas en cuanto a la utilizacién de
convergencias débiles adaptadas al estudio de estos problemas. Entre
ellas podemos mencionar la idea de la G-convergencia (Spagnolo [14]),
la H-convergencia (Murat [11] y Tartar [15]), la I'-convergencia (Dal
Maso [3]) v el uso de las medidas de Young (Ball [2] y Pedregal [13]),
por citar tan solo las referencias mas usuales.

La teoria de homogenizacion proporciona la nociéon de convergen-
cia H, introducida por Francois Murat y Luc Tartar, que en un con-
texto bastante general nos permite tomar el limite de una sucesién
de ecuaciones validas a una escala muy pequena, para obtener infor-
macién a escala macroscépica y asi poder predecir cémo se compor-
tara el material compuesto a la escala de los fendmenos fisicos mas
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usuales. Un material laminado es un compuesto tal que a escala muy
pequena esta constituido por ldminas alternadas de dos materiales ho-
mogéneos, pero que a escala macroscopica se comporta como si fuera
homogéneo. Para materiales laminados, la convergencia H nos permite
obtener formulas explicitas para el tensor de difusion de calor efectivo
u homogenizado y, bajo ciertos supuestos matematicos, también para
el tensor de elasticidad. En la referencia [15] Luc Tartar present
por primera vez los resultados fundamentales de homogenizacion aqui
utilizados, sin embargo es la referencia [17] la que contiene todos los
detalles de los resultados aqui utilizados.

En el caso del calculo del tensor efectivo de elasticidad, los supuestos
matematicos arriba senalados son, en principio, demasiado restric-
tivos, dado que no permiten trabajar con la clase de materiales elasticos
mas general posible. Sin embargo, se pueden construir ejemplos que
muestran que para el sistema de elasticidad lineal, la clase més general
es demasiado grande y, que en el mejor de los casos, uno sélo podria re-
lajar “levemente” los supuestos matematicos antes mencionados, para
mantener consistencia con lo esperado fisicamente.

Con respecto a la notaciéon, denotaremos por N a la dimension
del espacio fisico donde trabajamos, por tanto N tomara los valores
1, 2 6 3. Los exponentes n deben siempre entenderse como indices de
una sucesion y cuando sea necesario extraer una subsucesion, ésta sera
reindexada de manera de denotarla como la sucesién original, pues de
ahi en adelante nuestra atencién se ocupara sélo de la subsucesion
extraida. My sera el espacio de las matrices cuadradas de orden N y
Sym sera el subespacio de las matrices simétricas de orden N. € serd
un abierto acotado de frontera regular en IRY. L>(Q) es el espacio
de las funciones (esencialmente) acotadas en 2, L?(Q) es el espacio
de las funciones definidas en €2 tales que su cuadrado es una funcién
integrable en €2, el cual es un espacio de Hilbert con producto interno

(f, 9) = /Q F(x)g() d.

H'(92) es el espacio de las funciones definidas en € tales que su cuadrado
es una funcién integrable en 2 y también todas sus primeras derivadas
parciales son de cuadrado integrable en Q. H'(£2) es también un es-
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pacio de Hilbert con producto interno

o= [ (0 + 3 220 )

H;(Q2) es el subespacio de H'(2) que contiene solamente a las fun-
ciones que toman el valor cero en el borde de €2, denotado 0f). La
notacién L%(€2, RY) se usard para representar a las funciones vectori-
ales definidas en € y tales que todas sus componentes estan en L?(€2),
andlogamente L*(Q, My), H'(2, RY), etc. H71() es el espacio dual
topoldgico de H} (1), es decir contiene a todas las funciones lineales
continuas de Hj () en IR.

Si H es un espacio de Banach cualquiera, se denotard a su dual
topoldgico como H' y se dice que u,, converge débilmente a uq, en H,
denotado u,, — us si se tiene que

L(u,) — L(us) paratodo L€ H'.
Se dice que L,, converge débil x a L., en H’, si se tiene que
Ln(u) — Lo(u) paratodo wué€ H.

Si en un espacio de Hilbert H se tiene que u, — uq débil en H
y L, — L en H', se tendrd que L, (u,) — Lo (s ). Si se tiene que
{u,} es una sucesién acotada en H, ésta necesariamente tendrd una
subsucesion débilmente convergente en H.

A menos que se diga lo contrario las afirmaciones que se hacen
son validas para cualquier dimensién espacial N = 1, 2 6 3, con las
adaptaciones correspondientes.

2. La Teoria General de Homogenizacion

La idea de la teoria de homogenizacién es poder determinar las ecua-
ciones dife-renciales que describen un cierto fenomeno a escala macros-
copica, partiendo de las ecuaciones diferenciales validas a nivel mi-
croscopico, pero esto significa una escala mucho mayor que la escala
atémica, pues se requiere que sean validas las ecuaciones diferenciales
obtenidas usando la teoria de medios continuos.
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e Definicién de convergencia H :

Sea { A"} una sucesién en sedirdqueA™ converge en sentido H a A¢/
si para todo f € H~1(Q), la sucesién de soluciones {u, } C H}(Q), de
los problemas

—div: (A™(x) : graduy(z) ;) = f(x) € Q }
up(x) =0 =z € 09,

satisface que u, — U débilmente en H} () y también A™(x) :
gradu, — A% (z) : gradus débilmente en L?(Q2, RY), donde us
es solucion del problema siguiente

—div : (A (z) : gradus(z) 1) = f(x) z€ Q }
Uso(x) =0 x € 0N

Si existen § > a > 0 tales que para casi todo = € €
1
(A@@)¢, &) > allél* v (A(2)E, &) > —[lA¢|>  para todo € € RY,

se dird que A € M(a, 3,9).

e Teorema 1:
M(a, 3, £2) es secuencialmente compacto para la convergencia H.

Esquema de la demostracion:
Sea { A"} una sucesién en M(«, 3,2), F un conjunto numerable denso
en HY(Q) y f € FNL*Q). Sea también la sucesién de los u,, tales

que

—div : (A% (z) : gradu,(x) ;) = f(x) 2 € Q }
un(z) =0 x€ 0N0.

entonces
—/ div : ) gradu,(x) u,(z) dx:/gf(a:)un(a:) dx

y luego

/Q(A”(x) : gradu,(z),: gradu,(z)) de = /Qf(x)un(x) dx,
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pero entonces

oz/ﬂ(gradun(x), graduy,(z)) dr < /Qf(x)un(x) dr < || fllcz2||wnl 22
Por tanto, usando la desigualdad de Poincaré, se tendra que
[t < M

y luego existe una subsucesién de {u,} que converge débilmente en

H' a u,(f).

De la definicién de M(a, 3, ) se tiene que
|A™ = gradu,| 2 < B|lgradu, ||z < My

y por tanto también existird una subsucesiéon de {A" : gradu,} que
converge débilmente en L2,

Dado que F' es numerable uno puede seguir extrayendo subsuce-
siones de la sucesién {A"}, de forma tal que u, — us(f) en H' y
A" : gradu, — R(us(f)) en L?(Q, RY), para todo f € F N L*().

Finalmente puede demostrarse que R : H*(Q) — L?(, RY) es
lineal continua y tal que R(us) = A gradus, con Ay, € M(a, 3,Q)
y por tanto la subsucesion converge en sentido H a A.

Para un campo vectorial regular llamaremos curl a su rotacional.

e Div-Curl lema (F. Murat - L. Tartar):

Sean {E"} y {D"} sucesiones que convergen débilmente en
L*(Q, RN) con E" — E> y D™ — D>. Si adem4s existen conjuntos
K, Cc H'Q) y Ky, ¢ HY(Q,RY) compactos para las respectivas
topologias fuertes, tales que para todo n

div D" € K Y curl E" € Ko,
se tendra que existen subsucesiones tales que

lim (D", E") = (D>, E™)

n—oo



Diseno Optz’mo y Homogenizacion 277

en el sentido de las medidas, es decir en el espacio dual de C.(Q), el
espacio de las funciones continuas con soporte compacto en €.

Esquema de la demostracion:
Sea p € C}(Q) y supongamos primero que E" = gradu, con
U, — Us en H'. Entonces

N Ou
E", D"od :/ " Drod
/Q( ) dx 0 2= Oz, Fpd

=- [ Unp div D" dx — [o(D", u, grad y)dz,
pero se puede extraer una subsucesion tal que div D™ — div D™
fuertemente en H~! y como u,p — usp en Hy, se tiene que

/ Upp div D" dx — / Unop div D> dx
Q Q

=-Jo(E>®, D®) pdr— [o(D>®, us gradp)dr.  DadoqueH' se in-
yecta compactamente en L? se tiene para una subsucesién que u, —
Us fuertemente en L? y como D™ — D> en L?, se tiene entonces que

/(D”, U grad @) dx —>/(DO°, Uso grad @) d.
Q Q
Por tanto

[ (", D)pde — [ (B, D*)pda.

Q 0

Luego por densidad se puede extender este argumento a ¢ €
C.(92).

Finalmente, el caso en que E™ no es necesariamente una sucesion
de gradientes puede hacerse discretizando {2 en pequenos pedazos, en
cada uno de los cuales E" puede escribirse como un gradiente mas un
pequeno error.

El Div-Curl lema es un caso particular de la técnica de Com-
pacidad Compensada desarrollada por Tartar, siendo [16] la referencia
clasica al respecto.



278 Sergio Gutiérrez

e Sucesion no oscilante:

Para una sucesién {p,} que converge débilmente en L?(Q) a ¢u,
diremos que es no oscilante con respecto a x si para toda sucesién con-
vergente en L débil %, g, (z1) — goo(1), se tiene que ¢, gn — Yoo oo
débilmente en L%(1).

Si se tiene que A™ converge a A® en el sentido H, entonces
para la sucesién de soluciones {u,} de los problemas asociados, exis-
tird una subsucesién débilmente convergente en H' y tal que también
A" gradu,, converge débilmente en L2(Q), RY entonces, usando el

) Y
Div-Curl lema, se demuestra a continuacion que las siguientes suce-
siones no oscilan con respecto a x;:
" ou,, ou,,
(A" graduy)1, =—, .y =—
81'2 ox N
e Afirmacion 1:

(A" gradu,)1, la primera componente de A" gradu,, no oscila

con respecto a xy.

Demostracion:
Sea gn(T1) = goo(x1) en L débil x. Llamemos

D" = A" gradu, Yy E" = gn(z1)eq,

donde e; es el primer vector canénico en IR". Entonces se tendra para
todo n que
div D" = —f Y curl E" =0

y luego aplicando el Div-Curl lema se tiene
(A" graduy) : gn(z1) = (D", E™) = (D%, E*)

=(A% gradius)i : gool(T1).

e Afirmacion 2:
Oun

5 o oscila con respecto a xq si 1 > 2.
1

Demostracion:
Sea gn (1) = goo(x1) en L débil x. Llamemos

D" = g, (x1)e; y E" = gradu,,
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donde e; es el i-ésimo vector canénico en IRY . Entonces se tendra para
todo n que
div D" =0 Yy curl E" =0

y luego aplicando el Div-Curl lema se tiene que

Ouy, nopmy o (oo oo ~ Oug
Fotgu(y) = (D", B") = (D%, B%) = 52 (),

e Formulas para materiales laminados:
Supongamos ahora que estamos hablando de un material lami-
nado, es decir tal que

A™(x1) = Xn(v1)A + (1 = Xn(21)) B,

donde ¥y, es la funcién caracteristica del subconjunto de {2 donde en la
etapa n se usa el material con tensor Ay x,(x1) — 0 en L débil x y, si
existen a, # € IR tales que paratodon € IN A™ € M(«, [3,1), existird
una subsucesion convergente en el sentido H. Entonces si definimos un
nuevo vector:

(A" grad uy,);
Oun
By

NTL

Oun
oxr N

de las componentes no oscilantes y otro vector con las componentes
que si podrian oscilar con respecto a x;

Jup,

Ox1
(A" grad uy)s

(A" graduy,)
uno puede reescribir la relaciéon F"™ = A"(x1) grad u,, como:

O" = B"(z,) N™,
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pero aqui uno puede tomar limite en la topologia débil de L? y obtener
una relacion

0 = B®(z;) N*,

de donde uno despeja
F>* = A% gradu.

y obtiene asi formulas explicitas para cada una de las componentes de
Aet,

3.- El caso de difusion

A comienzos de los anos sesenta los fisicos Hashin y Shtrik-
man [9] derivaron cotas para la conductividad térmica de un material
isotropico construido a partir de mezclar dos materiales isotrépicos.
A pesar de que la derivacion de estas cotas no es matematicamente
rigurosa, ellas resultan ser 6ptimas, lo cual se demuestra aplicando el
método antes expuesto.

Si aplicamos el esquema anterior al caso de la ecuacion de di-
fusion, en que queremos laminar dos materiales isotrépicos, es decir

A=al Y B =10l

y digamos que a < b, pero sélo disponemos de una cantidad limitada
del mejor conductor, de forma que tan solo podemos llenar con éste
una fraccion 1 — 6 del volumen de €2, una laminacién sera un limite de
tensores de la forma

A1) = (@ xn(21) + 5 (1 = xn(21))) 1,
donde x,, — 6 débil x en L>(2).

Aplicando entonces el procedimiento de las féormulas para ma-
teriales laminados, se tiene que

ou,
8ZE1

FY' = (axn(w1) + b(1 = Xn(21)))
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B = (@xalan) + (1 = xaln)) 52

Pero como las cantidades no oscilantes con respecto a z; son: F7',

para i =2,.., N.

g%,...,g“", las ecuaciones anteriores deben reescribirse como
2 TN
- 1 — + Fl
Oy axn(z1) 4 b(1 = Xn(21)) a b
n du, .
F' = (axn(z1) + b(1 — xn(21))) O para i =2,..,N.

donde si podemos pasar al limite en los productos, debido a que en
ellos aparecen cantidades que no oscilan con repecto a z; multiplicadas
por funciones que s6lo dependen de x; y que convergen en L> débil .
De esta forma obtenemos, en el limite cuando n — oo, las ecuaciones

siguientes
oo 0 1-0\
(9$1 N <CL b )Fl
[T .
F>* = (a +b(1—6)) O para i =2,.., N.

Finalmente a partir de estas ecuaciones volvemos a escribir las
relaciones usuales, desde donde podremos leer las componentes del
tensor efectivo de difusion, pues obtenemos

oo ab Ouge
Lo+ (1—0)a Oxy

F* = (a0 +b(1—10)) Dt parai=2,..,N.
al’i
Por tanto
a_(0) 0 ... 0
Aef _ 0 a+<0) ..... 0 7
0 0 0 a.(0)
donde
1 g 1-—406
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Si uno itera el proceso de laminacién, es decir, continta relam-
inando los materiales obtenidos entre ellos, manteniendo fija la pro-
porcién € que se usa del material a, se puede demostrar, ver Murat
y Tartar [12], que uno genera el siguiente conjunto de tensores de
difusién

N 1 1 N-1
Zi:l Ai—a < a_(0)—a + ay(0)—a
D(a,b,0) = ¢ A =diag(\, ..., \n) :
N 1 1 N-1
iz oy, S 5=a_(0) T 5=as(0)

Las cotas de Hashin-Shtrikman se deducen al considerar los ma-
teriales isotréopicos que estén justo en el borde del conjunto D(a, b, 0).

Los problemas de caracterizar el conjunto de tensores que se
pueden generar a partir de laminar un material isotrépico con uno
anisotrépico, o incluso a partir de dos materiales anisotrépicos, estan
todavia abiertos.

4.- El caso de Elasticidad Lineal

Trabajaremos con el sistema de elasticidad lineal y nuevamente
con condicién de borde de Dirichlet, es decir

—div: (C(z):e(x):) = f(z) x € Q }
u(z) =0 z € 09,

donde u € H(, IRY) es el campo vectorial de desplazamientos y
e € L*(Q, Symy) seré el campo tensorial del gradiente de deformacién
simetrizado que se calcula como

A 2 0xj 3:1:1 '

f e H(Q, RY) es la suma de las fuerzas externas aplicadas sobre el

cuerpo Q. C € L*(Q, RN 4) es el tensor de elasticidad, cuyas compo-
nentes Cj;j; satisfacen las siguientes simetrias:

Cijrt = Cjirt = Cijie = Chuij-
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La componente i, j del esfuerzo interno o stress se calcula como
N
oij =Y Cijucu
k=1

y estas ecuaciones se denominan relaciones de deformacion-esfuerzo.

Muchas veces necesitamos considerar el caso particular de ma-
teriales isotrépicos, y en este caso las componentes del tensor de elas-
ticidad vienen dadas por

Cijr(z) = M) 0350k + p(x) (dirdji + udjn) ,

donde A(x) y p(x) se denominan los parametros de Lamé del material
en la posicién z, z € €1, y d;; es el delta de Kronecker. En este caso
las relaciones de deformacién-esfuerzo pueden escribirse como

05 = A 5ij cire + 2[1,51‘]‘.

Existen dos clases de tensores de elasticidad. Un tensor C se dice
fuertemente eliptico si existe un escalar o > 0 tal que

Cne&me&) > alnlPllEl* para todo n, & € RY,

donde (, ) es el producto interno usual de matrices y n® ¢ = né’. En
el caso isotropico estas condiciones son: p >0y 2u+ A > 0.

Un tensor de elasticidad C se dice muy fuertemente eliptico
si existe un escalar a > 0 tal que

(CM, M) > a||M|? para todo M € Symy.

En el caso isotrépico ésto se reduce a: u >0y 2u+ NA > 0.

Como era de esperar, elipticidad muy fuerte implica elipticidad
fuerte pues, gracias a las simetrias asumidas en el tensor de elastici-
dad, puede reemplazarse en la definicién de elipticidad fuerte n ® &

por su simetrizacién n @, £ = 3(n @+ £ @ ).
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La condicion de elipticidad fuerte es necesaria para que un tensor
de elasticidad pueda ser aceptado fisicamente, puesto que se deduce
a partir de imponer que todas las ondas eldsticas puedan propagarse
con velocidad finita en cualquier direccion dentro del material y que
puedan oscilar en cualquier sentido, ver Gurtin [7].

Bajo el supuesto de elipticidad muy fuerte se tiene que el sistema
de elasticidad lineal tiene solucion unica y por tanto para un lado dere-
cho fijo f se tiene una sucesion acotada de soluciones para la sucesién
de problemas que se deben resolver para calcular el limite C¢/ en sen-
tido H, y de esta forma se tienen subsucesiones {u,} C H}(Q, R")
y {C"e"} C L*(, Symy) que convergen débilmente y por tanto, de
manera muy similar al método empleado en el caso de la ecuacién de
difusion, se puede probar un teorema de compacidad para la conver-
gencia H, y luego C¢f va a ser necesariamente muy fuertemente eliptico,
ver Francfort-Murat [5]. En el caso mds general de elipticidad fuerte
este acotamiento no estd garantizado y, mas adn, en Le Dret [10] se
construye un ejemplo de un cuerpo fuerte, pero no muy fuertemente
eliptico, tal que para una fuerza externa dada, tiene un conjunto no
acotado de soluciones del problema de Dirichlet. Originalmente se re-
queria que 2 + A ~ 0, sin embargo uno puede obtener una condicién
menos exigente para la misma construccién, en Gutiérrez [8] se obtuvo
la condicion

w+ A <0,

la que, como se vera mas adelante, reaparece cuando calculamos expli-
citamente el tensor efectivo obtenido al laminar.

Dado que en el caso muy fuertemente eliptico todo funciona bien
porque

(CM, M) > || M|? para todo M € Symy,

lo cual implica que el funcional de energia elastica

E(u) = /Q(Ca, e)dx
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es convexo, surge la idea de buscar formas de convexificar la energia
elastica de un material que tan solo satisfaga la condicién de elipticidad
fuerte. Una forma de hacerlo es utilizando el concepto de lagrangeanos
nulos, lo que corresponde a los subdeterminantes de la matriz grad u,
ver Ball [1] por ejemplo, lo que en el caso planar (es decir N = 2) nos
lleva a considerar el siguiente funcional

B aul aU/Q au1 au2
T(u) =E(u) + C/Q <a$1 Oz B 0xo 8$1> 4,

donde ¢ es una constante que se elige apropiadamente, pues puede
probarse que si 7 es convexo, el material homogenizado sera nece-
sariamente fuertemente eliptico. En el caso de una mezcla cualquiera
de dos materiales isotrépicos: material a que es fuertemente eliptico,
pero no muy fuertemente eliptico, es decir con

e >0 2ps + A >0, pg+ 2 <0
y material b que es muy fuertemente eliptico, es decir
ty >0 pp + Ay >0,

se tiene que el funcional 7 sera convexo si y so6lo si la siguiente de-
sigualdad se satisface
My > — g — Ag-
Para el caso tridimensional, el resultado similar es un poco mas
complicado pues necesitamos considerar los siguientes lagrangeanos

nulos
T (u) o 8U2 8U3 B 8u2 8’&3
! B 81'2 8953 81’3 81327
B 3u1 8U3 8u1 0u3
JQ(U) N 81‘1 81‘3 81'3 61’1
y
J3 (’U,) . 8u1 81@ @ul 8u2

80&1 (9952 8272 8x1 ’
La condicion obtenida en este caso es

1
Ly > —Z(Q,ua +3X\)
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y, nuevamente, en este caso el material homogenizado sera necesaria-
mente fuertemente eliptico.

En parte debido a esta imposibilidad de poder convexificar la
energia elastica para cualquier par de materiales, surge de manera
natural la idea de calcular explicitamente el tensor homogenizado. Se
debe dejar en claro, sin embargo, que dado que no se tienen las condi-
ciones apropiadas en el tensor de elasticidad que se homogeniza, uno
no necesa-riamente dispone a priori de subsucesiones débilmente con-
vergentes, pues, como muestra el ejemplo de Le Dret, la soluciéon no
necesariamente estd acotada en H' y por tanto al hacer el cdlculo
fuera del contexto de elipticidad muy fuerte, necesitamos suponer la
e-xistencia de una sucesién de deformaciones {u,} que converge debil-
mente en H*(Q, IRY) y tal que también la sucesién correspondiente de
stresses {C"e,} converge débilmente en L%(Q), Symy), este supuesto
se justifica en la aproximacion de deformaciones pequenas en que se
basa la derivacién del sistema de elasticidad lineal, ver Gurtin [7]. De
esta forma se obtuvieron los siguientes resultados:

i) Si los pardmetros de Lamé del material no muy fuertemente eliptico
satisfacen:

2%+ NX <0,

se pueden seleccionar materiales muy fuertemente elipticos, de forma
tal que al tomar el limite en sentido H de la sucesién de tensores de
elasticidad correspondientes a sucesivas laminaciones, el tensor resul-
tante no sera fuertemente eliptico, lo cual contradice el requerimiento
bésico que todo tensor de elasticidad debe satisfacer para ser consid-
erado realista. Si u+ A < 0 basta con una laminacién, en cambio si
i+ A > 0 se necesitan dos laminaciones para conseguir este resultado.

i1) Si los pardmetros de Lamé del material no muy fuertemente eliptico
satisfacen:

20+ NA =0,

entonces para cualquier material isotrépico muy fuertemente eliptico
con el cual se haga una laminacién, el material resultante serd también
muy fuertemente eliptico.
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Los detalles de la obtencién de estos resultados se presentan en
Gutiérrez [8] y a la luz de la afirmacién i) uno debe preguntarse si
la explicacion de este comportamiento contradictorio con la realidad
fisica es simplemente que no existen materiales tales que 2u+ NA < 0
6 bien que la teoria de elasticidad lineal no es lo suficientemente buena
como para poder hacer homogenizacién en el contexto mas general que
ella, en principio, permite.

Quedan, por cierto, una infinidad de preguntas interesantes por
estudiar, como por ejemplo:

i.- Dado que la nocion de convergencia H es local, uno podria es-
perar que existan formas de convexificar la energia elastica en el
caso de trabajar con condiciones de borde de tipo Neumann o
de tipo mixto.

ii.- Un estudio andlogo pero para el caso de tensores de elastici-
dad anisotropicos, para el cual el calculo explicito se torna ex-
tremadamente engorroso.

iii.- Un estudio del comportamiento de las ondas elasticas al tomar
limite en sentido H para los casos en que se genera un tensor no
fuertemente eliptico.

Es interesante comparar los resultados aqui esbozados, con
sus similares pero obtenidos usando otras técnicas. Empleando I'-
convergencia, la cual se basa mas bien en estudiar el problema de min-
imizacion de energia, en lugar de estudiar las ecuaciones dife-renciales
parciales directamente, se estudia en Geymonat-Miiller-Triantafyllidis
[6], entre otras cosas, el caso de la frontera que separa el conjunto de
los tensores muy fuertemente elipticos del resto de los tensores fuerte-
mente elipticos en el caso anisotrépico. Cuando se reducen sus resul-
tados al caso isotrépico, ellos estan en completo acuerdo con los aqui
obtenidos, siendo los nuestros mas precisos en algunas situaciones, de-
bido a que las formulas que ellos obtienen no son explicitas. Por otro
lado en Francfort-Milton [4] se estudia el problema de caracterizar los
conjuntos de tensores que son estables bajo laminacion, es decir que al
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laminar dos materiales cuyos tensores estén en ese conjunto, el tensor
homogenizado siga estando alli. La caracterizacion que ellos obtienen
es sin embargo no explicita, lo cual dificulta su aplicacion. Nuestros
calculos muestran que en el caso de elasticidad lineal, un tal conjunto
no puede contener la clase de los tensores muy fuertemente elipticos y
también un tensor isotréopico tal que 2u + N < 0.
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