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Abstract

We study an eigenvalue problem involving an operator AS
that generalizes the pseudo-Laplacian Ag and the p-Laplacian.
In particular, we will prove the isolation and simplicity of the
first eigenvalue. We will treat with more details the particular
case of Ag on a domaine 2 which is a cube.
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1. Introduction

Nous nous intéressons a 1’étude des valeurs propres A et des fonctions
propres associées u solutions du probleme :

p—2

N9 N ou ou\ * . ou
0, _— __ 7 1
(VP) Apu = i,gll prs (Tg:l at, (x) oz, ams) a (x) 9
=Xm(z) [ulf?u  dans Q

u =0 sur o

ot  est un domaine borné de RV, 1 < p < oo, m est une fonction
poids et les af; € L>(Q) sont des fonctions données. L’opérateur A)
est une généralisation du p-Laplacien A, et du pseudo-Laplacien

N p—2
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Nous montrons I'existence d'une suite de valeurs propres qui tend
vers l'infini, I'isolation et la simplicité de la premiere valeur propre.
Des travaux analogues ont été fait par Anane [1] pour l'opérateur
A, en 1987 contrairement au pseudo-Laplacien qui n’a jamais fait
I'objet d’une telle étude en particulier, et 'opérateur Ag de maniere
générale. Signalons également ’amélioration apportée par Lingdvist
sur le domaine pour I'étude de la simplicité de la premiere valeur
propre de A,,.

2. Préliminaires

2.1. Définition de opérateur .,42

Nous définissons 'opérateur A) sur Wy (Q) par :
p—2
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ou les a}; sont des fonctions L>°(92) telles que :
ak,(v) = aj(z), pour i, k,l=1,...,N

de sorte que pour ¢ = 1,..., N la forme bilinéaire

Zakl r)&&, §,€ €R

7

soit symétrique.

I est clair que Popérateur A) est bien défini sur Wy (Q) & valeurs
dans W17 ().

Nous supposons dans toute la suite que pour tout i =1,..., N

a;(§,€) > |67, pour tout ¢ € RY

ol & est la i°me

Nous noterons pour tout i = 1,..., N, at,(z) := ai; et a;(&,€) :=
I3k

|.|; est une semi-norme sur RY ainsi pour tout u et tout v dans
1
WP (Q)

composante de &.

, Ou Ov
(Adu,v) = Z /|Vu|p 2akla o dx

i,k,l=1

Quand ap = Oiki Ag = Ag, quand aj,; = %51@1 .Ag = A,, et quand
afy = ~aw A = Ay, 6 réfere au symbole de Kronecker.

Remarque 1. Nous pouvons facilement vérifier que

[((A%u.0)) " = ( /i Vul? dx) "

est une norme équivalente & la norme Wy (). Nous noterons cette
norme par ||.||.4, et que (Wy*(Q),]].]|) est convexe uniformément.
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2.2. Propriétés élémentaires de Ag
i) L’opérateur A9 est un homéomorphisme de Wy *(Q) sur W1 (Q).
ii) Ag est strictement monotone dans le sens suivant :
Pour u # v € Wy (Q), (AVu—AJv, u—wv) est strictement positif.

iii) AD est coercif dans le sens suivant :

(Apu, u)

1 = +00
llullay—+oo |4,

La démonstration de ces résultats est une adaptation des métho-
des utilisées pour le traitement des opérateurs variationnels (cf. [5]

iv) Considérons la fonctionnelle suivante : A, : Wy*(Q) — R
définie par

1 N
A(u) = - / Vul? d
() = [ vl da

Alors A9(u) n’est autre que la dérivée au sens de Fréchet de A,.

A0

Ay (u) = Ay(u)
donc Ag dérive d’un potentiel.
3. Existence d’une suite de valeurs propres qui
tend vers ’infini

Dans cette section nous montrons qu’il existe une suite de valeurs
propres qui tend vers l'infini par la méthode de Ljusternik-Schnirelman
et en utilisant le théoreme fondamental de multiplicité.

3.1. Préliminaires

Définissons la fonctionnelle ® de la maniére suivante :
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ou

1
B(u) = f/ m|ul? dx
pJa
Il est clair que A, et B sont de classe C* sur Wy (Q). Leurs dérivées

respectives en un point u € Wol () sont
/ _ 0
Ap(”) - Ap(u)

et
B'(u) = m|ulP~u

et ® est paire et de classe C* sur W, 7(Q).
Nous supposons que

(3.1) mes ({z € Q; m(x) >0})#0

Et nous nous intéressons aux solutions faibles du probleme (V.P.)
défini par :

(A u) € Ry x WyP(Q)
(V.P.) iei—1 Jo |VU|8_2CL21($>%§TZ dx = X fom|ulP~*uv dx

pour tout v appartenant a W, ”()

Definition 1. Nous dirons que A est une valeur propre, s’il existe
une fonction u non nulle de W, #(Q) telle que le couple (X, u) soit une
solution de (V. P.). u sera dite une fonction propre associée a la valeur
propre A.

3.2. Existence d’une suite de valeurs propres qui tend vers
Pinfini

Sous I'hypothese 3.1, nous montrons qu’il existe une suite de valeurs
propres qui tend vers 'infini.

La démonstration est analogue a celle donnée par Anane dans [1].
Nous transformons le probleme aux valeurs propres et fonctions pro-
pres en un probléme aux points critiques et valeurs critiques.

Nous vérifions facilement que si u # 0 est un point critique de ¢ et
c est la valeur critique associée, alors \ = 2%/50 est une valeur propre
et u est une fonction propre associée du probleme (V.P.) et vice-versa.
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Maintenant, montrons I’existence de ces points critiques. Pour cela

posons
(3.2) Ck = Klgfka max O (v)
ol

Ay = {K compact symétrique de Wy *(Q) \ {0}; 6(K) > k} k>1

0 étant le genre de Krasnosel’skii.
Lemme 1. Pour n > 1, ¢, défini par 2 est une valeur critique de
®, de plus nous avons

—o< inf P=c¢<e<...<¢, <0=0(0)=0
W, P(Q)
Preuve.
La suite (Ag)r>1 est décroissante donc

—00<c<c<c<c

® est paire, de classe C'. Pour démontrer ce lemme, nous allons
appliquer le théoreme fondamental de multiplicité. Il suffit donc que
® vérifie les conditions suivantes :

1. ® est minorée.
2. ® vérifie la condition de Palais-Smale.

3. Pour tout k > 1, il existe un compact K symétrique de Wy " (Q)
tel que
J(K)=kFket sup ®(v) <0
k

Verification
1. Nous avons

pB(u) = fomlulPdz < [Iml|s fo |ul? da
crl|mllso fo Xy [Vulf da
Cal|m||o Jo [Vul? d

Caf[m|ocp Ap(u)

IAIAININA

ou ¢; et ¢o sont des constantes.



Sur le Spectre d’un Opérateur Quasilinéaire ... 233

Ceci grace a l'inégalité de Sobolev et le fait que la norme ||.||4, est
équivalente & la norme ||.||1,, sur W, 7(Q).
Nous avons

p® (u) (Ap(u))* — pB(v)

P(Ap(u))* — csllml]oc Ap(u)

Vv

(Ap(w)?) — B(v) > Ay(u) | Ay(u) — ;cgumuoo

or A, est coercive et minorée et il en est de méme pour @, donc

inf ®(u) > —o0
Lp
Wy ()

2. Condition (P. S.) Soit (u,), une suite dans W, (Q) telle que
®(u,) est bornée et ®/(u,) — 0 dans W17 (Q). (u,), est bornée car
® est coercive (voir 1.).

Donc, il existe une sous suite notée aussi (u, ), qui converge faible-
ment vers u dans Wy*(Q). Donc fortement dans LP(Q) et ||uy]| A,
converge vers £ > 0.

Sif=0,ie u, — 0dans W,7(Q), (P.S.) est satisfaite.

Si ¢ >0, il existe ng tel que ||uy||a, # 0 pour n > ng.

/(un) = 2Ap/(1(1)1;1p(1f) , Bi(uy)
_ p ®r(un)+mlun P —un
Alfun) =5 NG
0 _ p ®r(un)+mlup|P"=—uy,
Ap(un) =5 [ulla,

d’ou
1 Or(uy,) + m’un’p_Q — Up

[lull 4,

Un = (Ag)

p ®r(uy,) + mlu, P72 —u

2 Tulla,
réciproque (A))~" étant continue. Donc u, converge fortement vers u
dans W, (9).

3. Soit m un entier tel que n > 1 et soient uq, ..., u, n fonctions
définies sur (2 telles que :

"~ converge fortement dans W=7 (Q). La

supp(u;) Nsupp(u;) =0
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et
/ m|u;|P dx > 0 pour tout i € {1,...,n}
Q

u; peut étre obtenue par approximation dans L?*(2) de la fonction
caractéristique de ’ensemble

Bin{x € Q; m(x) >0}
ou (B;)1<i<n sont des boules de Q) disjointes deux a deux et telles que :
mes (B; N {z € Q; m(x) >0}) #0

Nous normaliserons les fonctions u; de sorte que B(u;) = 1. Soit
F,, le sous espace de W, (Q) engendré par les fonctions ;.
Pour tout v € F,,, v =Y a;u;

B(v) = z ol Blug) = z al?

Ainsi I'application v +— (B(v))'/? est une norme sur F,.
Comme F), est un espace de dimension finie et que toutes les normes
sont équivalentes sur un espace de dimension finie, il existe ¢ tel que

1
cAy(v) < B(v) < —A,(v) pour tout v € F,
c

Soit le compact

IA
w| [
——

2
K ={veF,; %gB@)

Montrons que sup,c; ®(v) <0 :
Soit v € K, nous avons

O(v) = (Ap(v))* = B(v) < 612(3(@))2 — B(v)
Soit f: [[i, C;] — R définie par
fo =5~
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donc 9
et par suite
2
flt) =0<=t=—

62

3] f est décroissante. Comme

rosr(g)=-5

Il s’en suit que pour tout v € K

2
c

donc sur |—
4 )

B(v) < f(t) < —?f <0

D’autre part, comme Fj, est isomorphe a R", nous identifions K a
une couronne K’ de R™ telle que S"! € K’ C R™\ {0} ou S"! est
la sphere unité de R™. Nous avons alors

I(K)=n
d’ou le lemme. O
Lemme 2.
Nous avons lim,,_,., ¢, = 0 ou ¢, est défini par 2.
Preuve.

Nous montrons que pour tout € il existe n. > 1 tel que pour tout
ke A, aveck CE

sup ®(v) > —¢
vek

ou

E = {veW;?(Q); ¢(v) <0}

Nous aurons le résultat car ® est coercive et E est borné dans W, ?(Q)
et en utilisant le fait que I: W, ?(Q) — LP(Q) est compacte, I est
I'injection canonique.

Nous avons pour tout n > 0, il existe un espace F, de LP(2) de
dimension finie et une application I,,: E — [}, continue et telle que

sup [[o — I, (0|, < 7
veE
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Posons

Nous vérifions facilement que pour tout v € F, 1:,]: E — F, est bien
définie (car E est symétrique) impaire continue et satisfait

sup ||v — ]n(U)Hp <n
vek

Etant donné maintenant ¢ > 0 puisque E est relativement compacte
dans LP(92), il résulte de cette derniere inégalité qu’il existe n. > 0 tel
que:
~ £
1B(e) — B, (0)] <
pour tout v € E. Soit 6. > 0 tel que B(v) <
Donc pour tout v € E avec

5 pour |jv — z[|, < 0.

||fn(v)||p < 0

Nous avons

B(v) < ||B(v) = B(L. (v)|, + B(I,.(v)) < ¢
Ce qui implique que pour tout compact symétrique k avec
kC EN {v € WyP(Q); B(v) > 5}

Nous avons )
I, (k) Cc{v e F,;

e

lo=1lp > 0}

puisque fns(k) est symétrique et compact dans LP(£2), il découle de
cette derniere inclusion que

0°(L,. (k)) < dim(F,)

ott §° est le genre dans LP(Q) d’une partie compacte symétrique K/ C
LP(Q). Finalement, puisque 'applications I, est impaire et continue,
il résulte de la définition de & et 6° que

0(k) < 6°(I,.(k)) < dim(F,,)
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ott §° est le genre dans LP(§2) d’une partie compacte symétrique K/ C
LP(Q)). Finalement, puisque 'applications I, est impaire et continue,
il résulte de la définition de & et 6° que

O(k) < 6°(I,. (k) < dim(F,,)
Donc pour tout compact symétrique K C E tel que
§(k) > dim(F,.) +1
Il existe vg € k tel que

inf B(v) < B(v) < ¢

vek
et par suite, puisque ®(v) > —B(v) nous avons

sup ®(v) > inf B(v) > —¢
vek vek
d’ou le résultat.

Théoréme 3.

Le probleme (V. P.) admet une infinité de valeurs propres positives
(An) telle que

lim A\, = +o0

n—oo
Preuve.

Nous avons A, = , d’apres le lemme précédent nous avons

2\/—cp,

le résultat. O
Remarque 2.

1. Si nous remplagons m par —m dans (V.P.) et que —m satisfait

mes ({x € Q; —m(xz) >0}) #0

le probleme (V.P.) admet une suite (A_,), de valeurs propres
négatives, avec lim, .., A_,, = —00.
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2. Soit (\,), la suite de valeurs propres donnée par le théoreme
précédent, c-a-d A\, = 1/2y/—c, ou ¢, est défini par (2).

Nous avons [4].

An = (sup{A,(v); v € k et B(v) =1})

inf
keAy
En particulier

A1 = inf {Ap(v); v e W,?(Q) et Bv) = 1}

ou A; est la premiere valeur propre de (V.P.). Elle correspond
a la valeur critique ¢;. En effet, soit A > 0 une valeur propre et
soit u une fonction propre associée a \ telle que B(u) = 1. Donc
u vérifie en particulier

A,(u) — AB(u) =0

donc A = A,(u), or Ay(u) > 0 car u # 0 donc A > 0 (en
particulier A; > 0) donc A > A; par définition de A;.

4. Simplicité de la premiere valeur propre

Dans cette section, nous montrons que la premiere valeur propre A;
est simple et que toute fonction propre associée a \; garde un signe
constant.

Théoreme 4.

On a :

i) A1 est une valeur propre du probleme (V.P.).

ii) u # 0 est une fonction propre associée a \; si et seulement si :

Ay(u) — M B(u) =0=inf (A,(v) — M B(v)

veW, P ()

iii) Toute fonction propre associée a A; garde un signe constant.
(c-a-d u > 0 ou bien u < 0 dans €2.)



Sur le Spectre d’un Opérateur Quasilinéaire ... 239

Preuve.

L’assertion i) est déja établie (Voir au dessus).

Pour ii), puisque A, est f.s.c. et coercive, B est faiblement continue
dans W, ?(Q), I'infimum dans la définition de A, est atteint par un
élément u # 0. En tenant compte de la p-homogéinité de A, et B et
de la définition de A; nous avons :

A() = MB)=0= inf (A () - \B ()

ve Wy P(9Q)

donc
A (u) = A\ B'(u)

et par suite u est une fonction propre associée a Aj.

iii) Soit u une fonction propre associée a A\;. Nous avons par définition
u™ # 0 ou u~ # 0. Supposons u™ # 0. Posons v = u* dans (V.P.),
nous obtenons

A, (u*) — M B(ut) =0

donc d’apres (3) ut est une fonction propre, d’aprés le principe du
maximum [3] ut > 0 sur Q et par suite u™ = u. O

Théoréme 5.

Supposons que ’hypothese de régularité.

(4.1)  Toute solution du probleme (VP) est de classe C'(€2)

est satisfaite, alors :

A1 est une valeur propre simple de Ag.

c-a-d si u et v sont deux fonctions propres associées a \; alors il
existe un réel « tel que u = av

Preuve.

Soient u et v deux fonctions propres positives associées a A\;. Nous
avons u > et v > 0 (Voir principe du maximum plus haut). De méme
[|[u]|oo < +00 et ||v]]oo < +00 (Voir estimation L> au chapitre 1). Soit
€ > 0, posons

U = U+ E Ve =V + €

(ute)P —(v+e)P
(u+e)rt

77(“’ U) =
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(v+e)P — (u+e)P

77(% U’) = (’U + E)pfl
Lemme 6.
La fonction 7(u,v) est & valeurs dans W, (Q).
Preuve.

Soient (uy), et (vy), deux suites dans Cg° telles que :
u, — u et v, — v pour la norme de Wy ?(Q)

et
Yn 0<u,,v, <M<+

donc
~ (up )P — (v, + )P

€ WP ()

La suite (||7,/1,)n est bornée dans Wy *(Q), donc une sous suite notée
aussi (1, ), converge faiblement vers w dans Wy (Q), donc fortement
dans LP(Q)) et presque partout vers w dans 2. D’autre part (1,),
converge presque partout vers n dans €2, donc w = 7 et par suite
n € Wy ().

Suite de la preuve du théoreme :

Les couples (A1,u) et (A,v) sont solutions du probleme (V.P.),
donc en particulier ils vérifient :

N
/QZ \Vul?2a;(Vu, Vi(u,v)) dz = A /Qm(:p)up_ln(u,v) dx
i=1

et
N
/Q; IVul?%a;(Vo, Vip(v, u)) doe = >‘1/Qm(x)vp_l77(vau) dr
Nous avons o -
) =S == () e
donc
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De méme
p -1
Vn(v,u) {1 +(p—1) (7:5) }VUE — (?) Vu,
Nous avons
Vu., = Vu et Vv, =V

d’ou .
Jo SN IVl %0, (Vu, {1 +(p-1) (u—f) } Vu.+a; {Vu D (”6)p Vvs} dx
= [N |Vur? {1 + (p < )paZ Vu,Vu) — )p a;(Vu,Vv)| dzx
= [N | Vulr? {14— ( )p ) \Vulp *a;(Vu, Vv)} dx
=\ fQ muP~'n(u,v) dz car pour i =1,..., N, a;(Vu, Vu) = |Vul?.

Donc

N
1?*21 1 kp_ EP—Q p_2' :|
/Q;’vu|z [ +(p )(UE) pug) ’VU’l @z(VU,VU) dr
=1 JomuP~n(u, v) dx

De méme, nous avons

N
p—2 . Ug\P Ug p—2
/QEWUL' [1+(P 1)(%) pv) |Vv| a;(Vo, Vu)| dx

€

=M1 Jomo'~ (v, u) dz

Et par suite en faisant la somme de ces deux dernieres équations,
nous obtenons

/Z({H (-D(* ) }IVulp 11+ (p- )(Za)pywuf’) dx
—/QZ) [1+(p—1)(z‘z) IVulP2(Va, vv)+p(v )] dr

=M Jom [(uis)p_ll a (vj}re)p_l
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Posons

L=l () ] - G) e

Nous avons

1 1
Viogu. = —Vu. = —Vu
Uge Ug
MI(x) = SN, four||Viogucl? — |Vioguv|? — p|Viogv[r~

a;(Vlog ue, Vu.—V log UE} dr+SN | [ouP [\V log vV —|V log u. | —

p|Vlog ug\f_Qai(V log v., Vv, — Vlog uE] dx
pour la suite de la démonstration, nous avons besoin du lemme suivant

Lemme 7.
Pour tout &1, & €V et pour presque tout x € €2, nous avons :
Sip>2

C(p)|& — &2

1)

&P > & + pl& P2 ai(Er, (€2 — &) +

etsil<p<?2

C(p)|&2 — 51|z2
2—p
(161l — I&21:)

ou C'(p) > 0 ne dépend pas de &,&,x € Q et N.

&ff > &P + pla [ ai(&n, (G — &) +

Proof. [Preuve du lemme] Pour la démonstration de ce lemme,
voir [5]. O Suite de la démonstration du théoréme
D’apres le lemme précédent, nous avons pour p > 2

p p
(4.2) MI.(m) > C(p / Z 22 1+_U1 |Vlogu. — Vloguv.|? dx

et pour tout 1 <p <2

N (u? 4 vP)|V log ue. — V log vel;
(43) Mlm) > O [y e rEIVIos e = Vios ]

= dx
Qo1 (\Vlog u. — Vlog Us‘i)
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Puisque
1 1
Vlogu. = —Vu et Vlogv. = —Vu

€ Ué

Alors pour p > 2, nous avons

Clp) X 1 1
Ml (m) > M;/f? [(u+ ARCESIT JueVo—v.Vu|dx > 0

(4.4)

et pour 1 < p < 2 nous avons

(ue.ve) (Ul + vP) v Vu — uVo|?
45 ) > C(p / Lde >0
WP ; @Vl + w7 12

Comme les suites (u.) et (v.) convergent uniformément vers u et
v quand € — 0 et par application du lemme de Fatou nous obtenons :
Pour p > 2

A f:/ Lo,
iml, > ———
iy 2r-l — 1= Ja|(u+1)P  (v+1)P

(4.6) |uVv —oVul? >0

et pour 1 < p <2

wo(uf 4+ vP)[uVo — vVul?
(v|Vul; + u|Vo|; + 1)27P

4.7 )\1hmI >C(p Lde >0
(4.7) Z/

Montrons que

limI.(m)=0

e—0

Nous avons

p—1
I.(m) :/7nu1”_1uE d:l:+/ moP~ o, dx—/ m(v.u5> ue dr—
Q Q Q Ve

p_l . A 7 N
Ja m( vs) ve dr Puisqueme L*(Q), grace au théoreme de la
convergence dominée nous obtenons

limI.(m)=0

e—0
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et d’apres (4.6) et (4.7) nous avons

N
> wVu — uVu|; = 0,
i=1
. U < . .
et puisque — € L (d’apres le principe du maximum), nous avons
v

\Y% (u> = 0, donc il existe k > 0 tel que
v

u = kv

d’ou le résultat. O

5. Isolation de la premiere valeur propre

Nous montrerons d’abord que toute fonction propre associée a une
valeur propre positive autre que la premiere valeur propre change de
signe. Ensuite, nous montrerons que \; est isolée.

Théoreme 8. Si v est une fonction propre associée a une valeur
propre A > 0 telle que X\ # \; alors v change de signe, c-a-d v+ Z 0 et
v~ # 0 dans €2, de plus nous avons

(5.1) min { mes ("), mes (27)} > (A||m||C?)"

. Ot = {x € Q; v(z) > O} 0 = {x € v(r) < 0}

et C' est une constante indépendante de v et de A, et ¢ = —N/p si
p<Neto=-2sip>N.

Proof.  [Preuve] Soit u une fonction propre associée a \; telle que

N
[ vur =1
)

Supposons qu’il existe une valeur propre A > 0 telle que A # A\, ayant
une fonction propre v > 0 vérifiant

N
[ 39l =1
@iz
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En particulier nous avons

N
(5.2) /Q; \Vulia;(Vu, Vn(u,v)) de = /\1/Qmup_177(u,v) dx

et
N

(5.3) /QZ |Vvl;a;(Vv, Vn(v,u)) de = Al/glmvp_ln(v,u) dx
i=1

avec

(ute)P —(v+e)?
(u+e)p—t

(v4+e)P —(u+e)?
(v+e)pt

n(u,v) = et n(v,u) =

La somme de (5.2) et de (5.3) nous donne
p—1 p—1
ng/m[)\l(u) —A(”) ](uﬁ’—v?)darzo
Q Ue Ve

lir% J-(m) = (A1 — )\)/ m(u? —vP)dx > 0

w

et

Il s’en suit que :

1 Y 1 X
(L > _7/ x| >
(A —\) (Alfﬂng v Q;th x) >0

donc . .
M—AN[(——=)>0
A=) </\1 /\> -

donc A = A\, ce qui est absurde. Donc v change de signe.

Montrons maintenant ’estimation (5.1). pour cela nous remplagons
dans (V.P.), v par v, puis par v~. L’inégalité de Holder nous donne

o], = A/Qm|v+|Pd;c < Aot [ (@) P
Puis par I'inégalité de Sobolev

1o [l < Vo
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et en utilisant le fait que (%) # 0 car vt # 0, nous obtenons
mes(Q7) > (A||m]|C")

De méme pour v~. Ce qui nous donne l'estimation (5.1). O

Théoreme 9. La valeur propre \; est isolée, c-a-d \; est 'unique
valeur propre du probleme (V.P.) dans un certain intervalle [0, a] ou
a> M\

Proof.  [Preuve] Soit (A, u) une solution du probleme (VP). II est
clair que si A = 0, A n’est pas une valeur propre.
Par définition de A;, nous avons

p p
||v||Ap > )\1/Qm|v| dx
D’autre part, nous avons

loll?, = )\/Qm|v|p di

d’ou
A< A
donc A; est isolée a gauche.

Supposons maintenant qu’il existe une suite (A,)n, (Ay # A1) de
valeurs propres qui converge vers ;.

Soit wu, la fonction propre associée a A, telle que ||uy|l1, = 1
pour tout n. Pour une sous suite encore notée (uy)n, (u,), converge
faiblement dans Q vers une fonction u € W,

Comme:

wy = (A0) " (@) unP%u,)

et puisque (A,m(z)|u,|P~?u,) converge fortement dans LP' () donc
/ _1 /
dans W17 (Q) et (.Ag) WL — Wy est continue.

Donc (uy,), converge fortement dans Wy™* vers u avec u une fonc-
tion propre de norme 1 associée a \{, puisque u garde un signe constant
(Voir §précédent.), supposons u > 0 par exemple.

Soit € > 0 u étant strictement positive, donc il existe un réel

ne > 0 et un ensemble 2. C Q avec mes(Q \ €2.) < 5 et u(x) > 2.
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pour tout = € .. et comme (u,), converge presque partout dans
Q vers u, par le théoréme d’Egorov, nous avons la suite (u,), qui
converge fortement vers u uniformément a 'extérieur d’un ensemble
de mesure arbitrairement petite, donc il existe un entier N, et un
ensemble mesurable Q. C 2 avec

mes(Q\ QL) <

DO ™

tels que |u,(z) —u(z)| < ne
Pour tout x € 2L et n > N, nous avons

Up(x) >1n. >0

pour tout x € Q. N L et n > N,, en particulier pour tout n > N,
Nous avons

mes ({x € uy(z) > O}) > mes(Q:. NQL) > mes(Q) — e
or d’apres 'estimation (5.1)
mes ({x € Q; up(x) > O}) > (||m]]C? sup(An))°?

Si nous prenons € = 3 (¢°||m||o)” nous aboutissons & une contradic-
tion. O
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