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1. Introduction

On se propose de résoudre le probleme suivant :

Trouver : u: QxR —IR telle que:
Ou =  oau+ .Vu—yu+ g(x,t,u) + h(z,t)
(P) dans Q,
u(z,t) = 0 sur 092 xR,
u(z,t+27) =  wu(x,t) dans QxR

ot  est un domaine borné de IR™ de frontiere 99, Q = Q x |0, 2x|,
Ou = uy —Au, h € L*(Q), (o, 3,7) e RxRYxRet g: QxRxIR —
IR est une fonction de Carathéodory.

On s’intéresse aux conditions sur («, [3,7), h et g pour que le
probleme (P) admette une solution.

Dansle cas N =1, a=~v=0, =0 et h =0, le probleme (P) a
été étudié par plusieurs auteurs, citons en particulier [3], [4], [5], [6] ,[7]
et[8]. Le cas g(z,t,s) = g(s) a été etudié dans [9], le cas h quelconque
dans [10],lecas N =1,y =0, 8 = 0 et « est une valeur propre de Ou
a été etudié dans [7] et dans le cas ou § = 0 et « est une valeur propre
de Ou + yuy, le probleme (P) a été étudié par Mustonen et Berkovits
dans [5], ils ont établi I'existence de solutions avec des conditions de
Landesman-Lazer [15] en utilisant un argument d’homotopie.

La situation que nous considérons ici est marquée par la présence
d’un terme de transport 3.Vu, ce qui constitue une extension du cas
étudié par Mustonen et Berkovits dans [5].

L’étude du probleme (P) nous a conduit & introduire la notion du
spectre d’ordre 1 o1 (0) pour le D’Alembertien O, de maniére analogue
a ce qui a été fait par Anane, Chakrone et Gossez dans [1], [2] et [13]
pour le laplacien A.

L’introduction du spectre d’ordre un de 'opérateur Ou permet de
traiter le probleme (P) présentant des dérivées partielles premieéres au
niveau du second membre.

Apres avoir déterminé le spectre o1(0) dans la section 2, nous
considérons dans une premiere étape le cas ou g = 0 et nous établissons
(dans la section 3) un résultat de type Alternative de Fredholm
"d’ordre 1”7 en utilisant les propriétés élémentaires de ’opérateur linéaire
Ou — au — B8.Vu + yu;. Enfin dans la section 4, nous nous plagons
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dans une situation de résonance qui correspond au cas ou («, 3,7) €
o1(0). Nous montrons, en utilisant des techniques analogues a celles
développées dans [5], quune condition du type Landesman-Lazer
"d’ordre 1”7 est suffisante pour 'existence de solutions.

2. Le spectre d’ordre 0 du d’Alembertien : O

Soit € est un domaine borné de IRY de frontiere 9Q et Q = Qx]0, 27].
Une fonction v : IR — R est dite (0, 27)- périodique si u(t + 27) =
Ou(t). Pour 6 € IR, nous définissons 'espace de Hilbert (Vjp, ||.|/s), par

Vo = {u:€ L*(Q); wuysu,, € L*(Q), u (0,27) — périodique et
u(z,t) =0 sur 902 x R}.

ot [[ullf, = [[ull2 )+ 12411720y + I Vull 2. Pour 6 # 0, on considere
le probleme aux valeurs propres Py ¢ suivant

Trouver (u,A) € (Vo \ {0}) x IR tel que :
(Poo) Ou = Au.

Définissons o,9(0) = {\ € IR/3u avec (u, A) solution de Pyp}. On
note par og(—A) = {\;, i € IN'} le spectre de —A dans Hj(Q)
(nomé spectre d’ordre 0), et par {1;, ¢ € IN*} une base Hilbertienne
de L*(Q) formée par des fonctions propres associées.

Proposition 1.

{Ai,k,éa )\l‘,g; 1€eIN* etk e Z} si 0<f< 1,

. X . —1<60<0
005(00) = {Nike; €N ethkelZ} Si ou bien 0 =1,
{Nig; i€eN"etkeZ} si 6>1,
0 si 0<—1

\ l 0
ol Niko = N — (Z0 4 k)2 et Nig = A + (%l)2 avec ¢irp =
in|6|

la cos((%;:se + k)t)) + bsin(2L=0 4 k)t)]o;. (resp. ¢ig = ae 2 ;).
sont les fonctions propres associées a \; o (resp.-Mip).
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Démonstration de la proposition 1. Le probleme Py, peut
étre résolu par décomposition sur la base Hilbertienne (¢;); de L*().

+oo
Soit u € Vp, écrivons u(x,t) = > w;(t);(x). Si Ou = Au, alors
i=1

ST () O = At () = 0, dome (1) + (A — V(1) = 0 pour

tout ¢ € IN*. En écrivant les conditions initiales, nous avons

{0%(0) = u;(27),

/

Ou;(0) = wy(2n).

(3

Casl: A\ = \;. Nous avons u;(t) = ¢;t + d; ou

GdZ = 27TCi+di,
Oc; = ¢

On vérifie facilement que si 6 # 1, alors w;(t) = 0 et si § = 1, alors
u;(t) = d; avec d; € R quelconque.
Cas2: \; — A < 0. Nous avons u;(t) = ¢; cosh(w;t) + d; sinh(w;t) ou

w = A=\,
O(c; +d;) = (c;+d;)e*™i,
O(c; —d;) = (c; —dy)e _QWZ.

On vérifie facilement que si # < 0 ou § = 1, alors 1 — #e*™i £ 0 et
1 —0e=?™i £ () donc ¢; = d; = 0, par suite u;(t) = 0. Et si 0 < 6 avec
0 # 1, alors w; = :I:lg—f', donc u;(t) = et et A = A; + ()2,

Cas3: \; — A > 0. Nous avons u;(t) = ¢; cos(w;t) + d; sin(w;t), ou

w = N— A
0(c +d?) = (¢ +d2)cos(27rwl)

arccos 6
On vérifie facilement que si 0 < |#] < 1, alors w; = =+

2m
k, ke€Z, donc: u(t) = c;cos(¥2 4 k)t + d; sin(2ES8 + k)t et
A=\ — (220 4 k)2 Et si |0] > 1 alors u;(t) = 0. Ce qui prouve la
proposition. [ |

Corollaire 1. Le spectre d’ordre 0 de O avec des conditions de
périodicité est : 0o(0) = 0go1(0) = {\; — k*/\; € oo(—A), k € Z}.
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3. Le spectre d’ordre 1 du d’Alembertien O

On considere le probleme aux valeurs propres d’ordre 1 suivant :

P)) { Trouver (u, (o, 3,7)) € (Vi — {0}) x R x RY x IR tel que :

Ou = au + B.Vu — yuy.
Le spectre d’ordre 1 du d’Alembertien (O) est défini par

o1(0) = {(a, 8,7); Fu e V1 \{0} avec (u, (a, 3,7)) solution de (Py)}

Proposition 2 (u, (o, B,7)) est solution de (Py) si et seulement si
(su,o0 — 5 + 2 ) est solution de (Poyg), ot s(z,t) = 373t ot § = ™

Démonstration de la proposition 2. Supposons que (u, («, 3,7))
est une solution de (P;). Posons v = su, il est clair que v € Vj \ {0}
et on a succesivement :
Vv = su + sVu;
Av—dev—sﬁ Vu+us —1—55 Vu+sAu = sf5. Vu—f—us +3Au
on fsu + Suy;
Uy = %su + 35U + Jsup + suy = 7ésu + ysuy + suy; donc

Ov vy — Av = Tsu + ysuy + suy — sBVu — usBl — sAy
(2 = 2)0 1 5(0u — AVu + )
a— % + 7zz)v.

—~

Il en résulte que (su,a — %2 + %) est solution du probleme (Pgyg),
ce qui établit la moitié de la proposition. L’implication réciproque se
démontre par un calcul identique. |

Corollaire 2. ¢,(0) = {(alk,ﬁ, 7) € Rx RN xR™, k, ic€
ZXN*}U{(aHﬁV)GIRXR XIR,*,ZEZX]I\I}OHCXZk—%
Lop N — (e gy et = 24 ),
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4. L’alternative de Fredholm

Dans toute la suite nous supposerons que l'ensemble E := {\; —
k*,  j € IN*, k € Z} est fermé dans IR et que tout point de cet
ensemble est isolé (par exemple si N =1 et Q =|0, x| avec r € Q).

Etant donnés (o, 3,7) e Rx RN xR et h € L*(Q). On considere
le probleme suivant :

trouver u € Vj tel que
Parp1q Ou=oau+ B.Vu—~yu + h.

Proposition 3. 1) Si (o, 3,7) € 01(0), alors Pag; admet une solu-
tion si et seulement si [ h¢ = 0 pour toute fonction propre ¢ associée
a (Oé, _ﬂ7 _7)

2) Si (o,B,7) ¢ o01(0), alors Pap, admet une solution pour tout
h e L*Q).

Lemme 1. (théoréme.ii.18 [11] page 29).

Soient E et F' deux espaces de Banach et A : D(A) C E — F un
opérateur linéaire fermé a domaine dense, alors [Ker(A*)]* = Im(A)
ou A* est 'adjoint de A.

Remarques 1.
a) Pour (o, 3,7) € R x RY x IR, on défini I'opérateur

Logr: D(Lags) C LA Q) — L*(Q) : Las~(v) = Du—au—BVut+yy,

ot D(L, ) dénote le domaine de l'opérateur L, g, que nous préciserons
par la suite. On vérifie facilement que les points 1) et 2) de la propo-
sition 3 signifient que [Ker(La g )" = Im(Lag.)-

b) Soit u € D(Lqag), un calcul simple donne

—4e—3 Za+l ﬁQ 72 B at2
Lo u) = #3053 — (o — T 4 Dy (ed st
Ecrivons u(z,t) = X wipi(x) fi(t) out (fi)r est la base Hilber-
1<i,k<+o0

tienne de L?(]0,2nx[) vérifiant —(fy) = k*fx dans ]0,27[ et w;) =
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(u, ;i fr) avec (.,.) désigne le produit scalaire de L*(Q). On vérifie
que

Bop—2t 2 52 72 B+t
La,ﬁ,'yu = eiixii [Z()\z — k" —« + Z - Z)(ue§x+§ 7¢sz)¢sz]
ik

Donc le domaine et I'image de L, g~ sont définis respectivement par :

D(Log~) ={u € L*Q) ; aLa‘aN
Sk —at F T2 (e 1 fr)? < oo},
Y G PO 7 2 B2 y? B+t
Im(Lags) = {e2 "2 [ (N — K —a+ 5 — ) (ue2™"27 4, fi )i fil,
u € D(Lagy)}-

Par conséquent D(L, g~) est dense dans L?(Q) et Im(Lq 5.~) est fermé
dans L*(Q).
) Lq g, est fermé (c’est-a-dire son graphe est fermé). (La démonstration
découle de la proposition ii. 16 de [11] page 28).

Démonstration de la proposition 3. D’apres le lemme 1 et les
remarques 1 (b)et ¢)), on a

[Ker(Ly )" = Im(La,s,)-

D’autre part, en utilisant la formule de Green, on a pour tout u,v €
D(La,ﬁﬁ)

(Lapn(u),v) = fQ(DU)U —afouv — fQ(ﬁ'VU)U + 79 Jowv
= Jou.Ov—aouv+ [oBuVv—7 Jquv,
= (uv La,—ﬁrw(v))v

d’ou L7, 5., = La,—p—, ce qui prouve la proposition 3. |

5. Un probleme non linéaire a la résonance

Dans cette section nous étudions 'existence de solutions périodiques
du probleme

Ou = au+ B.Vu—~yu+ g(x,t,u) + h(x,t) dans Q,

(P) u(z,t) = 0sur 002 x IR,
u(x,t+2r) = wu(z,t) dans @ x R
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dans le cas de résonance ou («, [3,7) est une valeur propre d’ordre 1
du d’Alembertien ((, 8,7) € ¢1(0)). Avec h € L*(Q) et g : Q x IR x
IR — IR est une fonction de Carathéodory 27-périodique en t. Par un
mme calcul que dans la démonstration de la proposition 2, on vérifie
facilement que u est une solution du probleme (P) si et seulement si

8 . .
v = e2"u est une solution du probleme

_ v = (o — 3/4)v — v + §(x,,v) + h(z,t) dans Q,
(P) v(z,t) = 0sur 02 x R,
v(xz,t+2m) = wv(z,t) dans Q@ x R

ou g(z,t,s) = eg"”g(x,t, e’%xs) et h = e5h. Posons \ = a — (%/4,
pour tout u € D(L, ), on note par Tu = Ou +yuy,, Th =T — A et
Py : L*(Q) — KerT) la projection orthogonale.

Lemme 2. 1) T est un opérateur linéaire fermé a domaine dense et
a image fermé.

2) T est normal (c’est-a-dire il commute avec son adjoint.).

3) Im(T) = [Ker(T)]*.

4) Si Ty est la restriction de T sur Im(T) N D(T), alors Ty " :
Im(Ty) — Im(T) N D(T) est continu compact.

5) Il existe c¢(a, 5) €]0,400] tel que pour tout u € D(T')

(Thu,u) < I Tovu®

1
c(e, 9)

ou

2 2.2
cla, B) = min I\ —k*—a+—|+ 'k

2
{(j,k)EN* < Z; )\j—k2>a—%} 4 |>‘j —k*—a+ %|

et c(a, B) = 400 si\j—k* < a— %2 avec c(a, [3) est la valeur optimale
vérifiant cette inégalité.

Démonstration du lemme 2. 1) D’apres les remarques 1.
2) Il est clair que T'= T, commute avec 1 =T ).
3) D’apres la proposition 1, on a Im(T) = [Ker(T*)]*, et puisque

T est normal, on a KerT* = KerT, d’ou 'assertion 3.
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4) Ty est bijective de Im(T) N D(T) — Im(Ty) car Im(T) N
Ker(T) = {0}. Pour la compacité il suffit de composer avec I'injection
compacte H'(Q) — L*(Q).

5) Soit LZ(Q) = {u+iv, wu,v € L*(Q)} le complexifié de L*(Q).
Les lois de L%,(Q) sont données par : = + 2’ := (u+u') +i(v + ') et
Az := (au—bv)+i(av+bu) pour tout z = u+iv, 2’ = v’ +iv' € LE(Q)
et A =a+ib € IC. Le produit scalaire de L% (Q) est défini par :

(r,2")ic = (u,u') + (v,0") +i({(u,v) — (u,v')).

D’autre part, nous définissons I'opérateur linéaire complexe Tic : D(Tic) C
LE(Q) — L3(Q) par D(Tie) = {u+iv € L3(Q), u,v € D(T)} et
Tic(u+iv) = Tu+iTv pour tout u+iv € D(Ti). 1l est clair, d’apres
les assertions précédentes, que Im(Tic) = [Ker(Tic)]*t, Tic est normal
et que l'inverse de T)p(r)nim(1e) st compact. Par conséquent Tic
admet un spectre dans IC : o(Tic) = {p;}jer, ou I C Z. De plus
il existe une base orthonormal {¢;; j € I, k = 1,2,...,m(y;)} de
LE(Q) tel que Tichjr = pidjr, k = 1,2,...,m(u;), j € I avec m(u;)
est la multiplicité de p;, p; # 0 (Notons que m(pu;) < +oo si pj # 0
et dim Ker Tic peut tre infini). D’apres [14] (théoreme 4, p37) pour
tout w € D(Tjc), nous avons

m(fLy)
Tew=>_ > ui{w, djx)cdik (1)

jeI k=1

Remarquons que Tic(D(T)) C L*(Q) et

(Tu,u) = (Ticu, u)c = Zk: Repi(w, dje)c|’, (2)
(Thu,u) = ;(Reuj — M(w, dje)c/’ (3)

pour tout u € D(T'). D’apres (1) et (2), on déduit facilement que

2|2
c(a,B) = inf Jiti = A

il Rep, —a 2Veo clanf) = Foo si Repy <A Vi€ L.

(4)
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Et puisque 'ensemble E := {)\; — k?, j € IN*, k € Z} est fermé
dans IR et que tout point de cet ensemble est isolé, on a
g = AP = AP

= avec
Repj>) Repiy — A Rewj>\ Repy — A

Affirmation. o(Tc) = {\; — k* +ivk; (j,k) € IN* x Z} avec (i =
—1).

Preuve de l’affirmation. Comme Ti¢ est un opérateur normal
complexe, alors E,, = Ker(Tic — pl) = Ker(T, — i) pour tout
p € IC. Soit p € o(Tic) et u+iv € E, \ {0}, on a

Tic(u +iv) = Tu +iTv = p(u + v),
TE(u +iv) = T u +iT*v = fi(u + v).

Dans notre situation, on a Ou = (Rep)u, Ov = (Reu)v, yu; =
—(Imp)v et vy, = (Imp)u, puisque u + iv # 0 (on suppose par
exemple u # 0), il vient que Ou = (Rep)u et —v*uy = (Imp)?u, d’on
I
Rep € a¢(0) et (ﬂ)2 € {k* ke Z}, d’ou laffirmation 1, ce qui
Y
prouve le lemme 2. ]

Nous supposons qu'’il existe 8 > 0, a € L*(Q) tel que p.p.x € Q,
Y(t,s) €]0,2n[xIR, on a

e7%|g(x,t, e 7s)| < s + a(x, 1), (5)

g(z,t, e’%xs) est croissante en s p.p.x € Q Vt € IR. (6)

Désignons par N : L?(Q) — L*(Q) : N(u) = g(z,t,u) I'opérateur de
Nemytski associé a g.

Lemme 3. . Si g vérifie (5) et (6), alors pour tout § > 6 il existe
cs(.,.) tel que

(N(u) = N(w),u —v) > ;IIN(U)IIQ—%(M,U) (7)

pour tout u,v,w € L*(Q).
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Démonstration du lemme 3. Cette démonstration est inspirée
du travail de Brézis et Nirenberg dans [12].
Soit § > 0, il existe € = €(0) tel que % —-5> %. pour tout u, v, w €
L*(Q), on a

(N(u)—N(w),u—v) = (N(u)—N(w),u—w)+(N(u), w—v)—(N(w), w—v).

D’apres (5) et (6), on a
(N(u) = N(w),u—w) = Jolg(z,t,u) = g(z,t, w)|ju — w|
> fo g, t,u) = g, t,w)| {Heta=eet) — )}
> GIN@W)|? = c(w)N (u) — c(w)

ou ¢(w) est une constante positive;
(N(u),w —wv) = —cr(w, v)[[N(u)[| et (N(w),w —v) = ca(w,v)

ou c; et ¢y sont des constantes positives.
En faisant la somme et en tenant compte que ab < $a? + 5-b* pour
tout a,b € IR, il vient

(N(u) = N(w),u—v) > HIN@)|? = cs(w, v)N(u) — es(w,v)
> GIN@? = 5(N(u)® = 2 (cs(w, v))? = ca(w, v)
= (5= )IN@IP* = cs(w,v)
> SIN@IP? = es(w, ).
Ce qui prouve le lemme. |

Lemme 4. . [6]. On suppose (5), (6), A € o(T) et A > 0. Soit
f € L*Q), s’il existe R > 0 tel que

T(u)—Au—tN(u)—(1—-t)Piu#tf Yue D(T),|lul| =R, 0<t <1,

alors d’équation T'(u) — Au — N(u) = f admet une solution u € D(T)
avec |lu|| < R.

Démonstration du lemme 4. D’apres (5) et (6) N est continue

et A\l + N est un opérateur monotone, par suite le résultat découle en
utilisant ’homotopie étudiée dans [4] voir aussi [3]. m

Théoréme 1. Nous supposons que g vérifie (5) et (6), nous avons
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2
1) Si A >0 (c’est-a-dire o — 64 >0)et0<0<c(a,), alors

ImT\ —convR(N) =R(Th— N)

ou R(N) = N(L*Q)) et convR(N) désigne I'envelope convexe de
R(N).
2) Si de plus il existe n > 0 et b € L*(Q) tels que

eg‘m|g(x,t,e_g‘ws)| >n|s| —b(x,t)  ppreQ, t,seR, (8)

alors R(N) = L*(Q) et R(T\ — N) = L*(Q) c’est-a-dire le probléme
(P) admet une solution.

Démonstration du théoréme 1. 1) Il suffit de montrer que
ImT\ — convR(N) C R(Ty— N). Soit f € ImT\ — conv R(N),
éerivons f = Thug —h ot h = > a;N(u), oy > 0, > a; = 1 et

i=1 i=1
ug € D(T). Si f € R(T\ — N), alors I'assertion est démontrée, sinon

I'équation Thu — N(u) = f n’admet pas de solution, ce qui revient a
dire que I’équation

Thw — N(ug+w)+h=0 avec w=u—um 9)

n’admet pas de solution. D’apres le lemme 4 il existe (w,) et (¢,) tels
que ||wy,|| — 400, 0 < t, <1let

T,\wn— (1 —tn)P,\wn—tn(N(uo+wn) —h) =0 Vn € IN. (10)
Comme T w, et Py w, sont orthogonales, on a
[T wall < ta(IN (uo + wn) || + [[R]) (11)

En multipliant (10) par w,, et en utilisant le lemme 3 avec 0 < § <
c(a, B), il vient que

<T/\ wnawn> = (1 - tn)||P>\wn||2 + tn(<N(u0 + w”)7w"> - <h’ w”>)
= (1 - tn)||P>\wn||2 +tn ;O‘Z<N<u0 + wn) - N<u’)’wn>

> (1= )| Bxwnll? + 51N G0 + w2 = (1)),



Spectre d’ordre un Pour un Probléme Hyperbolique 121

D’apres le lemme 2 assertion 5) et (11), nous avons

1 1
t2(||N n hl))? > ——T) wyl|?
T N o+ )+ D > T
Z <T>\ wn;wn>
ty
2 XHN(UO + w12 = e(f)
+(1 = t)[| P .
1 1
Comme 5 e > 0, on déduit que la suite (¢,|| N (ug+wy,)||), est

bornée, donc ((1 — t,)||Pxw,||?), est bornée, et par (11), on a aussi
(T wy), est bornée, par suite (Qx(wy)), := (w, — Pxw,), est bornée.
par conséquent ||Pyw,|| — +oo, donc t,, — 1 et (1 —t,)||Pyw,|| — 0.
Par passage a la limite dans (10), on obtient Thw,,— N (up+w,)+h — 0,
ce qui prouve que f € R(T\ — N).

2) D’apres (8), on a R(N) = L*Q). Soit donc f € L*(Q) =
Im Ty —convR(N), supposons que f & R(Ty— N). Nous procéderons
de faon analogue que 'assertion 1, nous montrons facilement que la
suite (N (up + wy)), est bornée. D’apres (8) on déduit que (w,) est
bornée, ce qui est absurde, d’ou 'assertion 2. |

Afin d’étudier le probleme (P) a la résonance, nous reprenons les
notations données dans [12] : Le support de R(N) est défini par

Izvy(w) = sup (N(u),v) wveE L*(Q)
ue€L?(Q)

et la fonction de recession de N est défini par

Jy(v) = liminf (N(tu),v) v e L*(Q).

t—-+o00, u—v

Notons aussi par

gl = g+ [ ge vel¥Q)
v>

v<0

ou

gt (z,t) = liminf g(z,t,s), ¢ (z,t)=limsup g(x,t,s).

§—+00 §——00

D’apres [12] on a la proposition suivante
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Proposition 4. Soit h € L?(Q). Si on suppose (5) et (6), alors

1) [g,v] = Jn(v) = Ii ) (v) pout tout v € L*(Q).

2) si A > 0, alors h appartienne a I'interieur de ImT) — conv R(N)
si et seulement si [g,v] > (—h,v) pour tout v € KerT) \ {0}.

3)siA =0, alorsh € ImT, — conv R(N) si et seulement si [§, v] >
(—h,v) pour tout v € KerT.

Maintenant nous sommes en mesure d’énoncer des résultats
d’existence pour le probleme (P) avec des conditions de résonance de
Landesman-Lazer d’ordre 1.

Théoréme 2. Soit h € L*(Q). Si on suppose (5) et (6) avec 0 < 0 <
c(a, B), alors.
1) SiA >0 et [g,v] > (—h,v) pour tout v € Ker Ty \ {0}, alors le

probléme (P) admet une solution u € D(T).
2

2) Si A =0 (c’est-a-dire o — 54 =0) et [§,v] > (—h,v) pour tout

v € KerT, alors le probleme (P) admet une solution dans le sens que

he€R(T — N).

Démonstration du théoréme 2. 1) D’apres la proposition 4,
h € ImT\ — conv R(N) et d’apres le théoreme 1, h € R(T\ — N).
Donc si h € R(T — N), alors I'assertion 1 est démontrée, sinon il
existe une suite (u,) de D(T) tel que

T\u, — N(u,) — f. (12)
En utilisant la mme démonstration que le théoreme 1, nous montrons

facilement que les suites (Th u,), (N(u,)) et (u, — Py u,) sont bornées
Unp

et que ||Pyu,|| — +oo. Posons v, = pour une sous suite,

)
'  Juall
nous avons les convergences faibles suivantes v,, — v et Thu,, — x €

ImTy. Il vient que P\v, — Pyv € KerT) faiblement et v, — P\ v, —
0 fortement. Comme Ker T\ est de dimension finie P\v, — P\v
fortement, donc v, — v = Pyv . D’autre part

<T>\ Un7U> - <X7U> = 07
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et par (12), on a (N(u,),v) — (—=h,v). D’apres la proposition 4, il
vient que

(=h,v) = lim (N(|lun[[vn),v) = In(v) = [g, 7]

n—-4o00

ce qui est absurde, d’ou 'assertion 1.

L’assertion 2) se démontre facilement en utilisant le théoreme 1 et

la proposition 4.
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