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Abstract

Résumé: On donne une formule qui raccorde la trace de la torsion,
le tenseur de Ricci et [’application exponentielle d’une connexion pour
laquelle une forme volume est a dérivée covariante nulle. Ce résultat
élémentaire répond a une question souvent posée.
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Soit M une variété différentiable munie d’une connexion linéaire et donc
d’un opérateur de dérivation covariante qui, & tout champ de vecteurs X,
fait correspondre une 1-forme VX & valeurs dans le fibré tangent. Au
moyen d’une carte locale cette connexion est déterminée par ses symboles
de Christoffel de premiere espece Fikj tels que, en faisant la convention
d’Einstein, les composantes de VX soient données par la formule: V;X* =
9; Xk + Fiijj. Dans tout ce qui suivra nous ferons d’ailleurs souvent la
convention d’Einstein sans méme le préciser expréssément.

La quantité: T(X,Y) = VxY — Vy X — [X,Y] est "tensorielle” et T'
est la 2-forme de torsion a valeurs dans le fibré tangent. Dans un systeme
de coordonnées locales on écrit classiquement ses composantes: Tikj =
Fikj — iji. Modifiant un peu le vocabulaire de [1], on appellera 1-forme
de torsion la 1-forme T & valeurs dans le fibré vectoriel End (T'M) qui, &
un champ de vecteurs X, associe le champ d’endomorphismes T(X) qui &
un champ Y fait correspondre T(X)(Y') def T'(X,Y). Et, par contre nous

appellerons trace de la 1-forme de torsion la forme 6 définie par: 6 (X)=
tr ((T)(X)) C’est une 1-forme de composantes covariantes: (6); = Tj¥y.

Cette trace apparait implicitement dans les travaux de Mrs Cherrier et
Hanani; le résultat le plus marquant & son sujet est évidemment, dans le
cas de la connexion de Chern, l'existence ([1]) de métriques standards dans
chaque classe conforme. cf aussi [2]! et [4] pour des développements & son
sujet.

Enfin la courbure: R(X,Y)Z def VxVyZ — VyVxZ — V|xy|Z, est

ici comprise comme une 2-forme a valeurs dans End (T'M), et R'; .0,
sont les composantes du tenseur 1-fois covariant et 1-fois contravariant

R (i, £> Si X et Y sont deux champs de vecteurs, ils définissent
Oxko’ dglo
une section dans End (T'M) a savoir: Z +— R(Z,Y)X. La trace de cet
endomorphisme est une quantité r(X,Y") qui dépend bilinéairement de ses
arguments, et r, interprété comme tenseur deux fois covariant s’appelle
le tenseur de Ricci de la connerion de composantes: r;; = Rki,kj. Dans
le cas particulier d’une connexion de Levi-Civita ce tenseur de Ricci est
symétrique mais tel nast point le cas en général. L’objet de la présente
remarque est de répondre a une question souvent posée en écrivant une
formule ou interviennent toutes ces quantités et qui en donne une sig-

1

La moitié de Popérateur de Dirac différe de 9 +38" d’une quantité ol intervient claire-
ment cette trace
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nification géométrique. Dans le cas plus particulier de la connexion de
Levi-Civita on retrouve une interprétation géométrique du tenseur de Ricci,
inévitablement connue, mais dont, curieusement, léxplicitation semble faire
défaut dans la littérature.

Sans supposer, pour commencer, l’existence d’ une forme volume vol s
a Vwolyr = 0. ce qui exige une condition d’intégrabilité ? nous allons, au
moyen des coordonnées géodésiques, montrer quelques identités utiles.

Considérons un point my € M. Si on choisit un systéme de coordonnées
locales centrée en my, et donc des symboles de Christoffel pour représenter
la connexion, un chemin paramétré de classe C? qui passe par mgy au
temp ¢ = 0” est donné par t — x(t) def (xl(t), ...,xm(t)), avec zF(0) = 0.
La géodésique qui passe par my en t = 0 vérifie Iequation différentielle
k() + ket (a9 (t) = 0 (oﬁ, dans cette équation il s’agit des valeurs

prises par le symbole de Christoffel au point de coordonnées locales x(t)),

et x(0) = 0. Si u € T,M est assez petit la solution de ’équation qui
précede avec £(0) = u et (0) = 0 a un domaine d’existence assez grand
pour que l'on puisse considérer les coordonnées locales x(1) d’un point
exp(u) € M dans le domaine de la carte. On sait qu’alors exp envoie
difféomorphiquement un voisinage de 0 € T},0M sur un voisinage de mgy €
M.

La "carte géodésique centrée en my” est par définition la transformation
exp~ 1. Choisissons un repere dans l'espace tangent; la carte géodésique
nous donne un véritable systeme de coordonnées locales. Un point x €
TneM sera identifié au m-uplet de ses coordonnées x = (z?,...,2™). Les
symboles de Christoffel deviennent des fonctions de z, et le fait que les
géodésiques qui passent par mg s’interprétent comme les "rayons” ¢t — tu
montre qu’en £ = tu on a:

(1) I (x)z'z? = 215 (tu)u'w’ = 0.

En résulte classiquement que I';* ;(0) = %Tikj, mais aussi, en observant
que la quantité identiquement nulle écrite en (1) a pour terme d’ordre 3 en
t la quantité t39,T;" j(O)uZu’u], que le symétrisé 3 par rapport & ses trois

2qui, en coordonnées locales, s’exprime par la fermeture de la 1-forme non in-
trinséquement définie, I';*dz’.

3Une forme trilinéaire ® symétrique est complétement déterminée par la fonction
polynomiale homogéne: u — ®(u, u, u)



234 F. Lescure

indices covariants de la quantité 9,I';*;(0) est nul. Mais alors 1’égalité:

[&gfjei +0;Ti% + 3¢Fk£j} u'n/ =

1 .
(2) 5 [&gszi + @T/k + &T;fj + 8kF/j + &T/Zk + @T,fi] u'v’

montre qu’en my le premier membre est nul. Par contraction des indices £
et k on en déduit en l'origine I’égalité:

(3) (00" + 0,0 e + AT Ju'ed =0

On va déduire de (3) une expression en l'origine du tenseur de Ricci qui
nous sera utile. En effet dans I’égalité:

(4) r(u, u) = (8131“/31- — @Ffi)uiuj + (kal“jkl- — ijkl“gki)uiuj,

on voit qu’en l'origine le deuxieme terme du deuxiéme membre se simpli-

fie puisque le symbole de Christoffel y est antisymétrique en ses indices
. 1 ) . 1

covariants et qu’aussi: —szkl“gkiuzuj = Z(uZTikg) (uJTjZk> = —trT(u)z.

4
Quand au premier membre, on voit par (3) qu’il vaut aussi en l'origine:

{@Fﬂ — @F/l} uiuj = [—(%Fjeg — 28]1“@44 uiuj.

Mais lidentité 8i(I‘j£g — I’/j) —I7(0), = V;(0);, montre, qu’en
Porigine de la carte géodésique, ce premier membre vaut aussi
(—38¢Fj£g + 2V¢(9)j)uiuj. Si bien que (4) et ce qui précede permettent
d’écrire:

(5) r(u,u) = [~30,0, 4+ 2V,(0); | uiv + itrT(u)2

Soit maintenant une forme volume vol s sur M. Dans la carte géodésique,
elle s’interprete (cf [3]) comme un tenseur m-fois covariant completement
antisymétrique v;, .4, . On considere le scalaire v def v1,..m,, de telle maniere
que voly = vdz' A ... A dz™ = %vil,,,,,imdxil A ... A dx'm. Dire que:
Vwoly; = 0 s’xprime par les m égalités:

¢
(6)  Vjvr,.m=0501,.m — Y _T"001, 1wt = 0o — T =0
]



Une remarque sur la trace de la torsion et le tenseur de Ricci 235

Avec, en Dorigine, I'expression donnée plus haut des symboles de Christof-
fel, on voit donc qu’on y obtient déjé 1’égalité:

(7) 9j0(0) = 50;(0)v(0)

De plus, en dérivant la derniére des égalités de (6), on voit que 'on
obtient aussi 1’égalité:

(8) 8,~jv = &I‘jeg v+ ijée o = (&Fjeg + F/gng)’U.

Mais, en reportant dans cette formule, d’une part ’expression de o jg atw’
donnée par I’égalité (5), d’autre part la valeur du symbole de Christoffel en
Porigine on y trouve le déve loppement de Taylor:

v(u) =

v(O){l—F%(G)(u)—i—%G(u)Q—i—% [2V¢9juiuj+it7“T(u)2—rl-juiu]} +o(yuy2)}

Indiquons aussi, qu’en sus sus de la connexion de Levi-Civita pour laque-
lle T = (0) = 0 il existe, dans le cas d’une métrique hermitienne sur une
variété complexe, une connexion dont la moyenne avec la connexion de
Chern est la premiére connexion hermitienne au sens de [3] et pour laquelle
[2] le tenseur T est a valeurs antisymétriques, ce qui implique que 6 = 0.
La formule se simplifie et en sus tr T(u)2 est alors une forme quadratique
négative.
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