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Abstract

La meta en este paper es probar existencia y unicidad de soluciones
para la ecuacion de Enskog con término fuerza

The goal in this paper is prove existence and uniqueness of solu-
tions for the Enskog equation with force term.
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1. INTRODUCCION

La Ecuacién de Enskog es una modificaciéon de la Ecuaciéon Cinética de
Boltzmann, en la cual cada particula es considerada como una esfera dura
con didmetro no cero a > 0 (y ademds las colisiones toman lugar en un
punto a la distancia § de los centros de las particulas de colisi6n), la
ecuacion de Enskog da una buena descripcion del fenémeno del transporte
en gases densamente moderados y es escrita como:

(L11) f(0,z,v) = fo(x,v)
donde (x,v) € R® x R? y E(f) es el operador de Enskog abstracto dado
por B(f) = E*(f) — E~(f) con
B (f) = 0 Jese Y (DBl w — o) f(t2.0) f(t.x + an,w by
E~(f) = a2 (t,2.0) frs sz ¥ (F)BOp,w— ) f(t, — an, w)duwdn

donde S2 = {neR3:|n|=1,B(n,w—v) >0}y
v =v+nB(n,w—v)

{ G Hv-Vof + F-Vof +157 - Vof = B(f)

w' =w—nB(n,w—7v)
con B € L; OC(S%r x R3) un operador continuo y acotado.

El término fuerza F,
F:(0,00) x R3xR? — R?
(t,z,v) +—— F(t,z,v) = %:p — v+ (%,
Tiene las siguientes propiedades

1)

=

E
(1.2) gxf :{ 1t,si4=7,0,804 % j.
J
y OF,
(1.3) 8v?:{—1,siz'=j,o,siz'7éj.
J
La definicion de F implica que:
OF
1.4 —v—F—t— =0.
(14) v 5

Estos campos son en general de la forma:

F(t,z,v) = 1z — v + g(3), siendo g(3) € R?® no lineal y se usan para
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representar lo que los fisicos llaman SINGULARIDAD ORIGINAL [SO] en
los modelos del Bing-Bang, ver [1].

Sea
V= {f € Li,e([0,7] x R® x R?) : 0 < f(t,2,v) < f(t,,0)}

con

¢
Ifllv = sup (t,,v)
te[0,T], zeR3,veR3

St z,v)
f(t’ ‘/B’ U)

~

donde f(t,z,v) = c(t)exp | -4 |[L=v=LE

b

2
]yb>0, c: R — RT. El espa-

cio V es de Banach con la norma definida anteriormente(ver MISCHLER
S. and PERTHAME B.(2000)[11], pag. 1022).

Al funcional Y'(f) definido sobre el espacio V' imponemos las si-
guientes hipétesis:

1. Existe una constante M > 0 tal que |Y(f)| < M, es decir, es uni-
formemente acotado.

22.a>20y0< fi < fo=Y(fr) <Y(f2). (monotonia)

3. Y es Lipschitz continuo, esto es existe un K > 0 tal que |Y(f1) —
Y(f2)| < K||f1 — f2||lv, Como una consecuencia de (2) se tiene que

E(f1) < E(f2) si f1 < fo.

La literatura matematica sobre el andlisis cualitativo del problema de Cauchy
para la ecuacion de Boltzmann, en la presencia de campo externo, es poca
comparable con la literatura del problema de Cauchy para la ecuacién sin
campo externo.

Consideremos primero la ecuacion espacialmente homogénea para partfculas
neutrales con un campo externo F' = F(t,z,v), en este tema el articulo de
ASANO KIYOSHI(1987) [2], necesita ser citado.  Existencia local es
probada con condiciones iniciales generales y la formulaciéon de Asano es el
punto de partida de todos los estudios sobre el problema.

Otros articulos relacionados con el problema son [2],[4], [7] v [8]. En par-
ticular los articulos de ASANO KIYOSHI(1987)[2] y GRUNFELD(1985)[7],
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prueban existencia global para la solucién con condiciones iniciales cerca
al equilibrio y un campo de fuerza conservativo del sistema tendiendo al
equilibrio.

HAMDACHE(1988)[9], resolvié el problema con un dato inicial de-
cayendo exponencialmente a cero en el espacio fase y trayectorias preescritas
por un campo oscilante. Mas general es el resultado de BELLOMO
N, LACHOWICZ M, PALCZWISKI and TOSCANI G.(1989)[4],
donde existencia global es probada para dato decayendo y para un campo
de fuerza general actuando en un intervalo de tiempo [0,7] con T grande
pero finito, éste resultado fue extendido en parte por GALEANO vy
PREZ(2003)[7] a la ecuacién de Enskog.

El resultado que presentaremos en este articulo desarrolla una técnica
diferente en el sentido del tratamiento del término Fuerza y las soluciones en
el espacio Llloc, y lo organizamos de la siguiente manera: Probamos la exis-
tencia de una supersolucién de la ecuacién la cual sirve para demostrar que
el operador definido mas adelante mapea V en V| luego mediante aplicacion
del teorema del punto fijo de Banach verificamos existencia y unicidad de
la solucién. No conocemos resultado analogo para la ecuacién de Enskog
en la literatura.

Solucién de la ecuaciéon de Enskog. Decimos que f > 0, f €
Lt ([0, T] x R? x R?) es una solucién de (1.1) si para cualquier 0 < T' < oo,

loc

E£(f)(-,z,v) € L} [0,T], ct.p. en (z,v) € R? x R3 y satisface:

t
f(t,x,v)—f(s,a:,v):/ E(f)(r,z,v)dr, 0<s<t<T.
S
A continuacioén establecemos el teorema a demostrar

Teorema 1.1. Sean fyo(z,v) € V, F que satiface (1.2), (1.3) y (1.4) y
Y que satifacen las hipdtesis 1., 2. y 3. dadas anteriormente. Ademads

B(n,w —v) € L}, (5% x R?) para cualquier v € R?, ¢(0) <
2

el siguiente problema

1
4LMa?+2a2MLT

z—vt—F1t

conT >t>0. Para G(t,z,v) = —1|Z=4%

v Vaf + F-Vof + 150 -V, f = E(f)
f(0,z,v) = fo(x,v)

posee una unica solucién en el espacio V.
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2. DESARROLLO

rz—vt—F't
b

2
Sea f(t,z,v) = c(t)exp {—% ] conb>0,yc:R— R"—{0} con-

tinuamente diferenciable , a determinar, de manera que f (t,z,v) satisfaga
la ecuacién (1.1). En efecto, calculamos

1 2

2

of d

9 _ 91w z—vt— Ft
ot ot |\VP

b

! !

= ¢ (t)exp(G) + c(t)exp(G)(G)

2 2 2
1 — vt — Fit — vot — Fit — vst — Fyt
G(t,z,v) = =35 [(—xl Ulb - ) T - R Uik 4 U2b 2 ) +(—x3 U?;) ’ )
/ 1 oF
T R

1 OF:
_ﬁ (afg — vgt — F2t> ( Vo — FQ — ta—t2>

1
_ﬁ <$3 — ’1)375 — th) —

% = ¢ (t)eap(G) + c(t)exp(G)[—b—g[(l’ —vt = Ft)(-v - F - t%—f)]

0F3

U3—F3 —tw>

por lo tanto

~ of of of
v V;,;f—’l} <8x1’8x2’8x3>

ahora % = c(t)e:z:p(G)a%l(G)
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2 2 2
0 _ 0 1 r1 — vit — Fiyt To — vot — Fot x3 — vgt — Fit

1 oF
= —— — - - t—
b2 (a:l ’Ult F1t> (1 81:1 > s

entonces
a%tl = c(t)exp(G) _bi2 x1 — vt — F1t> (1 — t‘g—f})] , por lo tanto
f= " — oyt — _ OB
v-Vof = clt)exp(G)| =3z | | z1 —vit — Fit | | 1 =15t |u
+e(t)exp(G) | —gz | (22 — vat — Fat | [ 1 — 522 vy
1 — paf — _ 4083
+e(t)exp(G)| —gz | | 23 —vst — Fst | | 1 —t 522 Jus.

of 0
Gu = clexn(@) 5 ()
ahora
o, . 1 OF,
26— ) (4-122)
entonces

F. vvf: Fie(t)exp(Q) (%) (at1 — vt — F1t) (1 + g—fll>

+Fsc(t)exp(Q) (%) (.’L'g — ot — Fg?f) (1 i 2_5;2)

Re(en(@) () (73 = vt = ) (14 520).
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OF o F_,[or om ors\  (of of of
t o0 vat<8t7 o0 8t> ((91}1781)278113>

_ 4OFy Of | 4 0F Of | 4OF; Of
=t 9oy Tt 00 90 Tt 01 9oy

" e 8o i) -2
e ©) () o v ) (- )

—i—t% c(t)exp(G) (—b%) (a:g — vgt — F3t> (—t - tg—%) .

Como queremos que ]? satisfaga la ecuacién (1.1), se debe tener que

af . ~ OF 2R
E+U.vxf+F-VUf+tE-va—E(f%

asi teniendo en cuenta (1.2), (1.3) y (1.4) en los calculos anteriores tenemos,

¢ (t)exp(G) = E(f).

Considerando el operador de Enskog
E(f)(ta z, U) = a2 fR3><S«2F Y(f)B<777 w — U)f<t7 z,v )f(t7 T +an,w )dndw
_azf(ta T, 'U) fR3><Si Y(f)B(n7 w — ’U)f(t, T —an, w)dndwy

donde a es el didmetro de la esfera considerada en el modelo de gases de
esferas duras, teniendo en cuenta la hipdtesis 1. para el funcional Y y la
forma como estd definida f, tenemos

-~

(f)(t,a:,v) =

~ ~ ~

@ fpoes2 Y (D) Bln.w —v)ft,2.0') f(t, = + an,w )dnduw

~ o~

—azf(t, x,v) ngxsi Y(f)B(n,w—v)f(t,z — an,w)dndw

~ -~

< a*M fR3><Si B(TI> w— U) (ta xz, U,) (tvli + CL???w,)dﬁdw

~

_azf(ta T, 'U)MfR3><Si B(n7 w — ’U)f(t, T —an, w)dndw

~ -~ ’

< a*M fR3><Si B(Th w— U) (ta xz, U,) (tvli +an,w )dﬁdw

+a2f(t7 T, 'U)MfR3><Si B(n7 w — ’U)f(t, T —an, w)dndw

< QGQMCQ(t) fR3><Si B(n’ w = U))dnd'w
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Por la hipétesis hecha a B existe un 0 < L < oo tal que
B(n,w —v)|dndw < L,
/R?)XSi |B(n )ldn

luego

~

E(f)(t,z,v) < 2a®?LMc3(t)

por lo tanto

!

¢ (t)exp(G) < 2a2 LM (t)

para esta desigualdad diferencial, las soluciones siempre existen y sa-

: 0
tisfacen c(t) < 1—24%% en efecto,

!

c (t)exp(G) < 2a2LMc(t)

’ 2G2LM
t) <

—2 2
c “(t)e (t) < (@) < 2a*LM

[ ()] < 2e*LM

[ () > —2d*LM
integrando esta ultima expresién con respecto a t

¢ Ht) — c71(0) > —2a* LMt

asi

L > L o

c(t) — <(0)
de donde

c(0) c(0)
< < <
0= ell) = T3 0y @m0t = 1= 26(0)a2LMT
conT >t >0.
Definimos la aplicacién
A: V-V
f—Af) =4

de tal modo que
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6751/1 +v- V;ﬂ/] + (F—i—t@tF) . va = E(f)
(2.1)
10(07) = fo

Si fo > 0, entonces ¥ > 0, esto se demuestra mediante el esquema de
Kaniel - Shinbrot (ver [5]).

Si f € V entonces A(f) € V, en efecto, como f € V se tiene que

~

<B(f) )
:8tf—|—vvxf+(F+t8tF)va

entonces ¥ < f, es decir, A(f) € V ( aqui usamos la hipdtesis de monotonia
del operador Y).

Sean 1 = A(f) y ¥2 = A(g), entonces |¢1 — ¥2| = |A(f) — A(g)]-
Definamos ¢ (¢, z,v) = ¥(t, x + vt,v + F't) luego

es decir,

T
¢#(t,x,v) = f(0,z,v) —I—/O E(f)dt

por la definicién de ¥# y (2.1). Esto me indica, que para definir el operador
Lipzchitz continuo, necesito que f este definida en (0,z,v) y no el campo
F', ahora

‘wfé(tvxav) - wf(t,a:,v)‘ = ‘IOT(E(JI) - E(g))dt

W = vfllv < == [ 1B() = E(g)ldt

ahora calculamos
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|E(f)(t,x,v) —E(g)(t,ac,v)] =
= |a? fR3xSi Y (f)B(n,w —v)f(t,z,0 ) f(t,x + an,w)dndw

_azf(ta €, U) fR3xSi Y(f)B(nv w — U)f(tv T — an, w)dndw
—a® [raxs2 Y (9)B(n,w —v)g(t,z,v )g(t, x + an, w’)dndw

+a’g(t, z,v) Jrssz Y(9)B(n,w = v)g(t,z — an, w)dndw

0? [Raxs2 B, w =) |[Y())f(t,0,0) f(t,2 +an,w)

(DF(tz,0)g(tx+an,w) + Y () f(t2,0)g(t 2 + an,w)
(Fg(t,, v )9tz + an,w')
+HY () = Y(9lg(t,w,v)g(t, x + an, w') | dnduw

+a?|g(t, 2, v) = f(t,2,0)] fraxs2 Y (9)BOp,w —v)g(t.z — an, w)dndw
+a2f(ta €, U) fR3xSi Y(g)B(na w — U)g(ta T — an, w)dndw

+ Jraxs2 Y(9)B(n,w —v)f(t,z — an,w)dndw
=
= Jraxs2 Y (9)B(n,w —v)f(t, — an, w)dndw

-Y
-Y

— Jrsxs2 Y(F)B(n,w —v) f(t, 2 — an, w)dndw]

—E(f)(t,x,v)-E(g) (t,x,v)—=

= a2 fR3><S§r 3(777 w — 1)) [Y(f){f(tvwvvl)[f(tax +a77>wl) —g(t,x +a77>wl)]

+[f(t@,0) — g(t,@,0)]g(t, x + an, w')}

+[Y(f) = Y(9)lg(t,z,v)g (t7$+an7w')1dndw

{ (t,z,v) — f(t,z,v } ngstzr Y(9)B(n,w —v)g(t,x — an, w)dndw
+af(t,2,0) [raxs2 Y (9)B(m,w—0) [g(t,x — an,w) = f(t, 2 — an, w) | dndw

—a f<t7 €, U) fR3><Si [Y<g) - Y(f)]B(na w = U)f(t, T — an, w)dndw
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como f, g € V y ademds por la hipdtesis 1. impuesta al funcional Y

—E(f)(t,x,v)-E(g) (t,x,v)— <

a2 fR3><Si B(TNU—’U) [M{f(ta :p,v')‘f(t,x—i—an,w') —Q(tvl“f‘a"%wl)‘d??dw

+ | £ 2,0 = glt, 2,0 | Fit, @+ anw') |

+ Y (1) = Y(9)|F(t,2,0) F(t, 2 + an, w') | dydu

+ a2’g(ta :E)U) - f(t,a:,v)| fR3><Si MB(’I’],'LU - U)f(t,.’l/‘ - a"77w)d77dw

+ a2f(t,a:,v) fR3><Si MB(TI»U) - ’U) {g(t,x - CLT],'LU) - f(t,ﬂj - anaw)] dTldw

o~

Y (9) = Y (£)|Bln,w =) f(t. 2 — an, w)dndw

- a2f<t7 xz, U) fR3><S_2~_
teniendo en cuenta la definicién de la norma en el espacio V'

7E(f) (taXaV)'E(g) (t,X,V)— <

~

a? ngxsz B(n,w —v) {M{f(t,x,v') (t,ac+a?7,w’)Hf—9HV

7o~

+ f(t,2,0) f(t. 2 + an,w)||f = gllv}
+ Y (F) = Y (9) [ F(t 2,0) [t 2 + ap, w') | ddw

+ a2f(t ﬂZ,'U)Hf - gHV fR3><5‘2 MB(TMU - ’U)f(t,ﬂj - a777w)d77dw
+a2f ,1‘,1}) fR3><S2 MB(T/a )f(t,l‘ - an,w)||f - 9||Vd7ldw

~

- a2fA<t7 T, U) fR3><Si |Y(g) - Y(f)‘BO% w — U)f<t7 T — an, w)dndw

entonces

7E(f) (taX?V)'E(g) (t,X,V)— <

~ -~

2&2M||f—g||v |:fR3><S§rB(nvw_U)( (t,:l,‘,’(),) (t7l‘+a777w,))d77dw
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+fR3><Si B(TI’ w — U)( A(ta xz, U)J?(t? T —an, w))dﬁdw]

~ ~

+8’2K’|f_g||v .IR3><Si B(TZ’W—U)( (t,:E,'U’) (t7$+a777w/))dndw

o~ o~

_fR3><S_2~_ B(n7 w — U)(f(tv z, U)f(ta T — an, w))dndw

donde se ha utilizado la hipdtesis 3. del funcional Y, por lo tanto

W =¥ |lv <

0 |0 @M + F|[f = gllv frssz Bln,w —v)Hem i) ydy

+a* @M = KIS = gllv fgssy Bl w — o) {02t dnd e
entonces
lef — v llv <

a®*(2M + K)||f = gllv fonR3><Si |B(n,w — v)|| FI|f(t, 2 + an,w)|dndwdt
+a2(2M - K)Hf - QHV f()T fRi”XS?F ’B(U’w - v)]|f||f(t,x - anvw”dndet

Il — vy <

~

a2(2M+K)||f_g||V fOTfR3><Si |B(77»W—U) (t733+a777w,)|d77det

~

+a®(2M = K[| = gllv Jy Jrowsz 1B w = 0)f(t, 2 — an,w)|dndwdt
< a*(2M + K)C@)||f = gllvL + a*(2M — K)e(®)|If = gllvL

= da’c(t)LM||f — gllv
y asi

[0} —vf [lv < 4Ma®Le(t)]|f - gllv
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Ahora 4M La®c(t) < 4ML‘Z2[T((C)§2)W] <1, esto es
a < W, por tanto por el teorema del punto fijo de Banach ten-

emos que ,existe un unico f € V tal que f(¢,z,v) = f(0, z, v)—i—fOT E(f)dt, es
decir, f es solucién de la ecuacién con condicion inicial f(0,z,v) = fo(z,v).

Agradecemos al referee por sus multiples sugerencias para mejorar el
articulo.
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