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Abstract
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1. INTRODUCCIÓN

La Ecuación de Enskog es una modificación de la Ecuación Cinética de
Boltzmann, en la cual cada part́icula es considerada como una esfera dura
con diámetro no cero a > 0 (y además las colisiones toman lugar en un
punto a la distancia a

2 de los centros de las part́iculas de colisión), la
ecuación de Enskog da una buena descripción del fenómeno del transporte
en gases densamente moderados y es escrita como:(

∂f
∂t + v ·∇xf + F ·∇vf + t∂F∂t ·∇vf = E(f)
f(0, x, v) = f0(x, v)

(1.1)

donde (x, v) ∈ R3 ×R3 y E(f) es el operador de Enskog abstracto dado
por E(f) = E+(f)−E−(f) con

E+(f) = a2
R
R3×S2+

Y (f)B(η,w − v)f(t, x, v
0
)f(t, x+ aη,w

0
)dwdη

E−(f) = a2f(t, x, v)
R
R3×S2+

Y (f)B(η,w − v)f(t, x− aη,w)dwdη

donde S2+ = {η ∈ R3 : |η| = 1, B(η,w − v) ≥ 0} y⎧⎪⎨⎪⎩
v
0
= v + ηB(η,w − v)

w
0
= w − ηB(η,w − v)

con B ∈ L1loc(S
2
+ ×R3) un operador continuo y acotado.

El término fuerza F ,
F : (0,∞)×R3 ×R3 −→ R3

(t, x, v) 7−→ F (t, x, v) = 1
tx− v + (1t ,

1
t ,
1
t )

Tiene las siguientes propiedades

∂Fi
∂xj

=
n
1t, si i = j, 0, si i 6= j.(1.2)

y
∂Fi
∂vj

= {− 1, si i = j, 0, si i 6= j.(1.3)

La definicion de F implica que:

− v − F − t
∂F

∂t
= 0.(1.4)

Estos campos son en general de la forma:
F (t, x, v) = 1

tx − v + g(1t ), siendo g(1t ) ∈ R3 no lineal y se usan para
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representar lo que los f́isicos llaman SINGULARIDAD ORIGINAL [SO] en
los modelos del Bing-Bang, ver [1].

Sea

V = {f ∈ L1loc

³
[0, T ]×R3 ×R3

´
: 0 ≤ f(t, x, v) ≤ f̂(t, x, v)}

con

||f ||V = sup
t∈[0,T ], x∈R3, v∈R3

¯̄̄̄
¯̄f(t, x, v)
f̂(t, x, v)

¯̄̄̄
¯̄

donde bf(t, x, v) = c(t)exp

⎡⎣−12
¯̄̄̄
¯x−vt−Ftb

¯̄̄̄
¯
2
⎤⎦ y b > 0, c : R→ R+. El espa-

cio V es de Banach con la norma definida anteriormente(verMISCHLER
S. and PERTHAME B.(2000)[11], pag. 1022).

Al funcional Y (f) definido sobre el espacio V imponemos las si-
guientes hipótesis:

1. Existe una constante M > 0 tal que |Y (f)| ≤ M , es decir, es uni-
formemente acotado.

2. a ≥ 0 y 0 ≤ f1 ≤ f2 ⇒ Y (f1) ≤ Y (f2). (monotonia)

3. Y es Lipschitz continuo, esto es existe un K ≥ 0 tal que |Y (f1) −
Y (f2)| ≤ K||f1 − f2||V , Como una consecuencia de (2) se tiene que
E(f1) ≤ E(f2) si f1 ≤ f2.

La literatura matemática sobre el análisis cualitativo del problema de Cauchy
para la ecuación de Boltzmann, en la presencia de campo externo, es poca
comparable con la literatura del problema de Cauchy para la ecuación sin
campo externo.

Consideremos primero la ecuación espacialmente homogénea para part́iculas
neutrales con un campo externo F = F (t, x, v), en este tema el art́iculo de
ASANO KIYOSHI(1987) [2], necesita ser citado. Existencia local es
probada con condiciones iniciales generales y la formulación de Asano es el
punto de partida de todos los estudios sobre el problema.

Otros art́iculos relacionados con el problema son [2],[4], [7] y [8]. En par-
ticular los art́iculos deASANOKIYOSHI(1987)[2] yGRUNFELD(1985)[7],
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prueban existencia global para la solución con condiciones iniciales cerca
al equilibrio y un campo de fuerza conservativo del sistema tendiendo al
equilibrio.

HAMDACHE(1988)[9], resolvió el problema con un dato inicial de-
cayendo exponencialmente a cero en el espacio fase y trayectorias preescritas
por un campo oscilante. Más general es el resultado de BELLOMO
N, LACHOWICZ M, PALCZWISKI and TOSCANI G.(1989)[4],
donde existencia global es probada para dato decayendo y para un campo
de fuerza general actuando en un intervalo de tiempo [0, T ] con T grande
pero finito, éste resultado fue extendido en parte por GALEANO y
PREZ(2003)[7] a la ecuación de Enskog.

El resultado que presentaremos en este art́iculo desarrolla una técnica
diferente en el sentido del tratamiento del término Fuerza y las soluciones en
el espacio L1loc, y lo organizamos de la siguiente manera: Probamos la exis-
tencia de una supersolución de la ecuación la cual sirve para demostrar que
el operador definido mas adelante mapea V en V , luego mediante aplicación
del teorema del punto fijo de Banach verificamos existencia y unicidad de
la solución. No conocemos resultado análogo para la ecuación de Enskog
en la literatura.

Solución de la ecuación de Enskog. Decimos que f ≥ 0, f ∈
L1loc([0, T ]×R3×R3) es una solución de (1.1) si para cualquier 0 < T <∞,
E±(f)(·, x, v) ∈ L1loc[0, T ], c.t.p. en (x, v) ∈ R3 ×R3 y satisface:

f(t, x, v)− f(s, x, v) =

Z t

s
E(f)(τ, x, v)dτ, 0 ≤ s ≤ t ≤ T.

A continuación establecemos el teorema a demostrar

Teorema 1.1. Sean f0(x, v) ∈ V , F que satiface (1.2), (1.3) y (1.4) y
Y que satifacen las hipótesis 1., 2. y 3. dadas anteriormente. Además
Bhη,w− vi ∈ L1loc(S

2
+ ×R3) para cualquier v ∈ R3, c(0) ≤ 1

4LMa2+2a2MLT

con T ≥ t ≥ 0. Para G(t, x, v) = −12

¯̄̄̄
¯x−vt−Ftb

¯̄̄̄
¯
2

el siguiente problema(
∂f
∂t + v ·∇xf + F ·∇vf + t∂F∂t ·∇vf = E(f)
f(0, x, v) = f0(x, v)

posee una única solución en el espacio V .



Ecuación de Enskog con término Fuerza 19

2. DESARROLLO

Sea bf(t, x, v) = c(t)exp

⎡⎣−12
¯̄̄̄
¯x−vt−Ftb

¯̄̄̄
¯
2
⎤⎦ con b > 0, y c : R→ R+−{0} con-

tinuamente diferenciable , a determinar, de manera que bf(t, x, v) satisfaga
la ecuación (1.1). En efecto, calculamos

∂ bf
∂t
=

∂

∂t

⎡⎣c(t)exp
⎡⎣−1
2

¯̄̄̄
¯x− vt− Ft

b

¯̄̄̄
¯
2
⎤⎦⎤⎦

= c
0
(t)exp(G) + c(t)exp(G)(G)

0

Aqúi

G(t, x, v) = −1
2

⎡⎣⎛⎝x1 − v1t− F1t

b

⎞⎠2+
⎛⎝x2 − v2t− F2t

b

⎞⎠2+
⎛⎝x3 − v3t− F3t

b

⎞⎠2⎤⎦

G
0
= − 1

b2

Ã
x1 − v1t− F1t

!Ã
−v1 − F1 − t

∂F1
∂t

!

− 1
b2

Ã
x2 − v2t− F2t

!Ã
−v2 − F2 − t

∂F2
∂t

!

− 1
b2

Ã
x3 − v3t− F3t

!Ã
−v3 − F3 − t

∂F3
∂t

!
por lo tanto

∂ bf
∂t
= c

0
(t)exp(G) + c(t)exp(G)[− 1

b2
[(x− vt− Ft)(−v − F − t

∂F

∂t
)].

v ·∇x
bf = v ·

Ã
∂ bf
∂x1

,
∂ bf
∂x2

,
∂ bf
∂x3

!

= v1
∂ bf
∂x1

+ v2
∂ bf
∂x2

+ v3
∂ bf
∂x3

ahora ∂bf
∂x1

= c(t)exp(G) ∂
∂x1
(G)
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∂

∂x1
(G) =

∂

∂x1

⎧⎨⎩−12
⎡⎣⎛⎝x1 − v1t− F1t

b

⎞⎠2+
⎛⎝x2 − v2t− F2t

b

⎞⎠2+
⎛⎝x3 − v3t− F3t

b

⎞⎠2⎤⎦⎫⎬⎭
= − 1

b2

Ã
x1 − v1t− F1t

!Ã
1− t

∂F1
∂x1

!
,

entonces

∂bf
∂x1

= c(t)exp(G)

"
− 1

b2

Ã
x1 − v1t− F1t

!Ã
1− t∂F1∂x1

!#
, por lo tanto

v ·∇x
bf = c(t)exp(G)

Ã
− 1

b2

!Ã
x1 − v1t− F1t

!Ã
1− t∂F1∂x1

!
v1

+c(t)exp(G)

Ã
− 1

b2

!Ã
x2 − v2t− F2t

!Ã
1− t∂F2∂x2

!
v2

+c(t)exp(G)

Ã
− 1

b2

!Ã
x3 − v3t− F3t

!Ã
1− t∂F3∂x3

!
v3.

F·∇v
bf = F1

∂bf
∂v1

+ F2
∂bf
∂v2

+ F3
∂bf
∂v3

∂ bf
∂v1

= c(t)exp(G)
∂

∂v1
(G)

ahora

∂

∂v1
(G) = − 1

b2

Ã
x1 − v1t− F1t

!Ã
−t− t

∂F1
∂v1

!
,

entonces

F ·∇v
bf = F1c(t)exp(G)

³ t

b2

´³
x1 − v1t− F1t

´³
1 +

∂F1
∂v1

´

+F2c(t)exp(G)
³ t

b2

´³
x2 − v2t− F2t

´³
1 +

∂F2
∂v2

´

+F3c(t)exp(G)
³ t

b2

´³
x3 − v3t− F3t

´³
1 +

∂F3
∂v3

´
.
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t∂F∂t ·∇v
bf = t

Ã
∂F1
∂t ,

∂F2
∂t ,

∂F3
∂t

!
·
Ã

∂bf
∂v1

, ∂bf
∂v2

, ∂bf
∂v3

!
= t∂F1∂t

∂bf
∂v1

+ t∂F2∂t
∂bf
∂v2

+ t∂F3∂t
∂bf
∂v3

= t∂F1∂t

∙
c(t)exp(G)

³
− 1

b2

´³
x1 − v1t− F1t

´³
−t− t∂F1∂v1

´¸
+t∂F2∂t

∙
c(t)exp(G)

³
− 1

b2

´³
x2 − v2t− F2t

´³
−t− t∂F2∂v2

´¸
+t∂F3∂t

∙
c(t)exp(G)

³
− 1

b2

´³
x3 − v3t− F3t

´³
−t− t∂F3∂v3

´¸
.

Como queremos que bf satisfaga la ecuación (1.1), se debe tener que
∂ bf
∂t
+ v ·∇x

bf + F ·∇v
bf + t

∂F

∂t
·∇v

bf = E( bf),
aśi teniendo en cuenta (1.2), (1.3) y (1.4) en los calculos anteriores tenemos,

c
0
(t)exp(G) = E( bf).

Considerando el operador de Enskog
E(f)(t, x, v) = a2

R
R3×S2+

Y (f)B(η,w − v)f(t, x, v
0
)f(t, x+ aη,w

0
)dηdw

−a2f(t, x, v)
R
R3×S2+

Y (f)B(η,w − v)f(t, x− aη,w)dηdw,

donde a es el diámetro de la esfera considerada en el modelo de gases de
esferas duras, teniendo en cuenta la hipótesis 1. para el funcional Y y la
forma como está definida bf , tenemos

( bf)(t, x, v) =
a2
R
R3×S2+

Y ( bf)B(η,w − v) bf(t, x, v0) bf(t, x+ aη,w
0
)dηdw

−a2 bf(t, x, v) RR3×S2+
Y ( bf)B(η,w − v) bf(t, x− aη,w)dηdw

≤ a2M
R
R3×S2+

B(η,w − v) bf(t, x, v0) bf(t, x+ aη,w
0
)dηdw

−a2 bf(t, x, v)M R
R3×S2+

B(η,w − v) bf(t, x− aη,w)dηdw

≤ a2M
R
R3×S2+

B(η,w − v) bf(t, x, v0) bf(t, x+ aη,w
0
)dηdw

+a2 bf(t, x, v)M R
R3×S2+

B(η,w − v) bf(t, x− aη,w)dηdw

≤ 2a2Mc2(t)
R
R3×S2+

B(η,w − v))dηdw
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Por la hipótesis hecha a B existe un 0 ≤ L <∞ tal queZ
R3×S2+

|B(η,w − v)|dηdw ≤ L,

luego
E( bf)(t, x, v) ≤ 2a2LMc2(t)

por lo tanto
c
0
(t)exp(G) ≤ 2a2LMc2(t)

para esta desigualdad diferencial, las soluciones siempre existen y sa-
tisfacen c(t) ≤ c(0)

1−2c(0)a2MLT en efecto,

c
0
(t)exp(G) ≤ 2a2LMc2(t)

c−2(t)c
0
(t) ≤ 2a

2LM

exp(G)
≤ 2a2LM

−[c−1(t)]0 ≤ 2a2LM

[c−1(t)]0 ≥ −2a2LM

integrando esta última expresión con respecto a t

c−1(t)− c−1(0) ≥ −2a2LMt

aśi

1

c(t)
≥ 1

c(0)
− 2a2LMt

de donde

0 ≤ c(t) ≤ c(0)

1− 2c(0)a2LMt
≤ c(0)

1− 2c(0)a2LMT

con T ≥ t ≥ 0.
Definimos la aplicación
Λ : V −→ V

f −→ Λ(f) = ψ
de tal modo que
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⎧⎪⎨⎪⎩
∂tψ + v ·∇xψ + (F + t∂tF ) ·∇vψ = E(f)

ψ(0, ·) = f0

(2.1)

Si f0 ≥ 0, entonces ψ ≥ 0, esto se demuestra mediante el esquema de
Kaniel - Shinbrot (ver [5]).

Si f ∈ V entonces Λ(f) ∈ V , en efecto, como f ∈ V se tiene que

∂tψ + v ·∇xψ + (F + t∂tF ) ·∇vψ = E(f)

≤ E( bf)
= ∂t bf + v ·∇x

bf + (F + t∂tF ) ·∇v
bf

entonces ψ ≤ bf , es decir, Λ(f) ∈ V ( aqui usamos la hipótesis de monotonia
del operador Y ).

Sean ψ1 = Λ(f) y ψ2 = Λ(g), entonces |ψ1 − ψ2| = |Λ(f) − Λ(g)|.
Definamos ψ#(t, x, v) = ψ(t, x+ vt, v + Ft) luego

d

dt
ψ#(t, x, v) = ∂tψ + v ·∇xψ + (F + t∂tF ) ·∇vψ = E(f)

es decir,

ψ#(t, x, v) = f(0, x, v) +

Z T

0
E(f)dt

por la definición de ψ# y (2.1). Esto me indica, que para definir el operador
Lipzchitz continuo, necesito que f este definida en (0, x, v) y no el campo
F , ahora¯̄̄̄

¯ψ#1 (t, x, v)− ψ#2 (t, x, v)

¯̄̄̄
¯ =

¯̄̄̄
¯R T0 (E(f)−E(g))dt

¯̄̄̄
¯

||ψ#1 − ψ#2 ||V ≤ 1bf(t,x,v) R T0 |E(f)−E(g)|dt

ahora calculamos
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|E(f)(t, x, v)−E(g)(t, x, v)| =

=

¯̄̄̄
¯̄a2 RR3×S2+

Y (f)B(η,w − v)f(t, x, v
0
)f(t, x+ aη,w

0
)dηdw

−a2f(t, x, v)
R
R3×S2+

Y (f)B(η,w − v)f(t, x− aη,w)dηdw

−a2
R
R3×S2+

Y (g)B(η,w − v)g(t, x, v
0
)g(t, x+ aη,w

0
)dηdw

+a2g(t, x, v)
R
R3×S2+

Y (g)B(η,w − v)g(t, x− aη,w)dηdw

¯̄̄̄
¯̄

=

¯̄̄̄
¯̄a2 RR3×S2+

B(η,w − v)
h
Y (f)f(t, x, v

0
)f(t, x+ aη,w

0
)

−Y (f)f(t, x, v0)g(t, x+ aη,w
0
) + Y (f)f(t, x, v

0
)g(t, x+ aη,w

0
)

−Y (f)g(t, x, v0)g(t, x+ aη,w
0
)

+[Y (f)− Y (g)]g(t, x, v
0
)g(t, x+ aη,w

0
)
i
dηdw

+a2
h
g(t, x, v)− f(t, x, v)

i R
R3×S2+

Y (g)B(η,w − v)g(t, x− aη,w)dηdw

+a2f(t, x, v)

"R
R3×S2+

Y (g)B(η,w − v)g(t, x− aη,w)dηdw

+
R
R3×S2+

Y (g)B(η,w − v)f(t, x− aη,w)dηdw

−
R
R3×S2+

Y (g)B(η,w − v)f(t, x− aη,w)dηdw

−
R
R3×S2+

Y (f)B(η,w − v)f(t, x− aη,w)dηdw

#¯̄̄̄
¯̄

–E(f)(t,x,v)-E(g)(t,x,v)–=

=

¯̄̄̄
¯̄a2 RR3×S2+

B(η,w− v)

"
Y (f)

(
f(t, x, v

0
)[f(t, x+ aη,w

0
)− g(t, x+ aη,w

0
)]

+ [f(t, x, v
0
)− g(t, x, v

0
)]g(t, x+ aη,w

0
)

)

+ [Y (f)− Y (g)]g(t, x, v
0
)g(t, x+ aη,w

0
)

#
dηdw

+ a2
h
g(t, x, v)− f(t, x, v)

i R
R3×S2+

Y (g)B(η,w − v)g(t, x− aη,w)dηdw

+a2f(t, x, v)
R
R3×S2+

Y (g)B(η,w−v)
h
g(t, x−aη,w)−f(t, x−aη,w)

i
dηdw

− a2f(t, x, v)
R
R3×S2+

[Y (g)− Y (f)]B(η,w − v)f(t, x− aη,w)dηdw

¯̄̄̄
¯̄
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como f, g ∈ V y además por la hipótesis 1. impuesta al funcional Y

–E(f)(t,x,v)-E(g)(t,x,v)– ≤¯̄̄̄
¯̄a2 RR3×S2+

B(η,w−v)
h
M
n bf(t, x, v0)¯̄̄f(t, x+aη,w

0
)−g(t, x+aη,w

0
)
¯̄̄
dηdw

+
¯̄̄
f(t, x, v

0
)− g(t, x, v

0
)
¯̄̄ bf(t, x+ aη,w

0
)
o

+
¯̄̄
Y (f)− Y (g)

¯̄̄ bf(t, x, v0) bf(t, x+ aη,w
0
)
i
dηdw

+ a2|g(t, x, v)− f(t, x, v)|
R
R3×S2+

MB(η,w − v) bf(t, x− aη,w)dηdw

+ a2 bf(t, x, v) RR3×S2+
MB(η,w − v)

h
g(t, x− aη,w)− f(t, x− aη,w)

i
dηdw

− a2 bf(t, x, v) RR3×S2+

¯̄̄
Y (g)− Y (f)

¯̄̄
B(η,w − v) bf(t, x− aη,w)dηdw

¯̄̄̄
¯̄

teniendo en cuenta la definición de la norma en el espacio V

–E(f)(t,x,v)-E(g)(t,x,v)– ≤¯̄̄̄
¯̄a2 RR3×S2+

B(η,w − v)
h
M{ bf(t, x, v0) bf(t, x+ aη,w

0
)||f − g||V

+ bf(t, x, v0) bf(t, x+ aη,w
0
)||f − g||V }

+ |Y (f)− Y (g)| bf(t, x, v0) bf(t, x+ aη,w
0
)
i
dηdw

+ a2 bf(t, x, v)||f − g||V
R
R3×S2+

MB(η,w − v) bf(t, x− aη,w)dηdw

+ a2 bf(t, x, v) RR3×S2+
MB(η,w − v) bf(t, x− aη,w)||f − g||V dηdw

− a2 bf(t, x, v) RR3×S2+
|Y (g)− Y (f)|B(η,w − v) bf(t, x− aη,w)dηdw

¯̄̄̄
¯̄

entonces

–E(f)(t,x,v)-E(g)(t,x,v)– ≤¯̄̄̄
¯̄2a2M ||f − g||V

⎡⎣R
R3×S2+

B(η,w − v)( bf(t, x, v0) bf(t, x+ aη,w
0
))dηdw
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+
R
R3×S2+

B(η,w − v)( bf(t, x, v) bf(t, x− aη,w))dηdw

⎤⎦
+a2K||f − g||V

⎡⎣R
R3×S2+

B(η,w − v)( bf(t, x, v0) bf(t, x+ aη,w
0
))dηdw

-
R
R3×S2+

B(η,w − v)( bf(t, x, v) bf(t, x− aη,w))dηdw

⎤⎦¯̄̄̄¯̄
donde se ha utilizado la hipótesis 3. del funcional Y , por lo tanto

||ψ#1 − ψ#2 ||V ≤

R T
0

¯̄̄̄
¯̄a2(2M +K)||f − g||V

R
R3×S2+

B(η,w − v)
bf(t,x,v0)bf(t,x+aη,w0)bf(t,x,v) dηdw

+a2(2M −K)||f − g||V
R
R3×S2+

B(η,w − v)
bf(t,x,v)bf(t,x−aη,w)bf(t,x,v) dηdw

¯̄̄̄
¯̄dt

entonces

||ψ#1 − ψ#2 ||V ≤

a2(2M +K)||f − g||V
R T
0

R
R3×S2+

|B(η,w − v)|| bf || bf(t, x+ aη,w
0
)|dηdwdt

+a2(2M −K)||f − g||V
R T
0

R
R3×S2+

|B(η,w − v)|| bf || bf(t, x− aη,w)|dηdwdt

||ψ#1 − ψ#2 ||V ≤

a2(2M +K)||f − g||V
R T
0

R
R3×S2+

|B(η,w − v) bf(t, x+ aη,w
0
)|dηdwdt

+a2(2M −K)||f − g||V
R T
0

R
R3×S2+

|B(η,w − v) bf(t, x− aη,w)|dηdwdt

≤ a2(2M +K)C(t)||f − g||V L+ a2(2M −K)c(t)||f − g||V L

= 4a2c(t)LM ||f − g||V
y aśi

||ψ#1 − ψ#2 ||V ≤ 4Ma2Lc(t)||f − g||V
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Ahora 4MLa2c(t) < 4MLa2[ c(0)
1−2c(0)a2MLT ] ≤ 1, esto es

a <
q

1
2MLc(0)(2+T ) , por tanto por el teorema del punto fijo de Banach ten-

emos que ,existe un único f ∈ V tal que f(t, x, v) = f(0, x, v)+
R T
0 E(f)dt, es

decir, f es solución de la ecuación con condicion inicial f(0, x, v) = f0(x, v).

Agradecemos al referee por sus multiples sugerencias para mejorar el
art́iculo.
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