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Abstract

In this paper, we deal with polar topologies in separated
dual pair 〈X, Y 〉 of vector spaces over a non-archimedean val-
ued field. We study compatible polar topologies, and we give
some results characterizing specific subsets of X related to these
topologies, especially if the field K is spherically complete or the
compatible topology is polar or strongly polar. Furthermore,
we investigate some topological properties in the duality 〈X,Y 〉
such as barreldness and reflexivity.
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1. §Introduction

La dualité dans les espaces normés sur un corps valué non-archimédien
(n.a.) a été étudiée par Monna [3] et Fleischer [1]; si le corps de base est
sphériquement complet, cette étude est, en grande partie, semblable à
celle faite dans les espaces normés sur le corps réel.

Dans [8] van Tiel a developpé la théorie de la dualité dans les
espaces localement convexes sur un corps valué n.a. sphériquement
complet; un outil nécessaire est le théorème de Hahn-Banach et ses
conséquences. Ce théorème n’est vérifié dans le cas non-archimédien
que si le corps de base est sphériquement complet. Pour établir une
théorie satisfaisante de la dualité dans les espaces localement con-
vexes sur un corps valué n.a. non-sphériquement complet, Schikhof
[6] a introduit la notion d’espaces polaires et celle d’espaces fortement
polaires. Ces notions jouent un rôle fondamental dans cette théorie
du fait que dans la classe d’espaces fortement polaires on a la pro-
priété de Hahn-Banach pour l’extension des formes linéaires continues
([6] , théorème 4.2) .

Dans ce travail, on étudie les topologies définies à partir d’une du-
alité séparante sur un corps valué n.a. En se référant aux travaux de
Van Tiel [8] et ceux de Schikhof [6] , on va donner quelques propriétés
fondamentales des topologies polaires dans une dualité séparante 〈X,Y 〉
de K-espaces vectoriels. Dans la plupart des résultats établis, si K
n’est pas sphériquement complet, on suppose que X, muni d’une telle
topologie, soit polaire ou fortement polaire.

Dans §2, on établit quelques résultats relatifs à la dualité séparante
〈X,Y 〉.

Dans §3, on définit les topologies polaires; ces topologies sont lo-
calement K-convexes, et on montre que si K est sphériquement com-
plet, la topologie de tout espace localement K-convexe est une topolo-
gie polaire (proposition 3.2.); puis, on introduit la notion de famille
saturée pour comparer ces topologies; on montre que la topologie po-
laire est définie d’une façon unique par une famille saturée (corollaire
3.1.).

Dans §4, on étudie les topologies polaires compatibles avec la du-
alité séparante 〈X,Y 〉 . On montre que les topologies polaires compat-
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ibles telles que X soit fortement polaire admettent les mêmes sous-
ensemble K-fermés et fermés (corollaire 4.1.). On montre aussi que, si
K est discret et sphériquement complet, les topologies polaires com-
patibles admettent les mêmes sous-ensembles absolument K-convexes
et fermés (corollaire 4.6.); et si K est dense et sphériquement complet,
elles admettent les mêmes sous-ensembles absolument K-convexe, K-
fermés et fermés (corollaire 4.7.). En outre, si Y est faiblement com-
plet, on montre que les topologies polaires compatibles telles que X
soit polaire admettent les mêmes sous-ensembles bornés (corollaire
4.5.).

Dans §5, on donnne quelques résultats relatifs aux espaces tonnelés
et réflexifs dans la dualité séparante 〈X, Y 〉 ; on caractérise les topolo-
gies polaires compatibles telles que X soit tonnelé, et on montre que
si K sphériquement complet et τ est une topologie polaire compatible,
X est τ -réflexif (corollaire 5.3.).

§1. Préliminaires.

Soit (K, |.|) un corps valué n.a., |K| \ {0} est un sous-groupe mul-
tiplicatif de R∗

+; s’il est cyclique, on dit que la valeur absolue n.a. |.|
est discrète, ou que K est discret. Sinon, |K| \ {0} est dense dans R∗

+,
et on dit que |.| est dense, on que K est dense. Dans les deux cas, il
existe ρ > 1 et (λn)n∈Z tels que |λn| = ρn ∀n ∈ Z ([8]).

Un corps valué n.a. est dit local s’il est localement compact; les
corps valué n.a. locaux sont: 1◦ le completé d’une extension transcen-
dante simple d’un corps fini; 2◦ les extensions algébriques finies d’un
corps Qp, où Qp est le corps des nombres p-adiques ([3]) .

Un corps valué n.a. est dit sphériquement complet si toute famille
de boules dans K qui est totalement ordonnée par inclusion admet une
intersection non vide. Cette notion a été introduite par Ingletion [2]
pour étudier le théorème de Hahn-Banach dans les espaces normés n.a.
Un corps valué n.a. discret et complet est sphériquement complet, et
tout corps valué n.a. local est sphériquement complet ([8]) .

Soit E un K-espace vectoriel, un sous-ensemble A de E est dit
absolument K-convexe si λx + µy ∈ A pour tous x, y ∈ A et λ, µ ∈ K
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tels que |λ| ≤ 1 et |µ| ≤ 1. Si A est un sous-ensemble de E, Γ(A)
est l’enveloppe absolument K-convexe de A, c’est le plus petit sous-
ensemble absolument K-convexe contenant A. On appelle base de filtre
K-convexe sur E, une base de filtre sur E formée d’ensembles de la
forme x + A, où x ∈ E et A est absolument K-convexe; et on appelle
filtre K-convexe sur E un filtre sur E engendré par une base de filtre
K-convexe. Un sous-ensemble M de E est dit C-compact si tout filtre
K-convexe sur M posséde au moins un point adhérent dans M. Tout
compact est C-compact; tout sous-ensemble fermé d’un C-compact
est C-compact, et tout sous-ensemble absolument K-convexe et C-
compact est fermé ([7]) .

Un sous-ensemble de E C-compact n’est pas nécessairement borné.

Un sous ensemble A absolument K-convexe d’un K-espace vecto-
riel E est dit K-fermé si pour tout x ∈ E l’ensemble {|λ| /λx ∈ A} est
fermé dans |K| .

Si p est une semi-norme n.a.; sur E, Bp(0, 1) = {x ∈ E/p(x) ≤ 1}
est K-fermée.

Proposition 1.1. Soit A un sous-ensemble de Eabsolument K-convexe.

1◦si Kest discret; Aest K-fermé;

2◦ si Kest dense; Aest K-fermé si, et seulement si, pour tout x ∈
Etel que λx ∈ A pour tout |λ| < 1, x ∈ A.

L’intersection d’une famille de sous-ensembles K-fermés est K-
fermée.

Si A est un sous-ensemble de E absolument K-convexe, on note
Kf(A) l’enveloppe K-fermée de A, c’est le plus petit sous-ensemble
K-fermé contenant A. Si K est discret Kf(A) = A, et si K est dense
Kf(A) = ∩

|λ|>1
λA.

Tout espace vectoriel topologique sur K admet un système fonda-
mental de voisinages (S.F.V.) de 0 équilibrés et qu’on peut choisir ou-
verts ou fermés. Un espace vectoriel topologique sur K(E, τ) est dit lo-
calement K-convexe s’il admet un S.F.V. de 0 formé de sous-ensembles
absolument K-convexes, dans ce cas la topologie τ est définie par une
famille P de semi-normes n.a. τ -continues sur E; de plus, si K est
discret, on peut supposer que Np = {p(x)/x ∈ E} ⊂ |K| pour tout
p ∈ P ([3] .) .
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Soit (E, τ) un espace localement K-convexe; une semi-norme n.a.

p sur E est dite τ -polaire si p = sup
{
|f | /f ∈ E

′
et |f | ≤ p

}
. Si

K est sphériquement complet, toute semi-norme n.a. sur E est τ -
polaire. Si K n’est pas sphériquement complet on a (m(K)/c0(K))

′
=

{0} ([4] , p.108), où m(K) est l’ensemble des suites bornées dans K
et c0(K) est l’ensemble des suites nulles dans K; donc la norme n.a.
canonique sur m(K)/c0(K) n’est pas polaire.

Proposition 1.2. ([6] , proposition 3.2.)
Soient (E, τ) un espace localement K-convexe et p une semi-norme

n.a. sur E; les affirmations suivantes sont équivalentes :
(i) p est τ -polaire;
(ii) ∀a ∈ E et ∀λ ∈ K tels que |λ| < p(a), ∃f ∈ E

′
telle que

f(a) = λ et |f | ≤ p;
(iii) ∀D sous-espace de E de dimension 1, ∀ε > 0 et ∀f ∈ D

′

telle que |f | ≤ p sur D, ∃f ∈ E
′

un prolongement de f telle que∣∣∣f
∣∣∣ ≤ (1 + ε)p sur E;

(iv) ∀a ∈ E\Bp(0, 1), ∃f ∈ E
′
telle que |f(a)| > 1 et

∣∣∣f(Bp(0, 1))
∣∣∣ ≤

1.

Remarque 1.1. 1◦ Schikhof a défini algébriquement une semi-norme
n.a. polaire ([6] , p.194) . On a donné cette définition grâce au dual
topologique d’un espace localement K-convexe; cependant les condi-
tions de la proposition 3.2. de [6] ne changent que pour les formes
linéaires, elles sont continues dans notre cas.

2◦ Si K est sphériquement complet, on a toutes les conditions (i)-
(iv); de plus, on peut prendre |λ| ≤ p(a) dans (ii) et ε ≥ 0 dans
(iii).

On dit que E est τ -polaire si la topologie τ peut être définie par une
famille de semi-normes n.a. τ -polaires; et on dit que E est fortement-τ -
polaire si toute semi-norme n.a. τ -continue sur E est τ -polaire. Tout
espace fortement-τ -polaire est τ -polaire; et si K est sphériquement
complet, tout espace localement K-convexe est fortement-τ -polaire. Si
K n’est pas sphériquement complet m(K)/c0(K) n’est pas fortement-
τ̃∞-polaire, où τ̃∞ est la topologie définie par la norme n.a. canonique
de m(K)/c0(K).

Les espaces suivantes sont fortement-τ -polaires ([6] , p.197) :
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1◦ Les espaces localement K-convexes de dimension finie ou
dénombrable;

2◦ Les espaces localement K-convexes avec une base de Schauder;
3◦ Les espaces localement K-convexes munis de la topologie faible.
Une caractérisation importante de la classe des espaces fortement-

τ -polaires est le prolongement des formes linéaires continues:

Théorème 1.1. ([6] , théorème 4.2.)
Soit (E, τ)un espace localement K-convexe; les affirmations suiv-

antes sont équivalentes :
(i) Eest fortement-τ -polaire;
(ii) Evérifie la propriété de Hahn-Banach:
Soient Dun espace de E, pune semi-norme n.a. sur E, ε > 0et

f ∈ D
′
telle que |f | ≤ psur D, il existe f ∈ E

′
un prolongement de

f telle que
∣∣∣f

∣∣∣ ≤ (1 + ε)psur E.

§2. Dualité séparante

Soient X et Y deux K-espaces vectoriels mis en dualité séparante
〈X,Y 〉.

Si A est un sous-ensemble de X, A◦ = {y ∈ Y/ |〈x, y〉| ≤ 1 ∀x ∈ A}
est appelé le polaire de A. On définit d’une façon symétrique le polaire
d’un sous-ensemble de Y. Si A est un sous-ensemble de X et B est un
sous-ensemble de Y, on a: B◦ absorbe A si, et seulement, A◦ absorbe
B.

La topologie faible σ(X,Y ) sur X admet {A◦/A ∈ F} comme
S.F.V. de 0, où F est l’ensemble des parties finies de Y.

On montre que Y est isomorphe au dual topologique faible de X
par l’isomorphisme

ψ : Y −→ (X, σ(X,Y ))
′

y −→ fy : X −→ K
x −→ 〈x, y〉

Proposition 2.1. Soit Aun sous-ensemble de X.
1◦ A◦est absolument K-convexe et σ(Y, X)-fermé;
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2◦ Aest σ(X,Y )-borné si, et seulement si, A◦est absorbant;
3◦ Si Aest absorbant, A◦est σ(Y,X)-borné.

Soient τ une topologie sur X et H un sous-ensemble de Y ; on dit
que H est τ -équicontinu si pour tout ε > 0, il existe U un voisinage
de 0 tel que |〈U,H〉| ≤ ε.

Si H est τ -équicontinu, Γ(H) est τ -équicontinue et H est σ(Y, X)-
borné.

Proposition 2.2. Soient τune topologie sur Xet Hun sous-ensemble
de Y ;les affirmations suivantes sont équivalentes :

(i) Hest τ -équicontinu;
(ii) Hest contenu dans le polaire d’un voisinage de 0;
(iii) H◦est un voisinage de 0.

Si U est un voisinage de 0, U◦ est τ -équicontinu.

Théorème 2.1. Soit Bun sous-ensemble de Y ;pour que Bsoit σ(Y, X)-
relativement compact il faut, et il suffit, que pour tout x ∈ X B(x) =
{〈x, y〉 /y ∈ B}soit relativement compact dans K.

Preuve. Soit KX l’espace de toutes les applications de X dans K
muni de la topologie de la convergence simple τs. Un S.F.V. de 0 pour

τs est formé par les ensembles W (A, n) =

{
f ∈ KX/ |f(A)| ≤ 1

ρn

}
où

n ∈ N et A décrit l’ensemble des parties finies de X.

W (A, n) ∩ Y =
1

λn

A◦; donc τs/Y = σ(Y, X), et le résultat découle

de ([8] , théorème 4.2.) .

Proposition 2.3. Soit Bun sous-ensemble de Y.
1◦ Supposons que Ksoit local; si Best σ(Y,X)-borné, Best σ(Y,X)-

relativement compact.
2◦ Supposons que Ksoit sphériquement complet; si Best absolu-

ment K-convexe et σ(Y, X)-borné, Best σ(Y, X)-relativement C-compact.

Preuve. 1◦ Pour tout x ∈ X, B(x) = {〈x, y〉 /y ∈ B} est borné dans
K, donc relativement compact, et par suite B est σ(Y, X)-relativement
compact.
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2◦ Pour tout x ∈ X, B(x) est absolument K-convexe et borné dans
K, donc B(x) est C-compact, et alors B est contenu dans un sous-
ensemble A absolument K-convexe et σ(Y, X) − C−compact ([7]) .
A est donc σ(Y, X)-fermé, et alors B est σ(Y,X)-relativement C-
compact.

Corollaire 2.1. Soit Aun sous-ensemble absorbant de X.
1◦ Si Kest local, A◦est σ(Y,X)-compact.
2◦ Si Kest sphériquement complet, A◦est σ(Y, X)-C-compact.

Soit A un sous ensemble de X, A◦◦ = {x ∈ X/ |〈x, y〉| ≤ 1 ∀y ∈ A◦}
est appelé le bipolaire de A. On définit de la même façon le bipolaire
d’un sous-ensemble de Y.
A◦◦ est absolument K-convexe et σ(X, Y )-borné.

Proposition 2.4. Soit Aun sous-ensemble de X
1◦ Si Aest σ(X, Y )-borné, A◦◦est σ(X,Y )-borné.
2◦ A◦est σ(Y, X)-borné si, et seulement si, A◦◦est absorbant.

Soit A un sous-ensemble de X; on dit que A est Y -fermé si pour
tout x ∈ X \ A, il existe y ∈ Y tel que |〈x, y〉| > 1 et |〈A, y〉| ≤ 1.

X est Y -fermé; et pour tous y ∈ Y et
n ∈ Z Bn(y) = {x ∈ X/ |〈x, y〉| ≤ ρn} est Y -fermé. L’intersection de
sous-ensembles Y -fermés est un sous-ensemble Y -fermé. On appelle
enveloppe Y -fermée d’un sous-ensemble A de X le plus petit sous-
ensemble Y -fermé contenant A, on la note Ã.

Proposition 2.5. Soit Aun sous-ensemble de X.
1◦ Ã = A◦◦.
2◦ Aest Y -fermé si, et seulement si, A = A◦◦.
3◦ Si Aest σ(X, Y )-borné, Ãest σ(X,Y )-borné et c’est le plus petit

sous-ensemble Y−fermé et σ(X,Y )-borné contenant A.

Proposition 2.6. Supposons que Ksoit sphériquement complet, et
soit Aun sous-ensemble de Xabsolument K-convexe et σ(X, Y )-fermé.

1◦ Si Kest discret, Aest Y -fermé et on a: A◦◦ = A.
2◦ Si Kest dense, A◦◦ ⊂ αA ∀ |α| > 1.

Preuve.1◦ Soit x0 ∈ X \ A, il existe une forme linéaire σ(X, Y )-
continue sur X telle que |f(x0)| > 1 et |f(A)| ≤ 1 ([8] , théorème 3.10) .
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Soit y0 ∈ Y tel que f = fy0, on a |〈x0, y0〉| > 1 et |〈A, y0〉| ≤ 1.

2◦ Soient |α| > 1 et x0 ∈ X \ αA, il existe une forme linéaire

σ(X, Y )-continue telle que f
(

x0

α

)
= 1 et |f(A)| ≤ 1 ([8] , théorème

3.10.

Alors il existe y0 ∈ Y tel que |〈x0, y0〉| = |α| > 1 et |〈A, y0〉| ≤
1; donc x0 /∈ A◦◦.

Proposition 2.7. Soient 〈X,Y 〉et 〈R, S〉deux dualités séparantes sur
Ket
u : X −→ Rune application linéaire.

u est (σ(X, Y ), σ(R, S))-continue si, et seulement si, u∗(S) ⊂ Y ;où
u∗est l’adjoint algébrique de u.Dans ce cas la restriction u

′
de u∗sur

Sest (σ(S, R), σ(Y, X))-continue, et u
′′

= (u
′
)
′
= u.

Preuve. ([5] , p.128) .

Proposition 2.8. Soient 〈X,Y 〉et 〈R, S〉deux dualités séparantes sur
K,et
u : X −→ Rune application linéaire (σ(X, Y ), σ(R, S))-continue.

1◦ [u(A)]◦ = (u
′
)−1(A◦) ∀A ⊂ X;

2◦ u(A) ⊂ B ⇒ u(B◦) ⊂ A◦ ∀A ⊂ Xet ∀B ⊂ R;

3◦ u−1(D◦) =
[
u
′
(D)

]◦ ∀D ⊂ S;

4◦ u
′
(D) ⊂ C ⇒ u(C◦) ⊂ D◦ ∀D ⊂ Set ∀C ⊂ Y.

Soient 〈X, Y 〉 et 〈R,S〉 deux dualités séparantes sur K, et soient
π : X −→ R et
δ : R −→ X deux applications linéaires telles que πoδ = idR. Si π
est (σ(X,Y ), σ(R,S))-continue et δ est (σ(R, S), σ(X,Y ))-continue,
alors π∗(S) ⊂ Y et δ∗(Y ) ⊂ S. Posons π

′
= π∗/S et δ

′
= δ∗/Y . On a

δ
′
oπ

′
= idS.

Proposition 2.9. Soient πet δdeux applications linéaires définies
comme ci-dessus, et soient τune topologie sur Xet τδla topologie image
réciproque de τpar δdéfinie sur R.

Si τadmet comme S.F.V. de 0 {A◦/A ∈ A}où A est une famille de

sous-ensembles de Y,τδadmet comme S.F.V de 0
{[

δ
′
(A

]◦
/A ∈ A

}
.



226 R. Ameziane Hassani and M. Babahmed

Preuve. Soit V un voisinage de 0 pour τδ, il existe U un voisinage
de 0 pour τ tel que δ−1(U) ⊂ V. Soit A ∈ A el que A◦ ⊂ U ; on a

δ−1(A◦) ⊂ V, d’où
[
δ
′
(A)

]◦ ⊂ V (proposition 2.8.).

§3. Topologies polaires

SoitA une famille de sous-ensembles de Y σ(Y,X)-bornés vérifiant:
(a) A est filtrante à droite par inclusion;
(b) Y = U

A∈A
A;

(c) Il existe λ0 ∈ K, |λ0| > 1, tel que λ0A ∈ A ∀A ∈ A.
On appelle topologie polaire de A-convergence sur X la topologie

admettant comme S.F.V. de 0 {A◦/A ∈ A} .
La topologie polaire deA-convergence ne change pas si on remplace

A par:
1◦ L’ensemble des intersections finies des éléments de A;
2◦ L’ensemble des enveloppes absolument K-convexes des éléments

de A;
3◦ L’ensemble des parties des éléments de A;
4◦ L’ensemble des sommes finies des éléments de A;
5◦ L’ensemble des réunions finies des éléments de A;
6◦ L’ensemble des adhérences faibles des éléments de A.
Ainsi, au besoin, on peut supposer que A vérifie une ou plus de

ces proprietés.
En particulier, si A est l’ensemble de tous les sous-ensembles de

Y :
1◦ absolument K -convexes et σ(Y,X)-compacts, on a la topologie

de Mackey τm(X, Y );
2◦ absolument K-convexes, σ(Y,X)-bornés et σ(Y,X)-C-compacts,

on a la topologie C-compacte τc(X,Y );
3◦ σ(Y, X)-bornés et X-fermés, on a la topologie X-fermée τf (X,Y );
4◦ σ(Y, X)-bornés, on a la topologie forte τb(X, Y ).
On a: σ(X, Y ) ≤ τm(X, Y ) ≤ τc(X, Y ) ≤ τb(X, Y );

σ(X, Y ) ≤ τf (X, Y ) ≤ τb(X, Y ).

Exemple 3.1. Soient m(K) l’ensemble de toutes les suites bornées
dans K et c0(K) l’ensemble de toutes les suites nulles dans K munis de
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la norme n.a. ‖(xi)‖∞ = sup
i
| xi | . On considère la dualité séparante

〈m(K), c0(K)〉 .
La topologie forte τb(m(K), c0(K)) est détérminée par la norme n.a.
‖(xi)‖ = sup {| xiyi | /(yi)εc0(K) et ‖(yi)‖ ≤ 1} . Or ‖.‖ = ‖.‖∞ ;
donc la topologie forte τb(m(K), c0(K)) cöıncide avec la topologie
définie par la norme n.a. ‖.‖∞ .

Proposition 3.1. Toute topologie polaire de A-convergence sur Xest
une topologie localement K-convexe.

Preuve. Soit τ une topologie polaire de A-convergence sur X; pour
tout A ∈ A, A◦ est absolument K-convexe, il suffit donc de montrer
que τ est une topologie vectorielle. Pour tout A ∈ A, A◦ est absorbant

et équilibré, A◦+A◦ ⊂ A◦ et
1

λ0

A◦ = (λ0A)◦ ∈ A◦; de plus, A◦ est une

base de filtre sur X, donc A◦ est un S.F.V. de 0 pour une topologie
vectorielle sur X ([5] , p.14) .

Définition 3.1. Soit τune topologie vectorielle sur X;on dit que
τest une topologie polaire s’il existe une famille Ade sous-ensembles
σ(Y,X)-bornés de Y vérifiant les conditions (a), (b) et (c) et telle que
τsoit une topologie polaire de A-convergence.

Si τ est une topologie polaire de A-convergence sur X, elle est
définie par la famille de semi-normes n.a. (pA)A∈A, avec pA(x) =
sup {|〈x, y〉| /y ∈ A} .

Si K est sphériquement complet, on a la réciproque de la proposi-
tion 3.1.

Proposition 3.2.Si Kest sphériquement complet, la topologie de tout
espace localement K-convexe est une topologie polaire.

Preuve. Soient (E, τ) un espace localement K-convexe et U un S.F.V.
de 0 formé de sous-ensembles absolument K-convexes, absorbants et
τ -fermés. Considérons la dualité séparante

〈
E,E

′〉
. Pour tout U ∈

U , U◦ est σ(E
′
, E)-borné; posons A = {U◦/U ∈ U} . A vérifie les

conditions (a), (b) et (c), et on a pour tout U ∈ U , U◦◦ = U ; donc τ
est la topologie polaire de A-convergence sur E.
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Remarque 3.1. Soit (E, τ)un espace localement K-convexe; si Eest
τ -polaire, τadmet un S.F.V de 0formé par des sous-ensembles E

′
-

fermés, et alors τ est une topologie polaire sur E.

Théorème 3.1. Supposons que Ksoit sphériquement complet, et soit
τune topologie vectorielle sur X;pour que τsoit une topologie polaire il
faut, et il suffit, que τadmette un S.F.V de 0formé de sous-ensembles
absolument K-convexes, absorbants et σ(X, Y )-fermés. .

Preuve.La condition nécessaire est évidente; pour la condition suff-
isante, soit U un S.F.V de 0 pour τ formé de sous-ensembles absol-
ument K-convexes, absorbants et σ(X, Y )-fermés. Pour tout U ∈
U , U◦ est σ(Y,X)-borné; posons A = {U◦/U ∈ U} . A satisfait les
conditions (a), (b) et (c). Soit τ

′
la topologie polaire de A-convergence

sur X.
Pour tout U ∈ U ,U ⊂ U◦◦, donc τ ≥ τ

′
; U est absolument K-

convexe et σ(X,Y )-fermé, donc λU◦◦ ⊂ U pour |λ| < 1 (proposition
2.6.), et alors τ

′ ≥ τ.

Proposition 3.3. Soit τune topologie polaire de A-convergence sur
X,si τ̃désigne la topologie polaire de Ã-convergence sur X,alors τcöıncide
avec τ̃ .

Preuve. Ã =
{
Ã/A ∈ A

}
est une famille de sous-ensembles σ(Y,X)-

bornés qui vérifie les conditions (a), (b) et (c), et on a pour tout
A ∈ A, (Ã)◦ = A◦◦◦ = A◦.

Remarque 3.2. Si τest une topologie polaire de A-convergence sur
X,on peut supposer que Aest Y -fermé pour tout A ∈ A.

Proposition 3.4. 1◦ Si Kest local, la topologie forte τb(X, Y )cöıncide
avec la topologie de Mackey τm(X,Y ).

2◦ Si Kest sphériquement complet, la topologie forte τb(X, Y )cöıncide
avec la topologie C-compacte τc(X, Y ).

Preuve. 1◦ Soit A un sous-ensemble σ(Y,X)-borné de Y ; Γ(A)
σ(Y,X)

est σ(Y, X)-borné et σ(Y, X)-fermé, donc σ(Y,X)-compact (proposi-

tion 2.3.), et on a A◦ =
[
Γ(A)

σ(Y,X)
]◦

.
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2◦ D’une façon analogue.

Définition 3.2. Soit Aune famille de sous-ensemble de Y ;on dit que
Aest saturée si: A ∈ Aet B ⊂ A◦◦ ⇒ B ∈ A.

Si Aest une famille de sous-ensemble de Y,l’enveloppe saturée de
Aest la plus petite famille saturée contenant A;on la note Sa (A).

Sa (A) = {B ⊂ Y/∃A ∈ A : B ⊂ A◦◦} .

Proposition 3.5. Soit τune topologie polaire de A-convergence sur
X; τcöıncide avec la topolaire polaire de Sa (A)-convergence.

Preuve. Pour tout B ∈ Sa(A), B est σ(Y, X)-borné, et Sa (A)
satisfait les conditions (a), (b) et (c). Soit B ∈ Sa (A), il existe A ∈ A
tel que B ⊂ A◦◦, et alors A◦ ⊂ B◦.

Remarque 3.3. Pour une topologie polaire de A-convergence sur
X;on peut supposer que Asoit une famille saturée.

Proposition 3.6. Soit τ(resp τ
′
) une topologie polaire de A-convergence

(resp. B-convergence) sur X;si Aest saturée, on a: τ ≥ τ
′
si, et seule-

ment si, A ⊃ B.

Preuve. Soit B ∈ B, il existe A ∈ A tel que A◦ ⊂ B◦, donc B ⊂
B◦◦ ⊂ A◦◦, et alors B ∈ A.

Corollaire 3.1. Soit τ(resp τ
′
) une topologie polaire de A-convergence

(resp. B-convergence); pour que τcöıncide avec τ
′
il faut, et il suffit,

que A = B.

Preuve. On peut supposer que A et B soient saturées (remarque
3.3.).

Maintenant, on va comparer les ensembles complets pour deux
topologies polaires comparables; on donne d’abord le lemme suivant:

Lemme 3.1. Soient Eun K-espace vectoriel et τ, τ
′
deux topolo-

gies vectorielles sur Etelles que τ
′
admette un S.F.V. de 0τ -fermés.

Si (xi)i∈Iest une suite généralisée de Cauchy dans (E, τ
′
)telle qu’elle

converge vers x0 dans (E, τ),alors (xi)i∈Iconverge vers x0dans (E, τ
′
).
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Preuve. Soit U un voisinage de 0 τ -fermé dans (E, τ
′
); il existe i0 ∈ I

tel que xi−xj ∈ U ∀i, j ≥ i0. U est τ -fermé, donc xi−x0 ∈ U ∀i ≥ i0,
et par suite (xi)i∈I converge vers x0 dans (E, τ

′
).

Théorème 3.2. Soient τet τ
′
deux topologies polaires sur Xtelles

que τsoit moins fine que τ
′
;si Mest un sous-ensemble de Xτ -complet,

Mest τ
′
-complet.

Preuve. τ
′
admet un S.F.V.de 0 σ(X,Y )-fermés, donc τ -fermés. Soit

(xi)i∈I une suite généralisée de Cauchy dans (M, τ
′
), elle est de cauchy

dans (M, τ), donc elle converge vers x0 dans (M, τ); et alors (xi)i∈I

converge vers x0 dans (M, τ
′
) (Lemme 3.1.).

Proposition 3.7. Soient πet δles applications linéaires de la proposi-
tion 2.9.; si τ est une topologie polaire de A-convergence sur X etτδest
la topologie image réciproque de τpar δsur R; on a :

1◦τδest la topologie polaire de δ
′
(A)-convergence sur R.

2◦πest (τ, τδ)-continue si, et seulement si, π
′
oδ

′
(A) ∈ Apour tout

A ∈ A.

Preuve. 1◦ (δ
′
)∗(R) ⊂ X, donc δ

′
est (σ(Y,X), σ(S, R))-continue.

Pour tout A ∈ A, δ
′
(A) est σ(S, R)-borné. δ

′
est surjective, donc

δ
′
(A) recouvre S; de plus, pour tout A ∈ A, δ−1(A◦) =

[
δ
′
(A)

]◦

(proposition 2.8.). Donc τδ est la topologie polaire de δ
′
(A)-convergence.

2◦ On peut supposer que A◦◦ = A et P(A) ⊂ A pour tout A ∈ A.

Supposons que π soit (τ, τδ)-continue, et soit A ∈ A, π−1
([

δ
′
(A)

]◦)

est un voisinage de 0 dans (X, τ); il existe B ∈ A tel que B◦ ⊂
π−1

([
δ
′
(A)

]◦)
=

[
π
′
oδ

′
(A)

]◦
, donc π

′
oδ

′
(A) ⊂ B◦◦ = B, et par suite

π
′
oδ

′
(A) ∈ A.

Réciproquement, soit A ∈ A, π−1
([

δ
′
(A)

]◦)
=

[
π
′
oδ

′
(A)

]◦
est un

voisinage de 0 dans (X, τ); donc π est (τ, τδ)-continue.

Proposition 3.8. Si τest la topologie faible (resp. de Mackey; resp.
C-compacte; resp. X-fermée; resp. forte) sur X, τδest la topologie
faible (resp. de Mackey; resp. C-compacte; resp. X-fermée; resp.
forte) sur R.
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Preuve. Supposons que τ soit la topologie de Mackey sur X. δ
′
est

(σ(Y,X), σ(S, R)-continue, donc pour tout A ∈ A δ
′
(A) est σ(S, R)−

borné. Si A est absolument K- convexe et σ(S, R)-compact dans
Y, δ

′
(A) est absolument K-convexe et σ(S, R)-compact dans S.

Réciproquement, si B est absolument K-convexe et σ(S, R)-compact
dans R; posons A = π

′
(B); π

′
est (σ(S,R), σ(Y, X))-continue, donc

A est absolument K-convexe et σ(Y, X)-compact dans Y, et on a
δ
′
(A) = B. Donc τδ est la topologie de Mackey sur R.

La démonstration est analogue pour les autres; pour la topologie
X-fermée, on utilise les relations de la proposition 2.8.

§4. Topologies compatibles

Une topologie localement K-convexe τ sur X est dite compatible
avec la dualité 〈X, Y 〉 , ou (X, Y )-compatible, si Y est isomorphe au
dual topologique de X muni de la topologie τ.

La topologie faible σ(X, Y ) est la topologie la moins fine parmi les
topologies (X,Y )-compatibles, et on montre qu’il existe une topolo-
gie notée τ(X, Y ) qui est la plus fine parmi les topologies (X,Y )-
compatibles, c’est la topologie borne supérieure de toutes les topolo-
gies (X, Y )-compatibles.

Exemple 4.1. Soient ω(K) l’ensemble de toutes les suites dans K et
ϕ(K) l’ensemble des suites finies dans K . ω(K) peut être identifié au
produit Π

i≥1
Ki , avec Ki = K ∀i ≥ 1 .On munit ω(K) de la topologie

produit τω , et on considère la dualité séparante 〈ω(K), ϕ(K)〉 . La
topologie τω cöıncide avec la topologie faible σ(ω(K), ϕ(K)) . ω(K)
est τω-complet ( K est complet ), donc il est σ(ω(K), ϕ(K))-complet,
et alors la topologie forte τb(ω(K), ϕ(K)) cöıncide avec la topologie
faible σ(ω(K), ϕ(K)). Donc toutes les topologies polaires sur ω(K)
sont (ω(K), ϕ(K))-compatibles.

Exemple 4.2. Considérons la dualité séparante 〈c0(K),m(K)〉 . On
a (c0(K), ‖.‖∞)

′
= m(K) ( [3], p.65); donc la topologie définie sur

c0(K) par la norme n.a. ‖.‖∞ est (c0(K),m(K))-compatible .

Proposition 4.1. Supposons que Ksoit sphériquement complet, et
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soient τune topologie (X, Y )-compatible sur Xet Aun sous-ensemble
de Xabsolument K-convexe et τ -fermé.

1◦Si Kest discret, Aest Y -fermé.
2◦Si Kest dense, A◦◦ ⊂ αA ∀ |α| > 1.

Théorème 4.1. Supposons que Ksoit sphériquement complet, et
soit τune topologie (X,Y )-compatible sur X; τposséde un S.F.V. de
0formé de sous-ensembles absolument K-convexes et Y -fermés.
Preuve. Soit (Pi)i∈I une famille de semi-normes n.a. sur X définissant
la topologie τ. Un S.F.V. de 0 pour τ est formé par les intersections

finies des ensembles U(i, n) =

{
x ∈ X/Pi(x) ≤ 1

ρn

}
où i ∈ I et n ∈ N.

U(i, n) est absolument K-convexe, et on montre qu’il est Y -fermé.

Proposition 4.2. Soient τune topologie (X, Y )-compatible et Aun
sous-ensemble de Y.

1◦ A◦est τ -fermé.

2◦ A◦ =
[
Γ(A)

]◦
.

Preuve. 1◦ A◦ = ∩
y∈A

y−1(BK(0, 1)), et y est τ -continue ∀ y ∈ Y.

2◦ Soit y ∈ A◦; A ⊂ A◦◦ ⊂ y◦. y◦ est absolument K-convexe et

τ -fermé, doncΓ(A) ⊂ y◦, et alors y ∈ y◦◦ ⊂
[
Γ(A)

]◦
.

Proposition 4.3. Soient τune topologie (X, Y )-compatible et pune
semi-norme n.a. sur X. Pour que psoit τ -polaire il faut, et il suffit,
que Bp(0, 1)soit Y -fermée.

Preuve. Découle de la proposition 1.2.(iv).

Proposition 4.4. Soient τune topologie (X,Y )-compatible, Uun voisi-
nage absolument K-convexe de 0et pla semi-norme n.a. associée à U.

Si Uest Y -fermé, pest τ -polaire.

Preuve.Si K est discret, U = Bp(0, 1), et alors p est τ -polaire.
Si K est dense, Bp(0, 1) ⊂ U ⊂ Bp(0, 1). Soit x /∈ Bp(0, 1), x /∈ U,

alors il existe y ∈ Y tel que |〈x, y〉| > 1 et |〈U, y〉| ≤ 1.
Supposons qu’il existe z ∈ X tel que p(z) = 1 et |〈z, y〉| > 1.
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Soit λ ∈ K tel que |〈z, y〉| > |λ| > 1.
∣∣∣∣
〈

z

λ
, y

〉∣∣∣∣ > 1 et p
(

z

λ

)
=

1

|λ| < 1 ce qui est absurde; donc
∣∣∣
〈
Bp(0, 1), y

〉∣∣∣ ≤ 1.

Théorème 4.2. Soit τune toplogie (X, Y )-compatible; pour que Xsoit
fortement-τ -polaire il faut, et il suffit, que tout sous-ensemble τ -fermé
et K-fermé soit Y -fermé.

Preuve. Analogue à celle de ([6] , théorème 4.7.) .

Corollaire 4.1.Les topologies τ (X, Y )-compatibles telles que Xsoit
fortement-τ -polaire admettent les mêmes sous-ensembles τ -fermés et
K-fermés.

Corollaire 4.2. Soit τune topologie (X,Y )-compatible, si Xest fortement-
τ -polaire, on a:

1◦ Tout sous-ensemble K-fermé et τ -fermé est σ(X,Y )-fermé;
2◦Tout sous-espace τ -fermé est σ(X, Y )-fermé.

Proposition 4.5. Soient τune topologie (X, Y )-compatible et Aun
sous-ensemble de Xabsolument K-convexe; si Xest fortement-τ -polaire,
on a: Kf(A) = A◦◦.

Preuve. Kf(A) est τ -fermé et K-fermé, donc Y -fermé (théorème
4.2.), et alors A◦◦ = Ã ⊂ Kf(A). D’autre part, A◦◦ est τ -fermé et
K-fermé, donc Kf(A) ⊂ A◦◦.

Corollaire 4.3. Soit Aun sous-ensemble de Xabsolument K-convexe,

on a: Kf(A
σ(X,Y )

) = A◦◦.

Maintenant, on va caractériser les topologies τ (X, Y )-compatibles
telles que X soit τ -polaire.

Théorème 4.3. Soit τune topologie localement K-convexe sur X;si
X est τ -polaire, les affirmations suivantes sont équivalentes :

(i) τest (X, Y )-compatible;
(ii) τest une topologie polaire de A-convergence, où Aest formée

de sous-ensembles de Y σ(Y, X)-bornés et X-fermés.
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Preuve. (i)⇒(ii). Soit P la famille filtrante et stable par multipli-
cation par un scalaire de semi-normes n.a. définissant la topologie
τ.

Pour tout p ∈ P posons Ap = {y ∈ Y/ |〈x, y〉| ≤ p(x) ∀x ∈ X} ;

et soit A =

{
A√/√ ∈ P

}
. A est filtrante à droit par inclusion.

Pour tout x ∈ X |〈x,Ap〉| ≤ p(x), donc Ap est σ(Y, X)-borné.
Soit y ∈ Y, y est τ -continue; il existe p ∈ P tel que |〈x, y〉| ≤

p(x) ∀x ∈ X, donc y ∈ Ap. En outre, pour tout λ ∈ K et pour tout
p ∈ P on λAp = A|λ|p. Soit τ

′
la topologie polaire de A-convergence

sur X; τ
′
est définie par la famille de semi-normes n.a. (qAp)p∈P , avec

qAp(x) = sup {|〈x, y〉| /y ∈ Ap} .
Comme p est τ -polaire ∀p ∈ P , on a qAp = p; et alors τ

′
= τ.

D’autre part, pour tout p ∈ P Ap est K-fermé et
Ap = ∩

x∈X
x−1(Bp(0, p(x))) est σ(Y, X)-fermé, donc Ap est X-fermé (Y

est fortement-σ(Y, X)-polaire).
(ii)⇒(i) τ est une topologie polaire, donc σ(X, Y ) ≤ τ, et alors

Y ⊂ X
′
.

Soit f ∈ X
′
, il existe A ∈ A tel que |f(A◦)| ≤ 1, donc f ∈ A◦◦ dans

la dualité séparante
〈
X, X

′〉
. A est X-fermé, donc A est K-fermé et

σ(Y, X)-fermé, alors A est σ(X
′
, X)-fermé, d’où A est X-fermé dans

la dualité séparante
〈
X, X

′〉
(X

′
est fortement-σ(X

′
, X)-polaire), et

par suite f ∈ A ⊂ Y.
Si K est sphériquement complet, on a le résultat suivant:

Théorème 4.4. Supposons que Ksoit sphériquement complet; si τest
une topologie localement K-convexe sur X, les affirmations suivantes
sont équivalentes :

(i) τest (X,Y )-compatible;
(ii) τest une topologie polaire de A-convergence, où Aest formée

de sous ensembles de Y absolument K-convexes, σ(Y, X)-bornés et
σ(Y, X)-C-compacts.

Preuve. (i)⇒(ii) . Soit τ une topologie (X, Y )-compatible, τ posséde
un S.F.V. de 0 , U formé de sous-ensembles absolument K-convexes
et Y -fermés (théorème 4.1.). Posons A = {U◦/U ∈ U} , alors τ est la
topologie polaire de A-convergence sur X; et pour tout U ∈ U , U◦ est
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absolument K-convexe, σ(Y,X)-borné (U est absorbant) et σ(Y, X)-
C-compact (corollaire 2.1.).

(ii)⇒(i). On a Y ⊂ X
′
; soit f ∈ X

′
, il existe A ∈ A tel que

|f(A◦)| ≤ 1.

Donc f ∈ A◦◦ dans la dualité séparante
〈
X, X

′〉
. A est absolument

K-convexe et σ(Y,X)-C-compact, donc A est σ(Y, X)-fermé, et alors
A est σ(X

′
, X)-fermé dans X

′
, et on a A◦◦ ⊂ αA ⊂ Y pour |α| > 1,

donc f ∈ Y.
On démontre de la même façon le théorème suivant:

Théorème 4.5. Supposons que Ksoit local; si τest une topologie lo-
calement K-convexe sur X,les affirmations suivantes sont équivalentes
:

(i) τest (X, Y )-compatible;
(ii) τest une topologie polaire de A-convergence, où Aest formée

de sous-ensembles de Y absolument K-convexes et σ(Y,X)-compacts.

Corollaire 4.4. 1◦la topologie X-fermée τf (X, Y )est la topologie la
plus fine parmi toutes les topologies τ (X, Y )-compatibles telles que
Xsoit τ -polaire.

2◦ SiKest sphériquement complet, la topologie C-compact τc(X, Y )
est la topologie la plus fine parmi toutes les topologies (X,Y )-compatibles.

3◦ Si Kest local, la topologie de Mackey τm(X, Y )est la topologie
la plus fine parmi toutes les topologies (X,Y )-compatibles.

Pour les sous-ensembles bornés, on a le théorème suivant:

Théorème 4.6. Supposons que Y soit σ(Y,X)-complet, et soit τune
topologie (X,Y )-compatible telle que Xsoit τ -polaire. Pour qu’un sous-
ensemble de Xsoit τ -borné il faut, et il suffit, qu’il soit σ(X, Y )-borné.

2. Preuve

τ est une topologie polaire de A-convergence, où A est formée de
sous-ensembles σ(Y,X)-bornés et X-fermés (théorème 4.3.). Soit M
un sous-ensemble σ(Y,X)-borné; M◦ est absolument-K-convexe, ab-
sorbant et σ(Y,X)-fermé. Soit A ∈ A, A est σ(Y, X)-fermé, donc A
est σ(Y,X)-complet, et alors il existe λ ∈ K tel que A ⊂ λM◦ ([6] ,
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lemme 7.6., donc M ⊂ λA◦, et par suite M est τ -borné.

Corollaire 4.5. Si Y est σ(Y, X)-complet, toutes les topologies
τ (X,Y )-compatibles telles que Xsoit τ -polaire admettent les mêmes
sous-ensembles bornés.

Proposition 4.6. Supposons que Ksoit discret et sphériquement com-
plet, et soient τune topologie (X,Y )-compatible et Aun sous-ensemble
de X.Pour que Asoit absolument K-convexe et τ -fermé il faut, et il
suffit, que A = A◦◦.

Preuve. Si A est absolument K-convexe et τ -fermé, on a A = A◦◦

(proposition 4.1.). Réciproquement, si A = A◦◦, A est absolument
K-convexe et σ(X, Y )-fermé, donc τ -fermé.

Corollaire 4.6. Si Kest discret, les sous-ensembles absolument K-
convexes et fermés sont les mêmes pour toutes les topologies (X, Y )-
compatibles.

Proposition 4.7. Supposons que Ksoit dense et sphériquement com-
plet, et soient τune topologie (X,Y )-compatible et Aun sous-ensemble

de X absolument K-convexe et τ -fermé, on a: A
σ(X,Y ) ⊂ Kf(A).

Preuve. A◦◦ est σ(X, Y )-fermé, donc A
σ(X,Y ) ⊂ A◦◦, et alors A

σ(X,Y ) ⊂
Kf(A) (proposition 4.1.).

Corollaire 4.7. Si Kest dense et sphériquement complet, les sous-
ensembles absolument K-convexes K-fermés et fermés sont les mêmes
pour toutes les topologies (X, Y )-compatibles.

§ 5. Espaces tonnelés et espaces réflexifs

Soit (E, τ) un espace localement K-convexe; on appelle τ -tonneau
de E tout sous-ensemble de E absolument K-convexe, absorbant et τ -
fermé. Et on dit que E est τ -tonnelè si tout τ -tonneau est un voisinage
de 0.

Proposition 5.1. Soit τune topologie (X,Y )-compatible; si Xest τ -
tonnelé, tout sous-ensemble de Y σ(Y, X)-borné est τ -équicontinu.
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Preuve. Soit H un sous-ensemble de Y σ(Y, X)-borné; H◦ est
absorbant, absolument K-convexe et σ(X,Y )-fermé, donc τ -fermé, et
alors H◦ est un τ -tonneau, donc un voisinage de 0.

La réciproque de cette proposition est vraie si le corps K est
sphériquement complet:

Proposition 5.2. Supposons que Ksoit sphériquement complet, et
soit τune topologie (X,Y )-compatible, si tout sous-ensemble de
Y σ(Y, X)-borné est τ -équicontinu, Xest τ -tonnelé.

Preuve. Soit A un τ -tonneau de X, A◦ est σ(Y,X)-borné, donc A◦◦

est un voisinage de 0; or αA◦◦ ⊂ A pour |α| < 1 (proposition 4.1.),
donc A est un voisinage de 0.

Proposition 5.3. Toute topologie polaire admet un S.F.V. de 0formé
par des σ(Y, X)-tonneaux.

Proposition 5.4. Si la topologie forte τb(X,Y )n’est pas (X,Y )-
compatible, il n’existe pas de topologie τ (X, Y )-compatible telle que
Xsoit τ -tonnelé.

Preuve. Supposons qu’il existe une topologie τ (X,Y )-compatible
telle que X soit τ -tonnelé. Soit A un sous-ensemble de Y σ(Y, X)-
borné, A est τ -équicontinu (propositon 5.1.), donc A◦ est un voisinage
de 0 pour τ, et alors τ = τb(X,Y ), ce qui est absurde.

Corollaire 5.1. Si la topologie forte τb(X, Y )est (X,Y )-compatible
et Xest τb(X, Y )-tonnelé, τb(X, Y )est l’unique topologie τ (X,Y )-
compatible telle que Xsoit τ -tonnelé.

Proposition 5.5. Si Kest sphériquement complet, Xest τb(X,Y )-
tonnelé.

Preuve. τb(X, Y ) est (X, Y )-compatible (proposition 3.4.), et le
résultat découle de la proposition 5.2.

Si τ est une topologie (X, Y )-compatible, tout σ(X, Y )-tonneau est
un τ -tonneau. Pour la réciproque, si K est discret ,donc sphériquement
complet, les sous-ensembles de X absolument K-convexes et fermés
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sont les mêmes pour toutes les topologies (X,Y )-compatibles (corol-
laire 4.6.), et alors tout τ -tonneau est un σ(X, Y )-tonneau. Si K
est dense et sphériquement complet, tout τ -tonneau K-fermé est un
σ(X, Y )-tonneau (corollaire 4.7.).

Proposition 5.6. Supposons que Ksoit sphériquement complet, et
soit τune topologie (X, Y )-compatible, tout τ -tonneau de Xcontient
un σ(X, Y )-tonneau.

Preuve. Soit A un τ -tonneau de X; A est absolument K-convexe et

τ -fermé, donc A
σ(X,Y ) ⊂ αA pour |α| > 1 (proposition 4.1.).

1

α
A

σ(X,Y )
est un σ(X, Y )-tonneau, et on a

1

α
A

σ(X,Y ) ⊂ A.

Définition 5.1. Soit τune topologie localement K-convexe sur X;on
dit que Xest fτ -tonnelè si tout τ -tonneau Y -fermè est un voisinage
de 0.

Tout espace τ -tonnelé est fτ -tonnelé. Pour la réciproque, on a la
proposition suivante:

Proposition 5.7. Soit τune topologie (X, Y )-compatible telle que
Xsoit fortement-τ -polaire. Pour que Xsoit τ -tonnelé il faut, et il suf-
fit, qu’il soit fτ -tonnelé.

Preuve. Supposons que X Soit fτ -tonnelé, et soit A un τ -tonneau
de X, Kf(A) et K-fermé et τ -fermé, donc il est Y -fermé (théorème
4.2.), et alors Kf(A) est un voisinage de 0, donc A est un voisinage
de 0.

Proposition 5.8. Soit τune topologie (X, Y )-compatible; les affirma-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) Xest fτ -tonnelé;
(ii) Si Best un sous-ensemble de Y σ(Y, X)-borné, la semi-norme

n.a. p(x) = sup {|〈x, y〉| /y ∈ B}est τ -continue.

Preuve. (i)⇒(ii). Soit B un sous-ensemble de Y σ(Y, X)-borné;
B◦ est un τ -tonneau Y -fermé, donc c’est un voisinage de 0, et on a
p(B◦) ≤ 1, donc p est τ -continue.
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(ii)⇒(i). Soit U un τ -tonneau Y -fermé dans X. Posons: p(x) =
sup {|〈x, y〉| /y ∈ U◦} ; U◦ est σ(Y, X)-borné. p est τ -continue, donc il
existe V un voisinage de 0 tel que p(V ) ≤ 1; alors V ⊂ U◦◦ = U , et
par suite U est un voisinage de 0.

Définition 5.2. On dit que Xest semi-réflexif si Xest isomorphe au
dual topologique fort de Y.

Si Xest semi-réflexif, toute forme linéaire sur Y qui est faiblement
continue est fortement continue.

Proposition 5.9. Pour que Xsoit semi-réflexif il faut, et il suffit,
que la topologie forte sur Y soit (Y, X)-compatible.

Exemple 5.1. Considérons la dualité séparante 〈ϕ(K), ω(K)〉 .D’après
l’exemple 4.1, τb(ω(K), ϕ(K)) est (ω(K), ϕ(K))-compatible, donc ϕ(K)
est semi-réflexif .

Théorème 5.1. Si tout sous-ensemble de Xabsolument K-convexe,
σ(X, Y )-borné et σ(X, Y )-fermé est σ(X, Y )-C-compact, alors

τb(Y,X) = τc(Y, X).

Preuve. Soit A un sous-ensemble de X σ(X, Y )-borné; Γ(A)
σ(X,Y )

est absolument K-convexe, σ(X, Y )-borné et σ(X, Y )-fermé, donc il

est σ(X, Y )-C-compact, et alors
[
Γ(A)

σ(X,Y )
]◦

= A◦ est un voisinage

de 0 pour τc(Y, X); d’où τb(Y,X) = τc(Y, X).

Corollaire 5.2. Si Kest sphériquement complet, Xest semi-réflexif.

Preuve. Découle de la proposition 2.3., du théorème 4.4; et du
théorème 5.1.
Définition 5.3. Soit τune topologie localement K-convexe sur X;on
dit que Xest τ -réflexif si:

1◦ Xest semi-réflexif;
2◦τ = τb(X,X

′
), où X

′
= (X, τ)

′
.

Théorème 5.2. Si Kest sphériquement complet et τest une topologie
(X, Y )-compatible telle que X soit τ -tonnelé , alors Xest τ -réflexif.
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Preuve. X est semi-réfléxif (corollaire 5.2.), X est τb(X,Y )-tonnelé
(proposition 5.5.) et τb(X, Y ) est (X, Y )-compatible (proposition 3.4.),
alors τ = τb(X, Y ) (corollaire 5.1.). Donc τ = τb(X, X

′
).
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