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Abstract

Let £ be an affine space of dimension n over a field K, G the
affine group of £, G the corresponding linear group. To each point
a € & corresponds a section sq: G — G of the canonical map G — G:
to the linear map ¢ € G corresponds the affine map ¢, wich has ¢
as associated linear map and a as fixed point. We proove that every
section is of this type, except in the only one case where K = Fo and
n=3.
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Soit K un corps commutatif, £ un K-espace affine de dimension n, £
Pespace des vecteurs de &, G le groupe affine et 7 le sous-groupe des trans-
lations, G ~ G/T le groupe linéaire. Pour ¢ € G, on note p 'application
linéaire associée dans G. Pour f € G et a € &, on note f, I'application
affine fixant a d’application linéaire associée f. E tout a € & correspond
donc la section

5:G =G, frfq
L’objet de ce travail est de montrer le théoréme suivant:

Théoréme a) Toute section s: G — G est du type sq a 'exception du cas
ou K =F9 etn=3.

b) On suppose K = Fo et n = 3. Soit F l'ensemble des sous-groupes
de G de cardinal 7. Pour tout M € F, soit N(M) le normalisateur de
M. L’ensemble F est muni d’une structure canonique de Fo-espace affine
de dimension 3 d’espace des vecteurs E: pour My et Ms distincts de F,
N(My) N N(My) = {I,g,9°} est un sous-groupe de G d’ordre 3. On pose

MMy = € o € est le vecteur de E fize par g. L’opération de G sur F
par conjugaison donne une section de G dans le groupe affine de F sans
point fixe.

¢) L’ensemble &' des isomorphismes affines € — F induisant l'identité
sur E a une structure canonique de Fo-espace affine de dimension 3 de mine
espace vectoriel associé E et de mme groupe affine G que £. L’ensemble
des sections G — G, de cardinal 16, est en bijection canonique avec £ UE’.
Les espaces affines £ et £ jouent le méme réle l'un par rapport a l’autre.

Cas ou K n’est pas Fo . Montrons que toute section est du type sq ot
a€cf.

Soit s une section et A £ 1 dans K*. L’homothétie vectorielle Mg se
remonte par s en une homothétie affine hom(a, ) de rapport A et de centre
a. Soit f € G et ¢ = s(f). L’homothétie vectorielle Al commute avec f,
donc s(Alg) = hom(a, \) commute avec s(f) = ¢. On a donc

o(a) = ((p o hom(a, )\))(a) = (hom(a, A)o (p)(a) = (hom(a, )\)) (gp(a))

Comme a est seul point fixe de hom(a, \), on a p(a) = a et s est la section
s, envoyant GG en le stabilisateur de a.

Ce raisonnement tombe en défaut si K = Fg car il n’existe aucun A # 1.
Dans la suite, le corps est Fg et dim ¥ = 3. Dans la section 1, on étudie
les sous-groupes de G. Les sections 2 et 3 développent respectivement les
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points b) et ¢) du théoreme. La section 4 envisage le cas des Fa-espaces
vectoriels de dimension supérieure 3.

1. Sous groupes du groupe G

1.1 Plans projectifs sur Fo . Le cardinal de G est 7 x 6 x 4 = 168,
nombre de bases de E. Le groupe multiplicatif F5 étant réduit a {1}, la
géométrie vectorielle sur F et la géométrie projective sur le plan projectif
P(FE) se confondent: on a une bijection canonique

E\{0} = P(E), T —v

On notera de la mme faon une application linéaire inversible f: F — FE et
I’homographie f: P(E) — P(FE) associée. La donnée d’une base (€7, €3, €3 )
de E équivaut a la donnée d’un triangle non aplati (e, e2, e3) de P(E), qui
se complete d’unique faon en un repere (e1, e, e3,e4) de P(E) ou eyq est
I'unique point de P(E) ne se trouvant sur aucun des ctés du triangle. Une
homographie est donc définie par la donnée d’un triangle et du triangle
image.

Le plan projectif P(E) comporte 7 points et 7 droites. Par chaque
point passent 3 droites et chaque droite porte 3 points. La figure suivante
constituée d’un triangle abc et de 3 droites (ap), (bg), (cr) concourantes
en o permet de se représenter un plan projectif sur Fo en convenant de
considérer p, q,r comme alignés.

L’ensemble des 7 droites de P(E) constitue le plan projectif dual
P(E*) = P*(E).

Proposition 1. Soit P un ensemble de points, P* un ensemble de cardinal
supérieur a 1 de droites.
On suppose vérifiées les conditions d’incidence suivantes:
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e pour toute droite, exactement trois points sont en incidence avec cette
droite

e pour toute paire de deux points distincts, une unique droite est en
incidence avec ces deux points,

e pour toute paire de deux droites distinctes, un unique point est en
incidence avec ces deux droites.

Alors P a une structure de Fo-plan projectif et P* s’identifie a ’ensemble
des droites de P. Une bijection h: P — P est une homographie si et seule-
ment si elle conserve ’alignement.

Montrons qu'un point o est en incidence avec exactement 3 droites.
Soit m; distinct de 0. Comme (om;) n’est pas la seule droite, il existe
mg ¢ (omq). Soit mg le troiseme point de la droite D = (mims).

Les droites (omy), (om2), (om3) sont en incidence avec o. Une quatrieme
droite couperait D en un quatrieme point ce qui est impossible. Pour tout
i € {1,2,3}, soit m} le troistme point de (om;), alors

P = {o,m1,m}, ma, mh, mg,ms} est de cardinal 7.

Adjoignons un élément 0 & P. Un élément sera noté = ou @ selon

qu’on le consideére comme appartenant a P oua £ = PU {ﬁ} On définit
sur F 'addition suivante:

VT EE, 7+ 0=04+7 =17,

—
0
—
0

VT EE, T+ T =0,

e pour 7 et ¥ distincts de 0 et entre eux, @ + ¢ = 2 oil z est le
troisieme point de la droite en incidence avec x et .

Cette addition est associative: (@ + ﬁ) +75 =7 + (ﬁ + 7). Montrons

. .. . , e — - — - —
le si o, 3, sont distincts non alignés. Soit § =& + S et € = 8 + 7
et o l'unique point en incidence avec les droites (67) et (aeg). On a

(@+B8)+7=0+7=0 et T+(F+7)=a+2 =70

Alors F, de cardinal 8, a une structure de Fg-espace vectoriel de di-
mension 3, P s’identifie au plan P(F) et P* au dual de P.
Montrons qu’une bijection h: P — P conservant ’alignement est une

homographie. On prolonge h & E en posant h(ﬁ) — 0. Soit z, Y
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non nuls et distincts, 2 = @ + ¥’. Alors z,y, 2 sont alignés distincts,
donc h(z), h(y), h(z) sont alignés distincts, d’ott h(Z) + h(y) = h(Z') et
h: E — E est bien linéaire.

1.2 Sous-groupes isomorphes a Sy . Soit D une droite de P(E).
L’ensemble P(FE)\ D, formé de quatre points, est un repere projectif de
P(E). Considérant I'action du stabilisateur St(D) de D sur le quadrilatere
P(E)\ D, on obtient un isomorphisme St(D) ~ S4. Soit G(D) ~ S3 le
groupe des homographies de D. L’application restriction ¢ D définit un
morphisme St(D) ~ Sy — G(D) ~ S3 dont le noyau est un groupe de Klein
KI(D): l'ensemble des h € G induisant 'identité sur D. Ce groupe Ki(D)
est formé de 'identité et de trois involutions, chacune induisant deux trans-
positions disjointes sur le quadrilatere P(E) \ D. On a 7 droites dans P(F),
une classe de conjugaison de 7 groupes St(D) et une classe de conjugaison
de 7 groupes de Klein KI(D).

Dualement, le stabilisateur St(m) d’un point m est isomorphe & Sy.
Le sous-groupe de Klein Kl(m) est formé des homographies laissant stable
chacune des trois droites passant par m. Une involution de Ki(m) laisse
fixe les points d’une de ces trois droites et échange les deux points distincts
de m sur chacune des deux autres. On a 7 points dans P(E), une classe de
conjugaison de 7 groupes St(m) et une classe de conjugaison de 7 groupes
de Klein Ki(m).

1.3 Sous-groupes d’ordre 8 et involutions . Il s’agit de la classe
de conjugaison des 2-Sylow(s). Dans chaque groupe isomorphe & Sy, on
a trois sous-groupes diédraux de cardinal 8. Un 2-Sylow est donc contenu
dans St(D) N St(m) ou D est une droite et m un point. Nécessairement,
m € D, sinon m est un point du repere P(E)\ D et St(D) N St(m) ~ Sg
est le stabilisateur de m dans St(D) ~ Sy.

Un 2-Sylow est donc le stabilisateur St(D,m) d’un couple (D, m) ot
D est une droite et m un point de D. On a 7 droites et sur chacune 3
points, d’o 21 couples (D, m). La classe de conjugaison des 2-Sylow(s) est
de cardinal 21.

Toute involution étant contenue dans un 2-Sylow, les involutions de G
sont celles mises en évidence précédemment: ce sont des paires de transposi-
tions disjointes (a, b), (¢, d) ou le quadriltaere a, b, ¢, d est un repere projectif
de P(E). On a 7 tels quadrilateres et pour chacun d’eux 3 telles involu-
tions. Les involutions de GG forment une classe de conjugaison de cardinal
21.
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On a une bijection canonique de ’ensemble des 21 2-Sylow (s) sur ’ensemble
des 21 involutions: & tout 2-Sylow St(D,m), on associe 'involution 7p
telle que {I,7p n} soit le centre de St(D,m). Si a,b,c,d sont les 4 points
de P(FE)\ D, choisissant les notations de sorte que les droites (ab) et (cd)
se coupent en m, alors Tp,, échange a et b et échange c et d. On a
{I,7p.m} = KI(D) N Kl(m).

1.4 Sous-groupes d’ordre 3 et 6 . Soit D une droite. Alors P(E)\ D
est un quadrilatéere et le groupe St(D) est isomorphe & Sy. tout m €
P(E)\ D est associé le groupe St(D, m) ~ Sg laissant stables D et m et le
sous-groupe I'(D,m) ~ Ag formé de deux permutations circulaires sur les
3 points de D et sur les 3 points du triangle complémentaire de D U {m}.
Les groupes I'(D,m) sont des 3-Sylow(s). Les 3-Sylow(s) efant conjugués,
ils sont tous de ce type.

On a 7 possibilités pour la droite D et 7 — 3 = 4 possibilités pour le
point m ¢ D, d’ou 7 x 4 = 28 sous-groupes du type St(D,m) ~ Sg et 28
sous-groupes I'(D, m) ~ Ag.

1.5 Les deux classes de conjugaison des groupes isomorphes a Sy
comme Fs-plans projectifs en dualité . Les sous-groupes de G iso-
morphes a Sy se rangent en deux classes de conjugaison: les 7 stabilisateurs
de point St(m) ou m € P, les 7 stabilisateurs de droite St(D) ou D € P*.
On a les relations d’incidence:

e Soit A, B deux droites distinctes se coupant en m, C la troisieme
droite passant par m. On a St(A) N St(B) = St(C,m) ={I,7¢ m}
De me, soit a, b deux points distincts de P(E), c¢ le troisieme point
de la droite D = (ab). Alors St(a) N St(b) = St(D,c) ={I,7p c}

e Soit D une droite, m ¢ D un point, alors
St(D) N St(m) = St(D,m) ~ Ss.
e Soit D une droite, m € D un point, alors St(D) N St(m) = St(D, m)

est diédral de cardinal 8.

Proposition 2. Soit P, P* les deux classes de conjugaison de sous-groupes
isomorphes a S4. Soit S, S’ deux sous-groupes de P U P*.

e SNS' est de cardinal 2 si et seulement si S et S’ sont dans la mie
classe de conjugaison.
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e SNS’' ~ Sg si et seulement si S et S’ ne sont pas dans la mme classe
de conjugaison et ne sont pas en incidence.

e SN S’ est diédral de cardinal 8 si et seulement si S et S’ ne sont pas
dans la mme classe de conjugaison et sont en incidence.

1.6 Sous-groupes d’ordre 7 de G . Ils forment I’ensemble F des 7-
Sylow(s). Raisonnons dans le cadre vectoriel. L’extension Fg de Fa est
une Fa-algebre de rang 3. Le groupe multiplicatif Fg est cyclique d’ordre
7. Les éléments de Fg se rangent en deux classes =, 2%, 2% et 7, 272, 274,
racines des deux polynmes irréductibles de degré 3:

PX)=X34+X+1 , QX)=X*+X%+1

Dans G, on a deux classes P et Q d’éléments d’ordre 7 selon que le
polynme minimal est P(X) ou Q(X).

Soit B(E) 'ensemble des bases de E. On a une application B(E) — P
associant & la base (7, €3, e3 ) application dont la matrice dans cette base
est la matrice compagnon de P(X):

o = O

01
01
10

Cette application est surjective. En effet, soit f admettant P(X) pour
polynme caractéristique. Comme P(X) est irréductible, f n’a aucun vecteur
propre et admet la matrice compagnon de P(X) dans toute base
er, f(e1), f2(e_f)>. Ainsi, P et Q sont les deux classes de conjugaison des
éléments d’ordre 7 de G.
Soit & # 0. L’application f — (f(e_f), fz(e_f)> est donc une bijection

de P sur I'ensemble des couples de vecteurs (es, e3) tels que (€7, €3, €3)
soit base de E. On a 8 — 2 = 6 possibilités pour e3 et 8 —4 = 4 possibilités
pour es.

Ainsi, CardP = 6 x 4 = 24. Les éléments de P se rangent en 8 pa-
quets de 3 élements (f, f2, f*) engendrant le méme groupe M = (f) =
(f?) = (f*) d’ordre 7. L’ensemble F des sous-groupes d’ordre 7 est donc
de cardinal 8.

Considérons un tel sous-groupe M et ses générateurs f, f2, f* appar-
tenant & P. Comme le coefficient de X? dans P est nul, pour tout & #
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0 € E,ona f(2)+ f2(2)+ f4%) = 0. Considérant la droite vec-
torielle A = {ﬁ, ¢} et le plan vectoriel IT = {ﬁ,f(?), 2, f4(?)},
ona B = A@Il La donnée du groupe M = (f) = (f?) = (f*) in-
duit une orientation sur le plan II en prenant la permutation circulaire
(f(?), 2, f4(?)), indépendante du générateur f € cal PN M. Ainsi,
la donnée d’'un M € F détermme 7 décompositions orientées E = APDII ou
A= {ﬁ, Zletll= { ), fA(F )} muni de la permutation
G

circulaire (f(?),f2( )s f4( )) avec f € PN M.

£ (e) (€ F°(e)

Pour tout k € Z, les points f*(e), f**1(e), f**3(¢) sont alignés.

2. Structure d’espace affine sur F

2.1 Sous-groupes d’ordre 21 . Soit M un sous-groupe d’ordre 7.
Formons le normalisateur N(M), plus grand sous-groupe dans lequel M
est distingué.

Le groupe M concide avec son commutant. En effet, si h commute avec
f € calPN' M, comme le polynme minimal de f est P(X), de degré 3, donc
égal au polynme caractéristique, F est cyclique pour f et h appartient a
lalgebre Fa[f] ~ Fa[X]/(P) ~ Fg des applications linéaires polynomiales
en f. Cette algebre se déduit de M par adjonction de 'application nulle.

Soit g € N(M). L’automorphisme h +— ghg~! laisse P N M = {f,fg,ﬂ}
stable.

Si cet automorphisme laisse fixe un élément de { f, 2, f4}, on peut
supposer que c’est f. On a alors gf = fg, donc g € M.

Sig ¢ M, cet automorphisme induit une permutation circulaire sur
{f, f2,f4} et ¢> € M. Comme g opere sur P(E) de cardinal 7, en le
décomposant en cycles disjoints, on voit que son ordre ne peut étre 21,
donc est nécessairement 3. Deux cas sont a envisager:



Une propriété du groupe a 168 éléments 189

e gfg =1, gf’g =1, gftgt =,
e gfg =1/, gf?9 =1, gftgt =/~

Définition. On dira que g est relié a M dans le premier cas. Il s’agit bien
d’une relation entre g et M car si elle est vraie pour un f € calPN M, elle
est aussi vraie pour les autres éléments f2, f4 de calP N M.

Supposons g relié a M. Soit € le point fixe de g. Les relations g(e) = ¢,
9f = f?9, 9f* = fg, gf* = fg impliquent que gf(e) = f*(¢), 9f*(e) =
fA(e), gf*(e) = f(¢). Autrement dit, la droite stable par g est
{£6), ). F1 )}

Inversement, soit un point ¢ € P(F) et la droite {f(s),fz(s),f4(8)}.
Définissons g par g(¢) = ¢, g(f(s)) = f2(e), g<f2(6)> = f4(¢). Comme g
respecte I’alignement, on a g(f4(5)> = f(e), g(f3(6)> = f5(¢), g<f6(5)> =
f3(e), g(f5(5)) = f3(e). D’out 'on déduit que g € N(M) est relié & M. On
a donc autant d’éléments g d’ordre 3 reliés & M que de points € € P(F),
c’est-a-dire 7. Leurs carrés g2 sont les 7 autres éléments d’ordre 3 de N (M).

Remarquons que la donnée d’un groupe M d’ordre 7 détermine sur
P(FE) une structure de Fr-droite affine pour laquelle M est le groupe des
translations. Le groupe N (M), de cardinal 21, apparait alors comme groupe
des homothéties-translations de rapport 1,2,4 (les carrés de Fr). Clest le
produit semi-direct de M par chacun de ses 7 sous-groupes d’ordre 3 (Cf.
1.7).

Un élément g d’ordre 3 est relié a un unique sous-groupe d’ordre 7. En
effet, soit ¢ le point fixe de g, {e, g(e), 92(6)} la droite laissée stable par g,
alors g est relié au groupe M = (f) ol f(¢) = e, f2(¢) = g(e), f4(e) = ¢*(e).
Remplacer f par f2? ou f* revient & faire une permutation circulaire sur
e,g(e), g?(e). Ceci se résume dans la définition et la proposition suivantes

Définition. Soit M un groupe d’ordre 7, PNM = (f, 12, f4). Un élément
g d’ordre 3 est relié a M s’il vérifie les trois conditions (équivalentes) suiv-
antes:

(9f97" = 1) <= (9" = 1*) <= (af'g " = f)

Proposition 3. Tout élément g d’ordre 3 est relié a un unique groupe M
d’ordre 7. Sie € P est le point fixe de g et si calP "M = (f, f?, f4), alors
(f(e), f2(e), f*(€)) est la droite stable par g.
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Le groupe (g) = (g?) d’ordre 3, de point fixe ¢, est relié 4 deux groupes
M et My d’ordre 7 on, avec calP N M = (f1, f, fi) et calP N My =
(f2, 13, f3), on a

~—
Il
Q
[N}
—~
Q]

gle) , fie
g*(e) , fa(e) = gle)

2.2 Les 28 3-sylow(s) et les 28 paires de 7-sylow(s) . A tout
élément g € G d’ordre 3, on associe le point fixe € et la droite stable orientée
(e,g(e), g*(e)), puis les trois éléments f1, fZ, f d’ordre 7 appartenant & P
définis par

file)=e, file)=gle) . fi(e) = g*(e)

On a ainsi une application g — M(g) de I'ensemble des 56 éléments
d’ordre 3 sur I’ensemble F des 8 sous-groupes d’ordre 7.

Proposition 4. (i) L’application de I'ensemble des 28 sous-groupes d’ordre
3 dans ’ensemble des paires de sous-groupes distincts d’ordre 7

(1,9.9%) = (M(g). M(g?)

est bijective.

(i1) Etant donné deux couples (My, M) et (M}, M}) d’éléments de F
ott My # My et M] # M}, Iensemble des h € G tels que hM;h™' = M]
pour i € {1,2} est de cardinal 3.

(i) C’est une application de I'ensemble des 28 sous-groupes d’ordre 3
dans Pensemble des CF = 28 paires (My, M2) de sous-groupes distincts de
F:aT = (I,g,9%) on associe la paire (M(g), M(g?), avec M(g) = (f1) et
M(g?) = (f2) o, € étant le point fixe de g et g2,

file) =e, fie) =gle) . fi(e) =g°(e)

fa(e) = e, f3(e) =g%(e), fi(e) =gle)

Pour montrer la bijectivité de cette application, il suffit de voir I'injectivité.
Pour g d’ordre 3, les groupes M (g) = M; et M(g?) = M, sont distincts et
I' = (I,g,9") est dans l'intersection des normalisateurs N (M;) N N(Mp).
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S’agissant de groupes de cardinal 21, cette intersection ne peut tre que de
cardinal 3, donc réduite a I" qui est donc 'unique antécédent de (M, M).
(i4) On forme N(M;) N N(Mz) = (I,g,9%) et
N(M})NN(M)=(I,g',9'%) ou g (resp. g?) est relié & My (resp. Ma) et
g (resp. g'?) est relié & M{ (resp. Mj). Comme M (resp. Mj) est I'unique
groupe de F relié a g (resp. ¢'), 'ensemble des h cherché est exactement
I’ensemble
(h €eGlg = hghil)

Il est bien de cardinal 3 car le commutant d’un élément g € G d’ordre 3 est
(9) = (I, g,9°) de cardinal 3.

En particulier, I’ensemble des s € G tels que My = sMys™t et My =
sMas™! est constitué des trois involutions du normalisateur N(I') ~ Sg ou
I'=(g) = N(M1) N N(Ms).

2.3 Structure de Fa-espace affine . Soit M et Ms deux groupes
distincts de F. L’intersection des normalisateurs N (M;) N N (Mz) est un
groupe I' d’ordre 3. Si ¢ est le point laissé fixe par I', on pose M1 Mo =
—> H
MoM, ="¢ € E.

Il s’agit de montrer la relation de Chasles: si M, My, Ma sont trois
points distincts de F, alors

MMy = MM + MM,

Il existe g1 et go d’ordre 3 tels que g1 et go soient tous deux reliés & M, g2
relié & M et g3 relié & My. Autrement dit,

Ty = N(M)NN(M;) = (T,91,97) , Ts = N(M) N N(Ms) = (I, 95,95
pour f €calPNM, f e PN My, fo€ PN Mc,on a
afert =gfe =1, ghat=1f, By’ =1

. . A — A —
Si €1 et g2 sont les points fixes de g1 et go, on a MM; = €1 et MM = &5.
On va montrer qu'il existe deux couples d’involutions (s}, s5) et (s, s5)
dans N(I'y) x N(I'2) tels que s’ = ssh = shs| et 8" = ssf) = sis! soient
des involutions. On aura alors My = s'Mys’ = s”"M;s”. On vérifiera que
g = §'s" est d’ordre 3 appartenant & N(M;) N N(Mp). Si e est le point
—_
fixe de g, on aura MMy = €. On vérifiera alors la relation de Chasles:

—
B+ +E=0.
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Soit e € P(E). 1l existe i et j tels que e; = fi(e) et e2 = fI(e). Les
droites stables de g, et go sont respectivement (fiT1(e), fi72(e), fiT4(e))
et (f71(e), f7+2(e), f7t4(e)). Ces droites ont un point commun. On peut
choisir le générateur f € PN M et les indices 1 et 2 de sorte que ce point
commun soit fi*2(e) = fiTl(e), i.e. que j = i+ 1. Pour alléger les
notations, on pose e, = f¥(e). Alors g1 et go ont les décompositions en
cycles disjoints

g1 = (ei)(€it1, €it2, €ira)(€it3, €iv6, €it5)

g2 = (€i+1)(€i+2, €i+3, 6i+5)(6i+4, €i, ei+6)

On trouve alors dans les normalisateurs de I'1 et I's les involutions, chacune
composée de deux transpositions disjointes

sh = (€iy2, €ira)(€ive, €its) , Sy = (€ir2, €it5)(€ita, €ite)

S = (€i1, €iva)(€itrs, €iy5) , S5 = (€iy3,€itrs)(€i, €ite)
On a alors
s’ = 515y = s58) = (€i+2, €it6)(€ita, €iys5)

s" = sy = sys] = (e, €iy6)(€iva, €iv1)

On en déduit 1’élément d’ordre 3
! n
g=s8s = (€i+3)(€i, €i+2, ei+6)(€i+17 €i+5, €i+4)

—_—
On a donc ? = M1M2 = €;+3- D’ou

_ =, = — s g
eltes+ e =¢€ +eqr1teqz3=0

Vérifions que pour tout h € GG, application h:i M — hMh™! est affine,
d’application linéaire associée h. Soit M et My dans F, f1 € PN My,
fa € PN My, g d’ordre 3 tels que gfig~t = f% et g2f2~g_2~: fi. Soit h
Pautomorphisme intérieur de G déduit de h. On aura h(g)h(f1)h(g)™ =
h(f1)%, h(g)?h(f2)h(g)~2 = h(f2)?. Si e est le point fixe de g, h(e) est le
point fixe de h(g), donc posant M| = h(Mi) et M} = h(Ms), on a bien

MM, = h(F) = h(Mi Ma)
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Remarque . Le dual E* opére canoniquement sur F ainsi: étant donné
My, My de F, on forme N(M;) N N(Mg) = (I, g,9%). Au lieu de considérer
le vecteur fixe € de g, on considere le plan vectoriel stable et la forme

PR
linéaire ‘w € E* dont il est noyau. On pose alors M1 M, = ‘w € E*. On
obtient une structure de Fa-espace affine duale de la premiere. On n’a pas
les mmes parallélogrammes.

Soit My, My, M{, M distincts dans F, (g) = N(M;) N N(Mz), {¢') =
N(Mj)N N(Mj). Sion avait simultanément

N -
MMy = M{M}y =2 et MiMs= MjM})="u

on aurait g(2) = ¢/(€) = 7 et glkeru) = ¢'(keru) = keru. Comme

E = (&) @ keru, on aurait ¢’ = g ou ¢’ = g?. Par la proposition 3, on

aurait (Ml,Mg) = (M{, Mé)

3. Groupe affine en dimension 3

Soit £ un Fa-espace affine de dimension 3, F le Fa-espace vectoriel associé,
G le groupe affine, G le groupe linéaire. Le sous-groupe 7 des translations
est formé de I'identité et de 7 translations non nulles qui sont involutives.
Les Fa-espaces affines £ et F ont le mme espace vectoriel associé E. En
revanche, le groupe affine G n’opére pas canoniquement sur F et il n’existe
pas d’isomorphisme canonique reliant £ et F.

3.1 L’espace affine & . L’ensemble &' des isomorphismes affines € —
F induisant l'identité sur l'espace E des vecteurs est un espace affine de
dimension 3 sur Fo admettant E pour espace des vecteurs et G pour groupe
affine.

Deux isomorphismes 61, 05: £ — F se déduisent I'un de 'autre par une
. —) > ->
translation de vecteur v € E: pour tout m € &, on a 61(m)fa(m) = v’

On pose alors 07«93 =7.

Le groupe G opere canoniquement sur £’: Soit ¢ € G, B € G I'application
linéaire associée et 6 € £’. On note encore P I'application affine inversible
M +— oM@~ ! de F sur lui-méme. On pose alors p() =@ ofop L.

Dans ces conditions, £ s’identifie canoniquement a [’espace des isomor-
phismes affines €& — F induisant lidentité sur E: & m € £, on associe

l'isomorphisme 6 — 6(m) de &' sur F.
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3.2 Sous-groupes d’ordre 7 et 21 . Soit f € G tel que f soit d’ordre
7. Alors 1 n’est pas valeur propre donc f a un unique point fixe m € £.
La surjection canonique G — G induit un isomorphisme (f) ~ (f). Ainsi,
I’ensemble F x £ s’identifie & ’ensemble Q des sous-groupes d’ordre 7 de G

en posant pour tout (M,m) € F x &
[M,m] = (heG|hm)=metheM)

Soit f un générateur de [M, m]. Pour tout g du normalisateur N[M, m],
gfg~t € [M,m]. Comme gfg~! admet g(m) pour point fixe, m = g(m) car
gfg~!, générateur de [M, m], admet m pour unique point fixe. L’application
g — ¢ induit donc un isomorphisme entre les normalisateurs N[M, m| — N(M).
On a donc

N[M,m]=(geG|g(m)=metge N (M))

3.3 Sections du groupe linéaire vers le groupe affine . Soit A, B
deux groupes de F, a,b deux points de £. Si les couples (A, a) et (B,b)
sont distincts, les groupes [A, a] et [B, b] sont distincts. L’application g — g
induit des isomorphismes N[4, a] — N(A) et N[B,b] — N(B). Par ce qui
précede, on a

N[A,a]NN[B,b)=(9€G|gla)=a, glb)=>b, ge N(A)NN(B))

Si les couples (A, a) et (B,b) sont distincts, N[A, a] N N[B, b] n’est pas
réduit a l'identité dans les trois cas suivants:

e A= Betab: Soit v 'unique rotation vectorielle d’ordre 3 reliée a
A telle que v(%) — ab (Cf. 2.1, prop.3). Soit g € G tel que g = et
g(a) = a. Il est clair que (g) = N[A, a]N N[B, b].

e A# Beta=b: Soit vy tel que (7) = N(A)NN(B) et g tel que g =y
et g(a) = a. Il est clair que (g) = N[A, a| N N[B, b].

e Supposons A # B et a # b. Pour que g € N[A, a]| N N[B, b, il faut
et il suffit que g(a) = a, g(b) =bet g € N(A)N N(B). On pourra

— —
prendre g distincte de 'identité si et seulement si AB = ab au sens
de la structure affine définie sur F en 2.3.

Une premiere classe de sections est formées des s,: f — f, oua € &, f,
étant I’application affine de point fixe a et d’application linéaire associée f.
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Il existe 8 isomorphismes affines £ — F induisant ’identité sur ’espace
E des vecteurs. Ils se déduisent les uns des autres par des translations. On
détermine 'un d’eux 6 en fixant 'image A = 6(a) € F d’un point a € .

Pour tout m € £ M = 0(m) est donné par AM = ami. Considérons la
section canonique (Cf.2.3) de G vers le groupe affine de F associant a f € G
I'application affine

fiFF M= fMf?

L’application og : f +— 67 1o fo 0 constitue une section appartenant a
une autre famille de 8 sections.

Réciproquement, soit une section s : G — G. Considérons deux sous-
groupes A, B distincts de F. Alors N(A) N N(B) = () ou v est d’ordre 3.
On a s(A) = [A,a] et s(B) = [B,b] ou (A,a) et (B,b) sont dans F x &,
ensemble des sous-groupes d’ordre 7 de G et s(y) = g € N[Aaa] N N[B, b].

—_— —
D’apres ce qui précede, ou bien a = b, ou bien AB = ab.

Supposons que s n’est pas du type s,. Il existe A, B dans F tels que

a # b. Soit alors M € F distincts de A et B et s(M) = [M,m]. Si on avait
e — —

m = a, on aurait m # b, donc BM = bm = ba = BA ce qui est impossible

car M # A. Ainsi, m est distinct de a,b et on a am = AM pour tout

MeF.

La section s induit donc un isomorphisme 0 : £ — F, m +— M induisant
I’identité sur I'espace E des vecteurs. On voit alors que s = gy car s et gy
concident en les éléments d’ordre 3 ou 7 qui engendrent le groupe G.

Les espaces affines isomorphes &, F, £’ ont mme espace vectoriel E, donc
mrhe groupe linéaire G et mrhe ensemble F. Les espaces £ et £ jouent le
mme rle 'un par rapport a 'autre. En revanche, le groupe affine G de &
et & ne s’identifie pas canoniquement au groupe affine de F. Par exemple,

on a 8 isomorphismes du groupe affine G de £ sur le groupe affine de F de
la forme f — 60f60~1 on g € &'

3.4 L’ensemble £ = £ UE' comme Fa-espace affine de dimension
4. Soit 77 le groupe des automorphismes de G induisant 1'identité sur 7°
et sur G = G/T. E tout © € E, on associe I'automorphisme intérieur
?7 t¢—toopots. On a ainsi une inclusion . — ?? de 7 dans T7;.
Soit s : G — G une section. On en déduit une bijection du produit
ensembliste E x G sur G, (0, f) — t, o s(f). Pour w, v dans E et f, g
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dans G, on a

tos(f) oty os(g) =ty (s(f) oty os(fh))os(f)os(g)

En transportant la structure de groupe de G sur ’ensemble E x G par cette
bijection, on obtient la loi de groupe sur 'ensemble E x G

ou 'image du sous-groupe (s(G) (resp. 7) est le sous-groupe des (ﬁ, f)
(resp. le sous-groupe distingué des (', Ig)).

Un automorphisme ® de G induisant I'identité sur le sous-groupe 7 et
sur le quotient G = G/7T se traduit par un automorphisme de E x G de la
forme

(0, ) = (T + % (). )

Le fait qu’il s’agit d'un automorphisme se traduit pour I'application @ :
G — FE par la propriété

V(f.9) €Gx G, Bfg)=f(F(9)+ P

L’application ® — ¢ est bijective de 77 sur ’ensemble E; des applications
G — FE ayant cette propriété. La structure de Fga-espace vectoriel de F
induit une structure de Fo-espace vectoriel sur Fq: ’addition de E; est
définie ainsi:

W7, 0) e ELx B, Vfed, (v+$) H=ZWD+ 00

On vérifie aussi que la bijection ® — @ de 7; sur F; est un isomorphisme
de groupes, d’ou la commutativité de 7;. L’inclusion 7 <— 71 se traduit
par une inclusion E < E;: au vecteur v est associée 'application f
v — f(7) de G vers E.

La commutativité de 77 permet de voir que cet isomorphisme 7 — &1,
® — ¢ est canonique, i.e. indépendant de la section s : G < G choisie
pour le définir.

Le groupe 77 opére simplement transitivement sur I’ensemble des sec-
tions & = EUE": pour s € EUE et & € 77, on pose P(s) = D os.

L’ensemble & = £ U &' apparait alors comme un Fg-espace affine de
dimension 4, d’espace vectoriel E;, de groupe des translations 77, £ et &’
étant les deux hyperplans paralleles de direction F.
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Le quotient £y /E ~ 7;/T, non trivial car de cardinal 2, est le premier
groupe de cohomologie HJ (G,E), ¢ étant I'isomorphisme G — Aut(E)
induit par 'opération de G sur E.

4. Fa-espaces affines de dimensions supérieures

4.1 Soit £ un Fa-espace affine de dimension n > 4, de groupe
affine G, de groupe linéaire GG, d’espace vectoriel asscoié E. Alors
le cardinal de G est égal au nombre de bases, i.e.

G = (2"-1)(2"=2)--- (2" =271
= =(@2"-nE"t-1)... (22— 1)21+2+~--+(n—1)
= @ oD@ 1) (2P

n(ntl)

G = 2"G=(2"-12" ' -1 (22—-1)2" 2

Supposons qu’il ezxiste une section s : G — G non du type s,. Montrons
alors que s(G) agit transitivement sur &.

Considérons l'extension Fo < Fon. Dans le groupe cyclique F;n existe
un élément d’ordre 2" — 1 de polynme minimal P(X) irréductible sur Fa
de degré n. Il existe donc dans GG des applications d’ordre 2" —1 de polynme
minimal P(X). Comme 1 n’est pas valeur propre de f, tout relevement de f
dans G a un unique point fixe dans £. 1l existe donc a € € tel que s(f) = f,
et les deux orbites du groupe cyclique (f,) sont {a} et £\ {a}. Comme {a}
n’est pas une orbite pour s(G), 'action de s(G) est bien transitive.

4.2 Cas n=4 . On a dans G deux sortes d’applications d’ordre 3 selon
que le polynme minimal est X2 — 1 ou X2 + X + 1. On s’intéresse aux
groupes cycliques du deuxieme type. On raisonne dans ’espace projectif
P = P(FE) de dimension 3 et de cardinal 16 — 1 = 15. Un tel groupe v
définit 5 = 1—;’ orbites sur P qui sont des droites disjointes.

On considere les triplets v, D1, D2 ou D1, D2 sont deux orbites de 7. La
donnée de D1, D5 et de deux permutations circulaires sur Dq, Dy détermine
~. deux droites disjointes Dy, Dy correspondent deux permutations circu-
laires sur chaque droite, donc deux groupes ayant D;, Ds pour orbites.

L’ensemble des droites de P(E) est de cardinal 3 Cf; = 32—5 = 35.
L’ensemble des paires de droites est de cardinal C% = 17 x 85. On a 15
plans projectifs dans P(F) et dans chacun d’eux 7 droites, donc 072 =21
paires de droites. On a donc 15 x 21 = 9 x 35 paires de droites coplanaires.
On a donc (17 — 9) x 35 = 8 x 35 = 280 paires de droites disjointes. D’ou



198 Remi Goblot

280 x 2 = 560 triplets (y, D1, D2) = (v, D2, D). Pour chaque groupe ~, on
a b orbites, donc C2 = 10 paires D1, Da. On en déduit que le nombre de
groupes -y est %)0 = 56.

Comme 1 n’est pas valeur propre de ces applications d’ordre 3, tout
groupe v se releve en un groupe 7y, ou m € £. S'il existait une section
s: G — G sans point fixe, les 16 stabilisteurs pour 'action de s(G) seraient
tous conjugués. Comme 16 ne divise pas 56, il est impossible que les groupes
~ se répartissent équitablement entre les 16 points de £.

Ainsi, le théoréme est démontré dans le cas n = 4. Ceci permet
d’envisager une récurrence.

4.3 Groupes de Klein de transvections . Soit € € E et u € E*, non
nuls tels que u(Z’) = 0. La transvection vectorielle t— , est définie par

Elle induit I'identité sur ker u et la translation de vecteur & sur 'hyperplan
affine des 7" tels que u(@’) = 1. Elle est involutive.

On a deux classes de conjugaison de sous-groupes commutatifs de transvec-
tions de G de cardinal 2" 1:

e Aue E* onassocie Ty, ={t_. | € €FE etu(e)=0}

e A€ € FE,onassocie T ={t_ |ue E* et u(e) =10}

On vérifie que :

Vue B, Y(e,83) EEXE, to oty =t. -

€2,u €1+ez,u
— * * —
V g € E 5 v(ul,UQ) € E X E 5 t?yuj O t?,ug — t?yuj +u2

Les applications affines admettant la transvection vectorielle ¢ pour
application linéaire associée ne sont en général pas involutives. Celles qui
le sont sont d’un des deux types suivants:

e les 2 transvections affines du type ¢ , induisant l'identité sur un

hyperplan affine A de direction ker u et la translation de vecteur &
sur 'hyperplan parallele,
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e les 2! — 2 relevements affines involutifs sans points fixes tA .
) o ; ’

—
ot A et B sont les hyperplans de direction keru et @ + f = &,

induisant sur les hyperplans affines A et B les translations de vecteurs

—)
o et (.

On a deux types de groupes de Klein de transvections vectorielles:

€,

= {IE,t?,u, t_>v,t?7w} o u+v+w=170

Koo ={lpte ot b0t €47+ (=0

?,u’ mu’ T
4.4 Lemme fondamental . Soit u,v,w des formes lin€aires distinctes
vérifiant u+v+w =0, € un vecteur non nul, s : G — G une section, I' =
s K?,u’mw . Alors, si la dimension est n > 4, les éléments de I distincts
de lidentité sont des transvections affines d’hyperplans concourants.

Le systeme de formes linéaires (u,v,w) se releve de 8 faons en un
systeme de formes affines de somme constante sur £. On note encore
(u,v,w) un des 4 relevements de formes affines de somme identiquement

nulle sur £. Considérons les 8 hyperplans affines

Uo:{meé’\u(m) } , Ulz{meg\u(m):l}
} , V1:{m€5|v(m):1}
1

} , le{meg\w(m):

ng{meg\v(m)

0
0
Wgz{meg\w(m) 0

j

Supposons I' formé des relevements affines

ty=1 t, =1 tw=1
u Ug,uo;Ug,uf > 7Y Vo,vo; Vo0 7 Y W ,wo; Wy ,wi

avec uo + ul = ¢ dans keru
g + v1 = € dans kerv
wo+ wi = ¢ dans kerw

On a les deux séries d’égalités
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—

— = > = = = = = = — | — | —
Uy + vg +wog=1u + v +wig =uy + v +wy=ur +v1 +wy= «
N
— = == = == = = = = = = —
Uy + vy +wi =ui +vg +wyg = ug + vy +wyg=ug + vg +wy =
—

avec @ + 3 = . L’hyperplan affine Uy = (Ug N Vo N Wo)U(Upg NV N W)
est stable par .

- a) Supposons qu’il existe m € Uy N Vo N Wy tel que t,(m) =
m+ug € UgNViNWi. Alors ug ¢ kervUkerw et v(ug) = w(ug) = 1. On
a

m+ug + 1 = (t, oty) (m) = ty,(m) = m + wg

— —
donc f =ug+0v; +wyg= 0 et @ = ¢.

- b) Supposons qu'il existe m € UgNVoNWy tel que t,(m) = m+ug €
Uo N Vo N Wy. Alors ug € keru Nker v Nkerw et v(ug) = w(

5l
Il
e
o
=
&

m+ug + v = (ty o ty) (M) = tyw(m) = m+ wg
donc @ = + g +wg=0 et B =¢.

Comme la dimension est n > 3, dim keru > 3. Il existe donc une forme
linéaire non nulle v/ # u telle que le plan vectoriel {ﬁ, ', Ug, Uy} soit
contenu dans ker v’, donc aussi dans ker w’ ot w’ = u + v’. Le sous-groupe
IM=s (K?,u,v’,w’) vérifie la condition b). Comme K?,u,v,w est conjugué de

K?%U,’w, dans G, IV = s (K?,um,’w,) et '=3s (K?,u,mw) sont conjugués
dans s(G). Ainsi, I vérifie la condition b).

Les sous-espaces affines Uy N Vy N Wy sont donc stables par t,. En
faisant varier les formes linéaires v et w, on voit finalement que les droites

de Uy sont toutes stables par t,, donc que ug = €, 41 = ﬁ, d’ou t, est la
transvection affine d’hyperplan Uy de vecteur = .
Comme toute transvection vectorielle appartient & un groupe du type

K- . on déduit du lemme le corollaire ci-dessous:

Corollaire L’image d’une transvection vectorielle par une section s :
G — G est une transvection affine.

Dans la suite, pour montrer le théoreme, on suppose la dimension n >
5, hypothese de récurrence étant que le théoreme est supposé vrai en
dimension n — 1. On donne une section s : G — G. Il s’agit de montrer
qu’elle est du type s, ou a € &.
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4.5 Le groupe S, ou u € E* . Soit u € E* un forme linéaire non nulle.
On forme le sous-groupe de G

Su={feGluof=u}
Alors S, opeére sur les hyperplans stables vectoriel et affine
Foo=keru={Z € E|uw(Z)=0}, Fuy={Z € E|u()=1}

L’action de S, sur Fy ; permet d’identifier S, au groupe affine. Alors
F, o s’identifie a I’espace des vecteurs de F, ;. L’application S, — Fy ¢
associant a f € S, sa restriction a F, p est la surjection canonique du
groupe affine sur le groupe linéaire. Le noyau T}, groupe des transvections
d’hyperplan F, o, s’identifie au groupe des translations de l’espace affine
Fy, 1, la transvection t_> s’identifiant & la translation de vecteur & .
L’hypothese de recurrence permet d’affirmer que les sections
GL(Fy,0) — Sy envoient GL(F, ) en des sous-groupes de S, de la forme

Soit A, B les deux hyperplans de £ de direction Fj g.

Pour qu’une application affine ait son application linéaire associée dans
Sy, il faut et il suffit que les hyperplans A et B, ou bien soient stables, ou
bien soient échangés. Ces applications affines forment un sous-groupe Kn
admettant pour sous-groupe d’indice 2 le sous-groupe Hn des applications
affines laissant A et B stables.

Montrons que S, n’a pas de sous-groupes d’indice 2. Comme les groupes
linéaires sont simples en dimension au moins 3, les G7 sont contenus dans

U
tout sous-groupe d’indice 2 de S,,. Il suffit de montrer que S, est engendré
par les sous-groupes G7

,U

— - —

Soit & € Fu70, ) ¢ Fu70, 0 =290 —i—?. Soit f S G? et f1 € G6—>
;U 1,U

—

§)+E

. — - —
donc est la transvection de vecteur g( 0 ) + 0 + €. Comme g( 6 ) peut
tre pris quelconque dans F, ;, toute transvection est dans le sous-groupe

engendré par les G?

—
de mre application linéaire associée g. Alors fiof ! envoie § en g(

u
K
La section s envoie donc S, dans le sous-groupe Hpn des applications

affines laissant les hyperplans paralleles A et B stables. Soit A et B les
groupes affines de A et B. En prenant les restrictions a A et B des s(f)
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ou f € Sy, on a des morphismes S, — A et S, — B dont les noyaux ne

—

sont formés que de transvections. Pour tout 6 € Fy ;, les restrictions

de ces morphismes a G? donnent des morphismes injectifs G? — A
u

7u b
et G? — B qu’on peut considérer comme des sections du groupe linéaire
U
dans le groupe affine en dimension n— 1. L’hypothese de récurrence permet
d’affirmer qu’il existe a € A et b € B fixes par tout s(g) ou g € G? .
U

Ainsi, pour toute section s : G — G et tout sous-groupe G? c G, il
U

— —
existe a € A et b € B tels que ab = § et que S(G? ) soit le sous-groupe
U

Gapu C G des applications affines de & laissant fives les points a et b,
stables les hyperplans A = a+ Fyo et B=b+ F,.

4.6 Lemme Soit s : G — G une section et u € E* une forme linéaire
non nulle. Il existe un unique point a € £ fixe pour toutes les applications

de s(Sy).
Soit £ dans Fuo0, ? et 5_; =

G, =1t G_ t_ .Par4.4, s(t- ) estunetransvection de vecteur &
51,u EL,u 5y ELU 0 ,u

-
0 + ¢ dans F, 7, on a
, 1

et d’hyperplan A ou B. Posant S(G? )= Gapuets <G6_> ) = Gay by us
sU 1,
par conjugaison, la transvection affine s(t_, ) envoie a et b en a1 et by. On
a donc ou bien a; = a et by = b+ 7, ou bien a; = a+ &7 et by = b.
— —
Soit 23 # 7 dans Fy g et 0y = &1 +23, S(G5_2>7u) = Gay by,u- SUPPOSONS

b’bj = Z7. Alors b’b; = b’b?Jrlsz = 8—1>+1Zb_2> est égal & 0 ou £y +55. Comme

— — —
biby vaut 0 ou g5, la seule possibilité est biby = 5 et bby = £ +£3. On a
alors a = a; = ay. Les groupes S(G? ) sont donc tous de la forme Ggp
U
—)
ol a € A est indépendant de 0 . Comme les s(G? ) engendrent s(S,), a
U

est bien point fixe de toutes les applications de s(.Sy).

— —
On obtient I'unicité de a ainsi. Soit d et d; distincts dans Fy, ;, f €

— —
G? (resp. f1 € G6_> ) admettant 0 (resp. d1) pour unique vecteur
U 1,U

’ — —
fixe. Alors s(f) (resp. s(f1)) admet aet b=a+ ¢ (resp. aet by =a+ ;)
pour seuls points fixes. Comme b # by, a est 'unique point fixe commun
aux s(g) ou g décrit S,. Ce point a dépendant a priori de u, on le note ay.
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4.7 Fin de la preuve Supposons que la section s : G — G ne soit pas
du type s,. Par 4.1, laction de s(G) sur £ serait transitive. Tout point
de & serait d’au moins une faon de la forme a, ou v € E*, u # 0. Cest
impossible car il n’existe que 2" — 1 formes linéaires non nulles et 2™ points
dans €.
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