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Cet article est la suite d’un article précédent (cf. [2]). Nous décomposons
une sous-classe d’algebres nucléaires semi-simples comme somme directe
d’idéaux simples et nous établissons un théoreme de Wedderburn pour ces
algebres.

1. ALGEBRES SEMI-SIMPLES.

Par la suite, on montrera que toute algebre de la classe des algebres alt-
nucléaires & puissances associatives vérifiant le théoreme 4.4 de [2] et semi-
simples se décompose comme somme directe d’idéaux simples, résultat ana-
logue & celui des algebres alternatives.

Soient U une F-algebre de dimension finie a puissances associatives, ol
F est un corps commutatif, et R son nilradical. On dit que son nilradical
est héréditaire si pour tout idéal I de U, le nilradical R(I) de I vérifie
lidentité R(I) = RN 1.

Lemme 1.1. Soit U une F-algébre alt-nucléaire de dimension finie a puis-
sances associatives telle que pour toute sous-F-algébre T' de U a élément
unité dans laquelle I'unité est I'unique idempotent non nul, I’ensemble des
éléments nilpotents de T est un nilidéal de T. Alors, le nilradical R de U est
héréditaire. En particulier, si U est semi-simple, tout idéal I de l’algébre
U est une sous-algébre semi-simple.

Considérons un idéal I (# {0},U) de U. Si I est un nilidéal, il est
évident que R(I) = RNI. Sinon, I posseéde un élément idempotent principal
e. En effet, si I n’est pas un idéal a élément unité, I’assertion est une
conséquence de la proposition 3.3 de [4] et du théoreme 3.1 de [2]. Soient
U=@,,;Uijet I = @,;Li; (i,j = 0,1) les décompositions de Peirce
de U et I, respectivement, relatives a l'idempotent e. C’est évident que
Iij =1INU; (4,5 = 0,1). Ainsi, quels que soient les éléments x et a dans
le nilradical R(I) de I et dans U, respectivement, et ses décompositions de
Peirce © = Z%FO Tij et a = Z}J:O a;j dans U, les éléments x11(= exe),
z10(= ex — z11), To1(= xe — x11), Too(= = — 11 — T10 — To1) et ai(=
eae), ajo(= ea — ay1), ap1(= ae — a11) appartiennent a I'idéal I. Il s’ensuit
que r = Z%,jzo x;; est la décomposition de Peirce de = dans I. Ainsi, les
éléments a;jry et Traq; (1,7, k,1 = 0,1) appartiennent au nilradical R(I) de
I, 'ensemble des éléments propement nilpotents dans I. Donc, les éléments
ax et xa sont nilpotents, soit R(I) C RN I, c’est-a-dire, R(I) = RN I.

Lemme 1.2. Soit U une F-algébre alt-nucléaire. Pour tout ensemble
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d’idempotents {e1,...,e,} de U, deux a deux orthogonaux, les identités
suivantes sont vérifiées:

(j) (a:? (ZTEJ eT)yv ZT‘EJ 67“) = _(377 ZT‘EJ €r, y)(ZrEJ 67“)7

(ij) (ZT‘GJ 67“)(1:7 ZT‘GJ €r, y) = _(ZT‘GJ €r, ':E(ZT'GJ 67“)7 y)a

quels que soient les éléments x et y dans U et pour tout sous-ensemble J
de {1,...,n}.

Théoréme 1.3. Soit U une F-algebre alt-nucléaire de dimension finie a
puissances associatives et semi-simple telle que pour toute sous-F'-algébre
T de U a élément unité dans laquelle 'unité est 'unique idempotent non
nul, 'ensemble des éléments nilpotents de T est un nilidéal de T. Alors,
l’algebre U est une somme directe U = W1 @ ... & W, d’idéaux simples
non nuls W; (i=1,...,n).

Considérons un idéal B (# {0},U) de U. D’apres les hypotheses du
théoreme et la proposition 3.3 de [4], B posséde un idempotent f. Si
I'idempotent f n’est pas I’élément unité de B, d’apres le lemme 1.1 et
le théoreme 4.8 de [2], B possede un élément unité g. Par conséquent,
B =Ug = gU et 'idempotent g est dans le centre de U. En effet, quels que
soient les éléments x,y dans U on a (zg)y = (9(z9))y = g(z(9y)) = z(gy),
d’apres le lemme 1.2. Donc, (g,z,y) = (z,9,y) = (z,y,g9) = 0, d’apres le
lemme 2.2 de [2]. D’autre part, on a aussi zg = g(xg) = (9z)g = gz, c’est-
a~dire, [z, g] = 0 donc g est dans le centre de U. Réciproquement, pour tout
élément g dans le centre de U, le sous-espace vectoriel B = Ug est un idéal.
En effet, UB = U(Ug) C (UU)g C Ug = B et BU = (Ug)U C U(gU) C
U(Ug) = UB C B. 1l s’ensuit que pour tout idéal B (# {0},U) de U, il
existe un idéal complémentaire D (# {0},U) tel que U = B @ D. En effet,
si B =Ug comme g est une unité de B, alors g est un idempotent dans le
centre de U. Ainsi, h = 1 — g est aussi un idempotent dans le centre de U et
D = Uh. Observons que B et D sont des idéaux semi-simples orthogonaux
et que tout idéal I de B (ou de D) est aussi un idéal de I’algebre U. Ainsi,
si B n’est pas un idéal simple, B possede un idéal I (# {0}, B) donc B
est une F-algeébre alt-nucléaire qui vérifie les conditions du théoreme 4.4 de
[2]. Ceci montre que, & partir des hypotheéses du théoréme et de ce que 'on
a vu ci-dessus, cette décomposition peut se répéter. Comme la dimension
de U est finie, ce processus s’arréte des que les idéaux sont simples. Ainsi,
I’algebre U se décompose en une somme directe d’idéaux simples non nuls.

Lemme 1.4. Soit U une F-algébre a élément unité alt-nucléaire de di-
mension finie et a puissances associatives telle que pour toute sous-F'-
algebre T' de U a élément unité dans laquelle I'unité est I'unique idem-
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potent non nul, I'ensemble des éléments nilpotents de T est un nilidéal

de T. Si {[u1],...,[us]} est un ensemble d’idempotents non nuls, deux
a deux orthogonaux dans l'algébre quotient U/R, il existe un ensemble
d’idempotents {eq,..., e}, deux a deux orthogonaux dans U, et vérifiant

[e;] = [ug] (i=1,...,t). De plus, si [1] = Y2t_[ug], alors 1 = S°%_ e;.

Pour démontrer ce lemme, on procede par récurrence sur t. Pour ¢t = 1, si
[u1] est un idempotent dans U/ R, alors tout représentant u; de [u1] est non
nilpotent. Il s’ensuit que la sous-algebre de U engendrée par I’élément u; est
une non nilalgebre, donc elle posséde un idempotent e; = 3, aul, a; € F,
vérifiant [e1] = afui], @ € F, o = >, ;. Comme e; ¢ R, il s’ensuit que
[e1] # [0] et [e1] = afe1], donc a = 1 et [e1] = [u1]. D’ailleurs, si [1] = [u1],
alors [1] = [e1] et 1 — e; € R. Comme (1 — e1)? = 1 — e, nécessairement,
1 = e;1. Supposons que pour un entier ¢ > 1 le lemme soit encore vrai. Alors,
quel que soit I'ensemble d’idempotents non nuls {[u1], ..., [us+1]} dans U/R,
deux a deux orthogonaux, il existe, d’apres I’hypothese de récurrence, un
ensemble d’idempotents {ej,...,e;} deux & deux orthogonaux, vérifiant
lei] = [ui] (¢ = 1,...,t). Considérons les décompositions de Peirce U =
@ ;Uij (1,7 =0,...,t) et U/'R=&; j(U/R)i; (i,5 =0,...,t), relatives aux
idempotents e = 3°t_; e; et [e] = Yt_;[e;], respectivement. Il s’ensuit que

(1.1) Uoo = fUf et (U/R)oo = [fI(U/R)[S],

ou f =1— e est I’élément unité de Upy.
Observons encore que RNUyg est le nilradical de Uyg, d’apres le corollaire
4.6 de [2], donc

(1.2) (U/R)oo = [fI(U/R)[f] = (Uoo + R)/R = Upo/ (R N Ugp).

Comme [uzy1] € (U/R)oo, on peut supposer, d’apres (1) que w1 € Ugo.
Ainsi, deux cas sont envisagés:
(i) Si l'unique idempotent non nul de Uy est I’élément unité f, il est évident
que w1 + (RNUy) = f+ (RN Uy), ce qui nous montre que [ugr1] = [f],
d’apres (2). On pose alors e;y1 = f.
(ii) Si Upp est une sous-F-algebre alt-nucléaire et donc vérifiant les con-
ditions du théoréoreme 4.4 de [2], en appliquant le cas t = 1 a la classe
résiduelle w1 + (R N Upg) dans Upg/(R N Uyy) on obtient un idempotent
err1 € Ugp vérifiant 6t+1—|—(RﬂU00) = ut+1—|—(RﬂU00), donc [6t+1] = [ut+1].
Comme e;11 € Uy, les idempotents de l'ensemble {eq,..., e €41} sont
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deux a deux orthogonaux.
Finalement, si [1] = 3°_;[u;], alors 1 — Y _;e; € Rdonc 1 =Y ;.

Lemme 1.5. Soit U une F-algébre alt-nucléaire de dimension finie et a
puissances associatives telle que pour toute sous-F'-algebre T de U a élément
unité dans laquelle I'unité est I'unique idempotent non nul, I’ensemble des
éléments nilpotents de T est un nilidéal de T et soit R son nilradical. Alors,
la F-algebre quotient U/R est de dimension finie, a puissances associatives
et telle que pour toute sous-F-algébre S de U/R a élément unité dans
laquelle 'unité est 'unique idempotent non nul, I’ensemble des éléments
nilpotents de S est un nilidéal de S. De plus, si U/R posséde un idempotent
le] (#10],[1]), alors U/R est aussi une algébre alt-nucléaire.

Comme conséquence du théoreme 1.3 et des lemmes 1.4 et 1.5, on a le
résultat suivant:

Théoreme 1.6. Soit U une F-algébre alt-nucléaire de dimension finie a
puissances associatives telle que pour toute sous-F-algébreT de U a élément
unité dans laquelle I'unité est I'unique idempotent non nul, I’ensemble des
éléments nilpotents de T est un nilidéal de T. Alors, la F-algébre quotient
U/ R est une somme directe U/R = W1&...®W,,, d’idéaux simples non nuls
W; (i = 1,...,n). De plus, ces idéaux sont a élément unité dans lesquels
I'unité est I'unique idempotent non nul ou des idéaux alternatifs.

Si P'unique idempotent non nul de U/ R est ['unité, U/ R ne possede pas
d’éléments nilpotents non nuls donc U/R est une algebre simple, d’apres
le lemme 1.5 et le lemme 4.3 de [2]. Si ’algebre U/R possede un idempo-
tent [e] (# [0],[1]), alors U/R est une algebre vérifiant les conditions du
théoreme 1.3 et est donc une somme directe d’idéaux simples non nuls. De
plus, d’apres le théoreme 2 de [3], tout idéal W; (1 < i < n) non nul et
simple qui possede un idempotent [e] (# [0],[1]) est un idéal alternatif.

2. DECOMPOSITION DE WEDDERBURN.

Dans ce paragraphe on donne des conditions suffisantes pour que la sous-
classe des algebres alt-nucléaires, vérifiant le théoreme 4.4 de [2], possede
une décomposition de Wedderburn.

Soit U une F-algebre de dimension finie a puissances associatives, ou
F est un corps commutatif, et R son nilradical. On dit que 'algebre U
possede une décomposition de Wedderburn, si U possede une sous-
algebre o = U/R telle que U = 0 + R.
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Théoreme 2.1. Soit U une F-algébre a élément unité 1, alt-nucléaire
de dimension finie et a puissances associatives telle que pour toute sous-F'-
algebre T de U a élément unité dans laquelle I’'unité est 'unique idempotent
non nul, I’ensemble des éléments nilpotents de T' est un nilidéal de T. Si
la F-algebre quotient U/R contient une algébre de matrices My de degré s
avec élément unité [1], alors I'algébre U contient une algébre de matrices
mg de degré s avec 1 comme élément unité et M, est I'image de mg par le
morphisme canonique U — U/R, © — [z].

En effet, compte tenu des hypotheses du lemme, M, possede un ensem-

ble d’éléments {[u;;] | (i,j =1,...,s)} vérifiant la table de multiplication

(2.1) [wijl[ur] = jluwa] (2,5, k,1=1,....s),

ou [1] = [un1] +. ..+ [uss]. D’apres le lemme 1.4, il y a un ensemble d’idem-
potents {e11,...,ess} dans U, deux & deux orthogonaux, tels que [e;] =
[ui] (i=1,...,8) et 1 =e11 + ...+ ess. Considérons la décomposition de
Peirce U = @, ; Uij (i,j = 0,...,s), relative a 'ensemble d’idempotents
{e11,...,€es5}. On peut supposer que uj; = ej1 et up € Uy (1 =2,...,5),
d’apres lidentité [u1] = [es][ui]lenn] (¢ = 2,...,s) et, de méme, uy; €

Uij (j =2,...,s). Ainsi, d’apres (1), il résulte que ujuj1 = e +a;j (j =
2,...,8)aveca; € RNUi1 (j=2,...,5s).

Lemme Auxiliaire 2.2. Pour tout entier n > 1, considérons la suite
d’éléments de U, Py ; = (en —i—a?)((ell —aj)uij) et Pn’jni (e11 -HI? )Pn—1;,
pour n > 2 et j=2,...,s Alors, P,juj1 = e11 — a? et [P ;] = [uijl,
pour tout entiern >l et j=2,...,s.

Pour la démonstration, on procede par récurrence sur n. Ainsi, pour n =
1, Prjuji = ((enn +a3)((en —a)urg))ujn = (en +ad)(((e1r — aj)urj)uji) =
(e11 + a?)(en — a?) =e1] — a? .

Supposons que pour un entier n > 1, le lemme soit encore vrai. Alors,

1 1 1
Poy1juji = ((enn+a? ") Poj)uji = (eni+a?" ) (Pojujt) = (enn+a2" ) (e —
+2
a?mrl) =e11 — a?n . De méme, pour 'autre identité.

Revenons a la démonstration du lemme 2.1.
Considérons un entier » > 1 tel que a?ﬂrl =0( =2...,5) et les

éléments dans U, e1j = P j et e;1 = ui1 (4,5 =2,...,5). Alors, eq; est dans
Uij, e;1 est dans U;; et on obtient

(2.2) 61]'6]‘1 = €11 (j = 1, ey S).
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En effet, le cas j = 1 est évident et pour j # 1, on a erjej1 = Prjuj =
r+1

€11 — a? = e11, compte tenu du fait que ej; est ’élément unité de Uqq et

d’apres le lemme auxiliaire 2.2. Définissons

(23) €ij = €i1€1j ('L,] = 25"‘78; Z#])

dans U;j. Comme [e;1] = [ui1] et [e1j] = [Prj] = [u1;], alors [e;;] = [uij].
Observons que (5) est valable si ¢ = 1 ou j = 1. De méme, pour i = j,
car (eqe1)? = (enen)(einen) = enleni(enens)) = ea((evien)en) = enen,
d’apres 'identité (4), le corollaire 2.3 de [2] et [e;1e15] = [uis] = [esi]. Ainsi,
si I’élément unité e; est 'unique idempotent non nul de Uj;, le résultat est
évident. Dans le cas ol Uj; est une sous-F-algebre alt-nucléaire, il résulte
du lemme 1.4 appliqué a Uj;. Par conséquent, l'identité (2.3) est établie
pouri,j=1,...,s.
Ensuite, observons que

(2.4) eijent =0, st j#Fk (i,7,k,1=1,...,s),

d’apres le lemme 2.2. de [2]. D’autre part, on a

(2.5) €15€jk = €1k et €ij€j1 = €41 (i,j, k= 1, ey S).

En effet, pour £k = 1 c’est une conséquence de l'identité (2.2). Par
contre, pour k # 1, on a eqje;i = eyj(ejieir) = (erjejn)eir — (e1j, €51, €1x) =
e1r — (e1xe1j)ejn + eix(erjejn) = erp. De méme, pour lautre identité.

Les identités de (2.5) nous permettent de démontrer que

(2.6) eijejr = e (i, 5,k =1,...,5).
En effet, ejjej = (eneij)ejr = enlejejr) + (€, eijen) = e +
(e1j,€jk-€i1) = ek + enein — erj(ejrein). Si i = k, on a ejej; = e +

e11 — e1j€j1 = ei; si i # k, on a e;je;r = e, d’apres (2.4). Ainsi, d’apres
les identités (2.4) et (2.6), on conclut que la sous-algebre mg de U munie
de la base {e;; | (1,7 =1,...,s)} est une algebre de matrices.

Théoréme 2.3. Soit U une F-algébre alt-nucléaire de dimension finie a
puissances associatives telle que pour toute sous-F'-algebre T de U a élément
unité dans laquelle I'unité est I'unique idempotent non nul, I’ensemble des
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éléments nilpotents de T' est un nilidéal de T'. Si R est le nilradical de U et
la F-algébre quotient U/R est une algébre de Cayley avec des diviseurs de
zéro, alors U possede une décomposition de Wedderburn.

En effet, compte tenu du théoreme 5.2 de [2], on peut supposer que U
soit une algebre a élément unité et prendre 1'algebre U/R sous la forme
U/R = My + [w]Maz, dont les éléments s’écrivent [¢1] + [w][g2], ou [¢i] €
My (i = 1,2), [w]? = [1] et la multiplication de U/R est donnée par le
lemme 3.16 de [4], avec un évident changement de notation. D’apres le
lemme 2.1, U contient une algebre de matrices ma de degré deux telle que
1 est I’élément unité de mo et si {e;; | (4,5 = 1,2)} est la base canonique de
ma, alors {[e;;] | (i,5 = 1,2)} est la base canonique de Mj. Observons encore
que [g] = [g] pour tout q dans ma, &5 = e;; et &5 = —ei; (4,5 = 1,2; @ # j).
Considérons la décomposiion de Peirce U = €, ; Ui; (4,7 = 0, 1,2), relative
aux idempotents e11 et egs. Pour démontrer le théoreme, il suffit de montrer
Iexistence d’un élément v ¢ my vérifiant les propriétés suivantes: (i) v? = 1;
(ii) qu = vg, pour tout g € my. En effet, d’apres cette derniére condition, on
vérifie que: (iii) p(vq) = v(pq); (iv) (vp)g = v(gp); (v) (vp)(vq) = ¢P, quels
que soient p et ¢ dans mg, d’apres le corollaire 2.3 de [2], donc mg + vma
est une sous-algebre de U avec multiplication donnée par le lemme 3.16 de
[4]. Ainsi, écrivons

(2.7) [fis] = [wllej;] (6,5 = 1,25 i # j).

On peut prendre f;; € Uyj, car
e (Fsless)) = lex Guless)?) = il (ealless)
= [wl[Eiies) = [wlles;] = Lf). Diantre part, [esillfi] = lesl([wlless)) =
—[w]([ejil[ej;]) = [0], ce qui nous amene a
ejifij =cj (i, =1,2; i # j),Cj € RNUjj.
Ecrivons
hij = fij — eijcj (4,5 = 1,25 i # j).

Alors, hij € Ui, [hij] = [fw] et

(2.8) ejihi]‘ = hijeji =0.

En effet, ejihij =Cj — eji(eijcj) = Cj — (ejieij)cj = 0. De plus, €ijCj =
eij(ejifij) = (eijeji) fig — (eij, €5is fis) = fij + (fijejideis — fig = (fijeji)ei
et donc hijeji = fijeji - ((fijeji)eij)eﬁ =0. Comme,
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[higl[hji] = [fij][f5i] = leiillej;] = [ew], alors
hz‘jhji =e;ta;, a; € RN Um<1 = 1,2).

Lemme Auxiliaire 2.4. Pour tout entier n > 1, considérons la suite
d’éléments de U, P, = (611 + a%)((ell - al)hlg) et P, = (611 + a%n)Pn_l,
pour n > 2. Alors, P,hoy = e11 — a?" et [P,] = [hi12], pour tout entier
n > 1.

Pour la démonstration on procede par récurrence sur n. Ainsi, pour n =
1, Prhoy = ((e11 +a?)((e11 — a1)hi12))har = (e11 +af)((enn —a12)(h12h21)) =
(e11+a?)((e11 —a1)(e11 +a1)) = (e11+a?)(e11 —a?) = e11 —a? . Supposons
que pour un entier n > 1, le lemme soit encore vrai. Alors, P,y1ho; =

n+1 n+1 n+1 n+1
((en +ai; )Pu)har = (e11 +a?" ) (Pohan) = (e11 + a3 )(enn —af™ ) =
el — a%n . De méme, on démontre I'autre identité.

Lemme Auxiliaire 2.5. Pour tout entiern > 1, alhia = hi2as et ayho =
hgla?.

En effet, par récurrence sur n, on a: pour n = 1, ajhia = (higha —
e11)hi2 = (hi2ho1)hia—e11hia = hia(hoihiz) —hizeas = hia(hathia—e22) =
hi2a2. Supposons que pour un entier n > 1, le lemme soit encore vrai. Alors,
a?+1h12 = a?(alhlg) = a’f(hlgag) = (a?hlg)ag = (hlgag)ag = h12a§+1. De
méme, pour 'autre identité.

Lemme Auxiliaire 2.6. Pour tout entier n > 1, P,ho1 = e11 — a%nﬂ et
hglpn = €922 — a%nﬂ.

En effet, P ho1 = €11 — a2 est une conséquence du lemme auxiliaire
2.4 et on démontre que ho1 P, = €22 — a%nﬂ par récurrence sur n. Ainsi,
pour n =1on a

horPi = hoi((er1 4+ af)((e11 —a1)hiz)) = (hai(enn +a}))((enn — a1)hiz)
= ((ea2 +ad)ha1)((e11 — a1)h12) = (e + a3)((hai(err — a1))hiz2)
= (ex2 + g;)((em — ag)(haih12)) = (e2s + a3)(eas — a3)
= €22 — 043 .

Supposons que pour un entier n > 1, le lemme soit encore vrai. Alors,

n+1 n+1
ho1Prt1 = hai((enn + fi )Pn) = (hai(en ++61L% )P
= ((ez2+a3 )ha1)Py, = (e + a§+2 )(h21Py)

1 1
= (ex+ad" Nen—-a""") = exn—d
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Lemme Auxiliaire 2.7. Pour tout entier n > 1, considérons les suites
suivantes:

(i) L1 = (e11 +a?)(e11 — a1) et L, = (e11 +a? )Ly_1, pour n > 2;
(ii) @1 = (ea2 + a3) (e — az) et Qy, = (e22 + a3 )Qn_1, pour n > 2.

Alors, P, = Ly,h12 = h12Q)y,, pour tout n > 1.
La démonstration se fait par récurrence sur n et on utilise le lemme
auxiliaire 2.5.

On revient a la démonstration du théoreme 2.3. Considérons un entier
r > 1 tel que a?rﬂ =0 (i =1,2) et les éléments de U,

pi2= b et pa = ha.

A partir des lemmes auxiliaires 2.4 et 2.6, on a: (i) p;; € Us; et [pi;] =
[fij] (3,5 = 1,25 0 # j); (ii) pijpji = eii (4,5 = 1,25 i # j). D’apreés le lemme
auxiliaire 2.7 et les identités (2.8) on a e;;pj; = pjieij =0 (4,5 = 1,2; i # j).
Ecrivons

v =pi2+t pa.

Alors, [v] = [fi2] + [f21] = [w] entraine v ¢ ma et v? = (p12 + p21)? =
p12p21 + p2ipi2 = e + ez = 1. D’autre part, e;v = ei(pij + pji) =
(pz‘j +pji)€jj = wej; et (67;]' +pz‘j)2 = €;jpij + pijei; = 0 donc e;jv =
€ij(pij + pji) = €ijpij = —Ppijei; = —(Dij + pji)eij = —vey;. Par conséquent,
qu = vq, pour tout ¢ dans mgy et cela nous dit que U possede une sous-
algebre 0 = U/R telle que U = o + R.

Comme conséquence des théoremes 1.6, 2.1 et 2.3, on a le résultat suiv-
ant:

Théoréme 2.8. Soit F' un corps et U une F-algébre alt-nucléaire de
dimension finie a puissances associatives telle que pour toute sous-F'-algébre
T de U a élément unité dans laquelle I'unité est I'unique idempotent non nul,
I’ensemble des éléments nilpotents de T' est un nilidéal de T'. Si la F'-algebre
quotient U/R est une somme directe d’idéaux simples non nuls isomorphes
a des algebres de matrices My de degré s sur F ou a des algébres de Cayley
avec diviseurs de zéro sur F, alors ’algebre U posséde une décomposition
de Wedderburn.

Observons, tout d’abord, que on peut supposer que 'algebre U est une
algebre a élément unité 1, d’apres le théoréme 5.2 de [2]. Encore, on peut
se borner au cas on U/R = W; (1 < i < n). En effet, d’apres le lemme
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1.4, il existe un esemble d’idempotents {ey,...,es} dans U, deux a deux
orthogonaux, vérifiant 1 = e; + ...+ e, et tels que les idempotents [e;] (i =
1,...,n) soient les éléments unité de W;. En considérant la décomposition
de Peirce U = @, ; Uij (i,j = 0,...,n), relative a 'ensemble d’idempotents
{e1,...,en}, le nilradical de U;; est RNU;; (i = 1,...,n), d’apres le corol-
laire 4.6 de [2], et W; =2 U;;/RNUy; (i =1,...,n). De la décomposition de
Wedderburn pour Uj; = 0; + RN Uy, si oy = W; (1 = 1,...,n), la somme
des sous-F-algebre o; de U est une somme directe 0 = 01®... @0, = U/R.
Ainsi, si U/R est isomorphe a une algebre de matrices M de degré s sur F,
d’apres le théoreme 2.1, I'algebre U contient une algebre de matrices mg de
degré s avec I’élément unité 1 et telle que ms = U/R. Par contre, si U/R
est une algebre de Cayley avec diviseurs de zéro sur F, le théoreme 2.3 nous
dit que U possede une décomposition de Wedderburn.
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