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Abstract

We study germs of J-Holomorphic curves contained in M, a real
analytic hypersurface of an symplectic manifold of dimension 4. We
show, under topological hypothesis on M, that if M is compact then M
is of finite type and so there is no germs of J-holomorphic curves on
M (with J adapted with the symplectic form). In C? with the standard
complex structure, this is a classical result of Diederich-Fornaess.
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1. Introduction et principaux résultats

Considérons, (R*,.J) avec J une structure presque complexe réelle analy-
tique, M = {p = 0} un germe d’hypersurface réelle analytique en 0. Dans
[1], nous avons développé une théorie du type régulier dans le cas non
intégrable; pour énoncer précisément certains résultats, il faut rappeler
quelques définitions et énoncés de [1] :

Definition 1.1. Soit M = {p = 0} un germe d’hypersurface lisse en 0; on
dit que 0 est de type fini s’il existe k € N tel que : YV~ disque J-holomorphe
régulier z — y(z), 0 — 0, Iordre d’annulation de poy est inférieur a k. S’il
n’existe pas de k ayant la propriété ci-dessus, on dit que 0 est un point de
type infini.

Definition 1.2. Si 0 est de type fini, on appelle type de M en 0, le plus
petit des k vérifiant la définition 1-1 et I'on note dps(0).

On établit dans [1], la proposition suivante:

Proposition 1.3. Si M C R*, alors z € M — 6y(z) est une fonction
semi-continue supérieurement.

Si 0 est de type infini, il semble raisonnable d’espérer trouver un germe
de disque J-holomorphe, v, contenu dans M ; dans le cas d’une struc-
ture intégrable, ceci est vraie, voir par exemple [2], ou bien en remarquant
qu’alors, la variété de Segre de M en 0 a un ordre de contact infini avec M,
(gréace a une application de 'inégalité de Lojasciewicz) et donc p(0, z) C M.
Quoiqu’il en soit, 'une et 'autre des méthodes utilisent fortement
lintégrabilité de la structure (par exemple, il n’y a pas lequivalent des
variétés de Segre dans le cadre preque complexe), et donc ne s’adaptent pas
a notre situation. Pour contourner cette difficulté, nous sommes amenés a
utiliser une version ad hoc (voir[4]et [5]) du théoreme de Cartan-Kahler,
en remarquant que 0 de type infini entraine la “formelle intégrabilité” d’un
certain systeme différentiel (que 'on imagine aisément, voir partie 3). On
montre donc le théoreme et le corollaire suivants :

Theorem 1.4. Soit 0 € M C R*, un germe d’hypersurface réelle analy-
tique. Alors si 0 est de type infini, il existe un disque v contenu dans M,
avec v(0) = 0.

Soit F ’ensemble suivant:

E :={X € M/ 3, disque holomorphe non trivial vérifiant : v(0) = X et v C M }.
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Corollaire 1.5. Sous les hypothéses du résultat précédent, E est fermé
dans M.

Preuve du corollaire 1-5 :

Soit (a,) une suite de points de E qui converge vers 0 € M et ()
la suite des germes associés; si 7, est singulier en a,, alors il existe une
suite de points (by) de 7, qui converge vers a,, telle que -, régulier en by.
D’apres la proposition 1-3, a, est donc un point de type régulier infini et
par conséquent le théoreme 1-4 entraine I’existence de 3, C M passant par
an et régulier. A nouveau, la proposition 1-3 assure que 0 est un point de
type régulier infini, et le théoreme 1-4 qu’il existe 8 C M régulier passant
par 0.

En fait, il n’est point nécessaire de s’assurer que les germes associés aux
points de F sont réguliers; si M est une hypersurface dans R4, elle ne peut
contenir de germes de disques singuliers (mais pour obtenir ce résultat,
il faut une étude plus fine des disques J-holomorphes contenus dans une
hypersurface de R*; voir section 5).

Definition 1.6. On dit qu’une hypersurface M dans une variété presque
complexe (V, J) est de type fini,s’il existe k tel que tout point de M est de
type inférieur a k.

D’apres la proposition 1-3, si M est compacte et n’est pas de type fini, alors
il existe pg € M tel que pg est de type infini.
Nous avons également le résultat global suivant :

Theorem 1.7. Soit (V,w) une variété symplectique réelle analytique de
dimension 4 avec w exacte sur V. Alors si J est une structure presque
complexe adaptée a w, toute hypersurface compacte M est soit feuilletée,
soit de type fini.

Corollaire 1.8. Sous les mémes hypothéses que le théoréme préceédent et
si de plus M vérifie I'une des deux assertions suivantes : mo(M) # 0 ou
m1(M) est un groupe fini, alors toute hypersurface compacte H est de type
fini.

Preuve du corollaire 1-8 :
-Si w1 (M) est un groupe fini, alors un théoreme d’Haefliger assure qu’il
n’existe pas sur M un feuilletage réel analytique (voir [9], chapitre 6).
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-Si mp(M) # 0, alors nous avons l'alternative suivante (car M est de
dimension 3, voir [9], chapitre 7, théoréeme de Novikov) pour un feuilletage
F de M : soit il admet une composante de Reeb, ou bien toutes les feuilles
sont compactes. Quoiqu’il en soit, il possede donc au moins une feuille
compacte ; maintenant, intégrons la forme symplectique sur cette feuille -
w et J étant adaptées - d’un coté, cette intégrale est strictement positive
et de l'autre elle est nulle & ’aide de la formule de Stokes (w est exacte sur

Pour le cas de C2, il est inutile de faire des hypotheses topologiques sur
M pour éviter le cas feuilletée : ceci repose sur un argument de A.Glutsyuk
(voir [3] et la section [5]). Nous avons donc le théoréme suivant :

Theorem 1.9. Soit (C2?,wy) avec wy la structure symplectique standard
sur C2. Alors si J est une structure presque complexe adaptée a wy, toute
hypersurface compacte est de type fini pour J.

Les théoremes 1-7 et 1-9 reposent sur un résultat clef qui assure le
prolongement des germes de disques J-holomorphes contenus dans une hy-
persurface de R* définie au voisinage de 0, en une courbe J-holomorphe
fermée dans ce voisinage (voir théoreme 5-2 de la section 5).

Pour w une structure symplectique donnée, il existe toutjours des struc-
tures presques complexes adaptées. Par exemple, pour C? muni de la struc-
ture symplectique standard alors la multiplication par ¢ est adaptée, et nous
retrouvons donc, dans le cas de la dimension complexe 2, un résultat de
Diederich-Fornaess ([8]).

Pour finir, citons un exemple d’application du théoreéme 1-7 : le cotan-
gent d’une surface réelle analytique que 'on munit de sa structure sym-
plectique naturelle, vérifie les hypotheses du théoreme.

Mentionnons quelques questions ouvertes : pour le corollaire 1-5, on
peut imaginer appliquer un théoreme de compacité aux v, mais au préalable
il faut les prolonger, ce qui est possible d’apres le théoréme 5-2, mais qui
ne nous permet pas de faire I’économie du théoreme de Cartan-Kahler.
De plus, il faut encore s’assurer que ’aire des disques prolongés est uni-
formément borné; dans le cas intégrable, ceci est possible en utilisant
quelques résultats élémentaires sur la multiplicité des applications holo-
morphes (au moins dans le cas d’une hypersurface algébrique, voir [7]), ce
qui n’a pas d’équivalent dans le cadre non intégrable.

Néanmoins, il nous semble intéressant de prouver s’il existe ou non un
procédé effectif de reconstruction de v a la limite, a partir des ~,, comme
dans le cas intégrable (voir [7]).
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Enfin, il nous parait naturel d’envisager ces problémes en dimension
plus grande - dans un premier temps, sous I’hypothese M pseudoconvexe -,
la difficulté supplémentaire réside dans le fait suivant : on ne peut appliquer
tel quel le résultat de Goldschmidt (théoréme 4-2, section 4)car les projec-
tions ne sont plus surjectives, et donc le systeme n’est plus formellement
intégrable (voir définition 4-1).

Rappels et préliminaires

Soit D le disque unité de R%, u : D — R?, (x,y) — (u1(z,y), -, ua(x,y)),
J une structure presque complexe sur R?*, Jy la structure complexe stan-
dard sur R?, on veut résoudre le systeme différentiel, F, au voisinage de
zéro, suivant :

Apu(zy)0dU(z y) = 0

dU(w,y) J() — J(u(m, y))du(xyy) =0.

Soit J¥ I’espace des k-jets en 0 ; on associe & E le sous-espace € de
J¢ défini par : 0 € € si et seulement si @ vérifie E en 0. On considere
également les prolongements de E, E¥ Vk > 0 (voir [4], P.137-140), obtenus
par dérivation d’ordre k de E :

e (dPU(zvy)Odu(w,y)) =0

D (dua ) Jo = J(u(,9))du(z,y) ) = 0.

ot 0 = (01, 03) avec |o| < k, et on leur associe ¥, le sous-espace de
des jets qui vérifient E* en 0.

Nous rappelons ici des résultats obtenus dans [1], dont nous aurons
besoin par la suite pour la démonstration du théoreme 1-4 :

k+1
JO

Theorem 1.10. Considérons LP4 : (R?")PT4tl — R, la forme de Levi
d’ordre p, q(voir [1], pour la définition précise).

Alors les deux propositions suivantes sont équivalentes:

(1) II existe un disque J-holomorphe, u, régulier tangent a M en 0 a
Pordre k + 2.

(2) 1l existe, X, champ de vecteur J-tangent a M (ie une section
réguliére de TV (M)) vérifiant :
¥ (p,q), +q < k— 1, LP4(X(0), X.X(0), -+, XPH¥1(0)) =0,



146 Emmanuel Mazzilli

De plus, on peut choisir X tel que

u k""lu
X(0) = 24(0),- -, XkH1(0) = T54(0).

Definition 1.11. On définit la dérivée (p,q)-iéme en 0 d’'un champ de
vecteurs X sur R*,comme étant le vecteur X dérivé p-fois dans sa propre
direction et g-fois dans la direction JX

DRIX(0) = (JX)IXP - X(0)

Definition 1.12. La collection de toutes les dérivées (p, q)-ieme en 0,pour
0 < p+q < k, d’'un champ de vecteurs X sur R* est appelée son jet d’ordre
k et noté par j§(X). Ceci définie une application

j: T(TRY) — JE(RY) = (RH T2
X — (X(0),...,D%X(0),..., D% X(0))
et le jet € € JF(RY) est dit réalisable s’il appartient & J§ (M) := j¥(T(T7 M).
Proposition 1.13. Soit & € Jy™ (R*). On note [¢] sa J§(R*)-composante
et
(§k+1,07 e 7§p,q> e 750,]6-1—1)

sa partie homogéne d’ordre k 4+ 1. Alors
AX e (T M), j8(X)=¢

si et seulement si

X, e T(T7M), j§(X1) = [k

v (pa Q)a p+ q = k + 17 gp#l - [j[l)c—’—l(Xl)]qu € T(SIM

Autrement dit, si & est un k+ 1-jet réalisable, les composantes N et JN
de sa partie homogene de degrés k+ 1, ou N est le vecteur normal a M en
0, sont entierement déterminées par son jet d’ordre k; mais les composantes
J-tangentes (toujours de la partie homogene d’ordre k+ 1) sont totalement
libres.

Corollaire 1.14. Soit u un disque J-holomorphe régulier au voisinage de
0. Alors u est tangent & M en 0 & I'ordre k + 2(soit p(u(z)) = 0(2F*2))si et
seulement si son jet d’ordre k + 1 est réalisable.
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2. Prolongement du jet d’un disque tangent a M a l’ordre
k+2

Proposition 2.1. Soient 0 un point de type infini et e¥*1, pour tout k > 0,

le prolongement d’ordre k+ 1 du systeme différentiel F¥. Alors la projection
7 €8Tl — €F est surjective pour tout k > 0.

Preuve de la proposition 2-1 : Soit u un disque J-holomorphe avec un ordre

de contact k + 2 avec M; montrer que 7 est surjective revient a prouver
I’existence de v, un disque J-holomorphe qui lui tangente & l'ordre &k + 3,

avec JET(u) = JFT (v). On sait qu'il existe w, et donc JE(w), tel que

w a un ordre de contact k + 3 avec M ; d’apres le théoreme 1-10, on a par
conséquent, o
p+q
LA (W(O)’ g_c;(())’ T gprrq:: (O)) =0,

Vp+q < k. Si ¢ est une fonction holomorphe au voisinage de 0 avec
»(0) = 0, alors wo¢ a également un ordre de contact k + 3 avec M, et
donc pour tout Y un champ de vecteurs J-tangent a M de la forme (a +
BJ)X,(ou X, est un champ de vecteurs associé & w par le théoreme 1-
10, et «, 8 sont des fonctions réelles régulieres ), nous avons : VY(p,q)
avec p + q < k, LP4(Y)(0) = 0. Remarquons que dimg(T”) = 1, et donc

X, = (a+ BNJ)XW, ce qui entraine, d’aprés ce qui précede, V(p,q) avec

p+q <k, LP4X,)(0) =0. A nouveau, le théoreme 1-10 prouve I’existence

d’un disque, v, J-holomorphe ayar}gt un ordre de contact k + 3 avec M en
+2

0; de plus, JE (v) = J¥ 1 (u) et %(O) = XF+2(0).

3. Symbole d’un systeme différentiel

Pour une description plus détaillé, on pourra consulter [4] et [5]. Afin
d’éviter des notations un peu lourdes, nous nous contentons ici de rappeler
uniquement ce dont nous aurons besoin. Considérons un systeme d’ordre
1 défini par :

Fi(z,y,ui(x,y), O1us, O2u;) =0,Vl € {1---,m}.

Pour k > 1, on définit le symbole de €F, ¢*, qui & 6 € £F associe I’espace
vectoriel

gk(g) = {(C]C+1,07 T 7Cp,q> e 7C07k+1)/ Z C;H-l,q—laiF’l(Q)C;—Lq-ﬁ-la%}?l(e) = O}
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Ici, nous devons préciser que nous considérons F' comme une fonction des

variabél)es indépendantes (x,y, u;, pi, pb), et 0} Fj, 05 F; signifient respective-

ment %;L, 345. Il est clair que gk(Q) est entierement déterminé par la partie
1 2

homogene d’ordre 1 de 6; pour cette raison, on considere § € ¢ — g*(f).

Dans notre cas, nous savons (voir section précedente) que les projections

7, : Pl — ¥ sont surjectives, ce qui entraine que g*(#) (pour @ € €) peut

étre décrit de la maniere suivante :

g*(0) == {((Tl —19)k11,0, (T = T2)pg, -+, (T1 — T2)0,k+1)}

ou (Th,Ty) € ¥ x e, JE(T) = JH(Ty) et JH(TY) = J3(Tn) = 6

et
((Tl —T2)kr1,0, > (T1 = Ta)pgs -+, (11 — Tz)o,k+1>

désigne la partie homogene d’ordre k£ 4+ 1 de 17 — T5. D’apres le corollaire
1-14, ceci signifie que T} et T5 sont des jets d’ordre k+ 1 réalisables ayant la
méme composante d’ordre k, nous pouvons appliquer alors la proposition
1-13 : la partie homogene de Ty — Ty € (T7M)*+1. Nous venons donc de
montrer (6, g¥()) est un fibré vectoriel de fibre (7 M)¥*! au dessus de ¢.

4. Preuve du théoréme 1-4

Nous avons R* muni d’une structure presque complexe J dépendant an-
alytiquement du point base et M une hypersurface réelle analytique, par
conséquent,le systeme E de la partie 1 est a coefficients analytiques ; de
plus d’apres [5], E vérifie:

Definition 4.1. On dit qu’un systéme différentiel E est formellement

intégrable si et seulement si (0,g*+1(0)) est un fibré vectoriel pour tout
k > 0 au dessus de ¢ et si de plus I'opérateur de restriction mj, : ¥+l — ¢F
est surjectif.

Theorem 4.2. Soit E un systéme différentiel analytique formellement
intégrable, alors pour tout § € ¢*, il existe une solution analytique, u de
E, telle que Ji ™ (u) = 6.

Preuve du théoreme 1-4 :

le point 0 est un point de type infini ce qui entraine la formelle intégrabilité
du systeme FE, d’apres les parties 2 et 3 ; le théoreme 1-4 est alors la
conséquence directe du théoreme 4-2.
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Remarque 4.3. Il est clair que méme si I’hypersurface et la structure sont
seulement de classe C*°, le systeme E reste formellement intégrable.

5. Preuve du théoréme 1-7

Dans cette partie, on convient de noter par une majuscule 'image géométrique
d’un disque et par une minuscule le disque proprement dit.

Nous allons commencer par définir le prolongement dun disque J-
holomorphe:

Definition 5.1. Soitu : D — R*, 0 — 0 un germe de disque J-holomorphe
dont I'image est incluse dans Q, un voisinage ouvert de 0 dans R*; on dit
que u admet un prolongement a ) ou se prolonge a (), s’il existe w une
courbe J-holomorphe fermée dans € dont I'image W contient U, I'image
de u.

Commencons par démontrer le théoreme suivant:

Theorem 5.2. Soit 0 € M une hypersurface réelle analytique de R* définie
sur §2; soit u un germe de disque J-holomorphe,régulier, passant par O et
contenu dans M. Alors, si M n’est pas feuilletée en courbe J-holomorphe,
u se prolonge a () en une courbe réguliére J-holomorphe.

Preuve du théoreme 5-2 : Soit 2o € U, on va montrer que u se prolonge

en une courbe J-holomorphe au voisinage de xg. Considérons, X un champ
de vecteurs J-tangent a M au voisinage de zg et L¢(X(¢), X (¢)) := L¢ la
forme de levi en ¢ € M appliquée au vecteur J-tangent X (¢). Clairement
U C {L:(X(€), X()) = 0}; M n’étant pas feuilletée, {L¢(X(¢), X(¢)) =
0} est de dimension 2, et U dans I'une des composantes irréductibles de
cet ensemble réel analytique, disons {g(¢) = 0} (g étant I'un des facteurs
irréductibles en zg de L¢);d’apres le corollaire 1-5, il existe @, un germe de
disque J-holomorphe en o, dont I'image U est contenue dans M ; nous
allons montrer qu’en fait U C {g(¢) = 0}. Nous avons vu dans la section
2, que si 6 est un germe de disque J-holomorphe en Y qui a un ordre de
contact k + 2 avec M, alors on peut trouver un re-paramétrage, az tel que

%ﬁ-z))(()) = XUY), pour tout i < k. Soit k € N quelconque et (x,)
une suite de points de U qui tend vers xg, on note u,,, le germe de disque
en x, défini par u; choisissons aZI” un re-paramétrage ayant la propriété
ci-dessus; d’apres ce qui précede, en passant a la limite sur les jets d’ordre
k des disques uxn(a}:z”), on obtient que le jet d’ordre k compatible, dont
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les dérivées d’ordre inférieur a k en z sont données par X'(xp), annule a
l'ordre k la fonction g. D’autre part, toujours en accord avec ce qui précede,

je peux trouver un re-paramétrage oy tel que%;z))(O) = X*(zq), pour
tout i < k, ce qui entraine g(@i(aj)) s’annule & l'ordre k en zg, et par
conséquent g(@) également. Je peux effectuer cette opération pour tout k,
ce qui implique U C {g = 0} et u se prolonge en une courbe réguliere au
voisinage de xg.

En prolongeant de proche en proche de la maniere précedente,on obtient
le résultat en s’assurant néanmoins que si ’on revient en xg, le germe de
disque obtenu reste dans la méme composante irréductible de {L; = 0},
soit {g(¢) = 0} ; ceci est assuré car le jet du disque en question (quitte &
re-paramétrer) est encore donné par le jet d’ordre k& compatible, dont les
dérivées d’ordre inférieur & k en x sont les X(zg), qui annule g, d’apres ce
qui précede.

A présent, nous pouvons justifier 'affirmation suivante : (voir fin de la
preuve du corollaire 1-5)

Remarque 5.3. M ne peut contenir un germe de disque singulier en 0.

Si L¢ est identiquement nulle, alors M est feuilletée en courbe réguliere et
I'affirmation est établie. Dans le cas contraire, {L¢ = 0} est de dimension

2 en 0; raisonnons par l’absurde, supposons qu’il existe u singulier en 0
dont I'image U C M; alors U C {g = 0} ou {g = 0} est la composante
irréductible de L¢ qui contient U. Les points singuliers d’'un disque J-
holomorphe sont isolés, ce qui entraine qu'il existe une suite (a,) qui tend
vers 0 avec u qui est un germe de disque régulier en a,; la preuve du
théoreéme 5-2 prouve alors que {g = 0} contient un germe de disque régulier
en 0 et donc, est une variété réelle analytique de dimension 2 au voisinage
de 0, ce qui implique que u est régulier en 0. Nous avons également une
version globale de cette affirmation :

Remarque 5.4. M ne peut contenir une courbe J-holomorphe singuliére
(attention, M pourrait contenir des courbes singuliéres sans contenir de
germes de disques singuliers : il suffit que les composantes irréductibles de
la courbe en un point multiple soient des disques réguliers).

En effet, supposons qu’il existe C' une courbe singuliere dans M, alors
C contient un germe de disque régulier qui est lui-méme contenu dans
une courbe réguliere, C' d’apres le théoreme 5-2; mais alors C' et C sont
identiques, et donc C n’a pas de singularités.
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Remarques :

Supposons que M soit une hypersurface réelle analytique plongée(pas
forcément compacte)dans une variété de dimension 4. Alors si M est non
feuilletée, la preuve du théoréme 5-2 entraine que tout germe de disque inclu
dans M se prolonge en une courbe fermée dans M. Maintenant si M est
feuilletée et simplement connexe, alors le germe de disque se prolonge par
I'une des feuilles, mais toutes les feuilles d’un feuilletage transversalement
réel analytique sont fermées([9], chapitre 6), et donc le germe se prolonge
en une courbe fermée également. On a prouvé la proposition suivante :

Proposition 5.5. Soit M une hypersurface d’ une variété presque com-
plexe (V,J). Si M est simplement connexe, alors tout germe de disque
contenu dans M se prolonge en une courbe fermée dans M

Fin de la preuve du théoreme 1-7

Si M n’est pas feuilletée, la preuve du théoreme 5-2 assure que U C C
avec ¢ une courbe fermée réguliere dans M, ce qui entraine que C' est
compacte sans bord. D’un coté - J et w étant adaptées - [rw > 0 et de
lautre [rw = [~d{ = 0 en utilisant la formule de Stokes; ce qui fournit
une contradiction.

6. Preuve du théoréme 1-9

Nous allons reproduire 'argument de A.Glutsyuk (voir aussi [3]). D’apres
le Théoreme 1-7, il suffit de montrer que M n’est pas feuilletée. Supposons
que ce soit le cas :

le feuilletage ne dépend que de la structure J sur une boule contenant
M car M est compacte. Construisons J une structure presque complexe
sur CP? adaptée & wy telle que: J est la structure donnée sur cette boule
et J = Jp, la structure complexe habituelle sur Phyperplan & Pinfini (la
nouvelle structure n’est peut étre pas réelle analytique mais on peut le
faire dans la catégorie C*°, ce qui suffit pour ce qui suit).

_Soit Q, ensemble des courbes rationnelles J-holomorphes rencontrant
T7M et homologues & une droite projective CP' € CP2(les courbes J-
holomorphes homologues & CP! ¢ CP? sont appelées les j—droites); mon-
trons que 2 est ouvert et fermé dans I’espace des j—droiteg.

1)Q fermé: soit Dy une suite de droites rencontrant 77 M avec Dy qui
tend vers D, et ay une suite de points de M tels que Dy rencontre 77 M
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en ay; si a une valeur d’adhérence de la suite ay (M est compacte), alors
a € D et donc D rencontre TV M en a.

2)Q2 est ouvert : soit Dy une droite de €2 et a un point de M tel que Dy
rencontre 77 M en a. F,, la feuille passant par a, est fermée dans une boule
suffisamment petite autour de a. Si D est une petite perturbation de Dy
alors l'indice d’intersection en a, de Fy et D, est le méme que celui de Dy
et Fy, donc strictement positif, ce qui entraine : D rencontre le feuilletage
et ) est ouvert.

D’aprés un résultat de Gromov ([6]), par deux points distincts de CP?,
il passe une unique J-droite; de plus, si 'on note D(a,b) la droite passant
par (a,b) € CP? x CP?, I'application (a,b) — D(a,b) est réguliere et donc
I'ensemble des J-droites est connexe. Par conséquent, ) est 1’ ensemble
des J-droites , ce qui produit une contradiction car la J droite & I'infini ne
rencontre pas TV M, M étant compacte dans C2 et J = .Jp & D'infini.
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