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UNA NOTA SOBRE LA COMPACIDAD DE FUNCIONES 
COSENO DE OPERADORES 

Dr. HERNAN R. HENRIQUEZ* 

RESUMEN. 

En este trabajo caracterizamos las funciones coseno fuertemente 

continua de operaciones, definidas en un espacio de Banach complejo y ge

neradas por un operador lineal A tal que An es compacto, para algún e!! 

tero n > l. 

INTRODOCCION. 

Sea X un espacio de Banach y denotemos por B(X) el álgebra 

de los operadores lineales acotados definidos yconvalores en X. Una fun 

ción coseno fuertemente continua de operadores en X es una función e 
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definida en IR y con valores en B(X) que es continua para la topología 

fuerte de operadores y verifica las condiciones 

(a) e(o) = I, 

(b) e(t + s) + e(t - s) = 2 e(t) e(s), para todo s, tE IR . 

El generador infinitesimal de la función coseno fuertemente con 

tinua e es el operador A definido mediante la expresión: 

Ax = lirn 
t-+0 

2 
(e(t) X- x) 

t2 

en aquellos vectores x e: X para los cuales el límite existe. 

(1) 

De manera similar a lo que ocurre en la Teoría de semigrupo de 

operadores, el operador A es cerrado y tiene dominio D(A) denso en X. 

Además, existen constantes M> 1 y w ~ O tal que: 

11 e ( t) 1 1 ~ M exp ( w t) , t ~ o ( 2) 

y si ,\ es un número complejo con R (,\) > w entonces .\
2 

pertenece al 

conjunto resolvente de A. 

A cada función coseno e se le asocia una función seno S 

IR ~ B(X) definida por la expresión: 

S(t)x = Jt e(s) x ds . 
o 

para todo x E X y todo t e: lR . 

(3) 

Si A es el generador infinitesimal de una función coseno e , 

entonces A es también el generador infinitesimal de un semigrupo analí -

tico que denotaremos por T. Fattorini ([2]) ha mostrado que: 



1 
T(t)x = --

yrrl 
r~ 
o 

2 
-s 

exp (~) e(s)x ds 

para todo t > O y todo X E: X. Se deduce de esta fórmula que si la 

ción e verifica la desigualdad (2) entonces T es un semigrupo de 

igual a 1. Además, Nelson y Triggiani ( [ 6] ) han demostrado menor e w. 

para cada t > o la función S -+ e(s) T(t) es analÍtica. 
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(4) 

fun-

tipo 

que 

Las funciones coseno de operadores han sido consideradas recien 

temente por varios autores en relación con el problema de eauchy abstrac

to de segundo orden (ver [8] para un resumen). En [4] hemos caracteriza

do las funciones coseno para las cuales e(t) - I es un operador compac

to, para todo t > O. Específicamente , obtuvimos el siguiente resultado: 

Teorema: Sea e una función coseno fuertemente continua de operadores . 
• 

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes: 

a) El operador e (t) - I es compacto para todo t E: 1R. 

b) El operador S (t) - t I es compacto para todo t <:: JR • 

e) El generador infinitesimal A es compacto. 

d) El operador T(t) - I es compacto para todo t > O. 

El objetivo de este trabajo es extender estos resultados y ca

racterizar aquellas funciones coseno e para las cuales (e(t) - I)n es un 

operador compacto, para algún entero positivo n y todo te: JR. 

En nuestro desarrollo supondremos que X es un espacio de Ba

nach complejo y si B es un operador. lineal (posiblemente no acotado) en 

X denotaremos por o(B), 

tro puntual y resolvente de 

o (B) y p(B) los conjuntos espectro, espec
p 

B, respectivamente. 

Además, si >- e: p (B) entonces denotaremos por R(A, B) al op~ 

d 1 ( ' I - B)-l. ra or reso vente 11 
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2 . RESULTADOS. 

A través de toda esta sección denotaremos por e a una función 

coseno fuertemente continua de operadores con generador infinitesimal A 

y mantendremos todas las notaciones introducidas en la sección anterior. 

En particular, supondremos que e verifica la desigualdad (2). 

Proposición 1. Si A = t es un punto aislado del espec tro de S(t), pa

ra todo t >O, entonces O e o(A). 

Demostración: 

a) Sea A un número complejo no nulo tal que 
2 

A e: p (A) • Entonces 

jt(cosh A( t - s) - 1) e(s)x ds 
o 

• 
para todo x e: X y todo t > O. 

( 5) 

2 
En efecto, ha sido establecido en [5] que A R(A ,A) (cosh (A t) -

e(t))x = ¡t sinh A(t- s) e(s)x ds e integrando esta Última expre
o 

ción entre [O, t] se obtiene (5). 

b) Denotemos por S(t, A) al operador definido por 

S(t, A)X rt (cosh A(t- s) - 1) e(s)x ds 
Jo 

e introduzcamos los operadores lineales S (t) 
iT 

definidos por 

( ) l t (t _ s) 2n S t X = 
ll o 

e(s)x ds. 

Es inmediato que: 

S(t, A) = (6) 



e) 
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donde la serie converge en B(X), uniformemente para A y t en 

conjuntos acotados. 

Supongamos que O E p (A) y sea t > o. Como lJ 
o 

t es un punto 

aislado del espectro del operador S (t), entonces existe r > o tal 

que A2 E p (A) y )J = sin h (A t) 1 A pertenece al conjunto re-

solvente de S ( t) , para cada A E [ tal que o < 1 A 1 < r. -

Entonces de (5) y (6) s e deduce que : 

A2n - 2 
l: (2n)! ST! (t) 

n :;:l 
(7) 

-1 
Considerando que el operador resolvente ( )J - S(t)) tiene una 

singularidad aislada en )J = t 
o ' 

resulta utilizando la expansión de 

Laurent (Taylor [7]) que: 

()J - S (t)) - 1 ¿ ()J - t) T) (t) ¿ - n A + ()J - t) . B (t)' (8) 
n:;:O 

n 
n;;:1 r: 

donde los coeficientes A (t) y B (t) son operadores lineales aco-n r¡ 

tados en B(X) que conmutan con los operadores C(s) y que verifi-

can la relación: 

Como A E p(A) 

T' 
(S (t) - t) B

1 
(t), n > 1 

2 
entonces la función R( A , A) es ana líti-

ca en una vecindad de O. ~ f . ~ ( t)- 1 
Ademas como la unc1on )J - tiene un polo 

de orden 2 en O y, en una vecindad de cero, puede representarse en la 

forma 

6 
+ f ().. ). ( 9 ) 
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donde f es una f unción analítica, reemplazando (8) y (9) en (7) ob-

tenemos que: 

¿ 

n:ü 

B (t) 
n 

(2n)! 
S (t ) = O 
n 

de donde, utilizando la conmutativi dad de los operadores 

S (t) s e deduce : 
Tl 

¿ 6 n 

n?.-2 t3n (2n) ! 
S (t) B (t) 

n n 

B (t) 
n 

y 

(lO) 

El operador B
1 

(t) es una proyección no trivial ([7)), luego 

existe un vector x € X, 1 lxl 1 = 1, ta l que B
1 

(t)x = x 

Sean M
1 

y s constantes positivas tal que 1 IC(s) 1 1 ~ M, p~ 

ra todo s s (0,1) y s (1 + exp 6( 1 + M
1

)) < 1 

Por la continuidad de la función coseno existe O < t < 1 tal 

que j ¡c(s)x - xll < s , para todo s s [O ,t ]. 

Como 

rt 2 3 
~ (t - s) (x - C(s)x) ds + ~ s

1 
(t) B

1 
(t)x 

t 

entonces de (10) se deduce que: 

€ + ¿ 
n~2 t

3
n (2n)! 

11 S (t) 11 n I IB (t)xll n 

y evaluando las normas indicadas en el segundo miembro resulta que: 

€ + € ¿ 
(2n )! n_:::2 

1 (1 + M > n 
2n+1 1 
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< l. 

por la elección de E y M
1

. 

Proposición 2. Sea C una familia coseno fuertemente continua de opera-

dores. Si existe n E lN tal que (C(t ) - I) T) es un 

operador compacto para todo t ~ O, entonces existe a > O 

tal que C(t) es un operador invertible para t odo t e 

[O ,a]. 

Demostración: 

o < tk 

ble y sea 

(z) = O. 

Si C(t) no es invertible entonces O E a (C(t)). 

pacidad de (C(t) - I) n se deduce que 

gy [5], concluimos que existe \ E [ 

cosh ( A t) = O. 

0 E o (C(t)) 
2 p 

con ), E a (A) 
p 

Por la com 

y de Na 

tal que 

Supongamos que existe una sucesión (tK) K decreciente, 

-k todo k :. 1, tal que C( t ) no es invertí-::; 2 para 
K 

2 
A € [, \E r; (A), tal que cosh <\ tk) = o 

K p 

Sea Q el conjunto de raíces complejas de la ecuación cosh 

Corno A t E Q y O t Q, 
K K 

se deduce que el conjunto {A : k:: 1 } 
K 

es infinito. 

Por otra parte, también de los resultados de Nagy sabemos q ue 

cosh ( A t) E a (C(t)), para t ~O y todo k~ l. 
K p 

Por lo tanto, e 1 e o~ 

junto {cosh(>. t) : k ~ 1} es finito o debe tener un punto de acumulación 
K 

en ~ = l. No es difícil verificar que en ambos casos se contradice la ob 

servación anterior. 

Sea A un operador lineal cerrado y A un número complejo tal 

que >.!i E p(A) para todo i = 1,2, ... ,n. Definirnos el operador lineal 

F ( A) 
T) 

n 
, K 1 (n) \ ) = I+ 11 ¿ (-1) k k R(k, A 
k=l 
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Teorema 1. Sea e una familia coseno fuertemente continua de operadores 

con generador inf init esima l A y s ea n t: JN • 

siguientes cond i c iones son equi valentes : 

Entonces las 

a) El operador lineal A es a cotado y An e s compacto, 

b) Los operadores 

e) Los operadores 

t ~ O, 

d ) Los operadores 

t 2: O, 

e) Existe 
2 A > n w 

f) Los operadores 

(C {t) - I )ll s on compactos par a todo t 2: o 1 

(S(t ) - t i) 11 son compactos, para todo 

(T (t) - I) ll son compactos, para todo 

t al que F ( A) es un operador compacto, 
n 2. 

F ( A) son compactos para todo A > n w 
T) 

Demostración: 

1) La equiva l encia de a), d ), e) y f) ha sido demostrada en [3]. 

2) ~emos traremos que a) ~ b). En este caso la función coseno C es 

uni f o rmemente continua y puede representars e por la serie: 

3) 

00 t2 K 
C(t) ¿ AK 

k=O 
(2k) ! 

de donde result a que (C (t) - I) TJ es compact o . 

Demostra remos que b) => a ). Sea u > o. Entonces la función 

t ~ (C (t) - I) ll T (u) es analítica y 

==l im (2 (C(t) - I)_)TJT(u) 

t -+0 t
2 

en la topología uniforme de operadores . Se deduce de esto que Ar¡ T (u) 

es un operador compacto y por consiguiente basta mostr ar que T(u) e s 

un operador invertible. 

Si T (u) no fuese invertible entonce s O t: o (t (u)) y se preseE 
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tan dos posibilidades: que O sea un punto de acumulación o un puntoai~ 

lado del espectro . En la primera situación existiría una sucesión (w ) 
n n 

en o (T(u)) 

iu 1 < 1. 

tal que \J 1= o y 
n 

u ~ O, n ~ oo 
n 

Podemos suponer que 

n 

Como T es un semigrupo anal íti co y por tanto uniformementeco~ 

tinuo en (o, oo ), se concluye de las propiedades espectrales de s emigru -

pos [1 ] que un E exp (u o(A)). Sea \n E a(A) ta l que un= exp (u ~ ~). 

Entonces ([5)) cos h (A' t) pertenece al espectro de C(t), p a ra todo 
n 

t .::: o. 

conjunto 

Por la compacidad del operador (C(t ) - I) n se deduce que el 

{cos h (A' t): n.:;: 1} es finito o tiene un punto de acumulac ión 
n 

de z = 1, para todo t ~ O. La primera posibilidad no puede ocurrir por 

cuanto u ~ O, n + oo Para comprobar que la segunda alternativa tampo
n 

co es posible, considérese r = Re (A; ). Si cosh (A! t) ~ l, n ~ oo 
n n n 

entonces la distancia de r t al conjunto 2 n W converge a cero, para 
n 

todo t > O, lo cual es absurdo . 

Por consiguiente u
0 

= O debe ser un punto a islado del espec

tro de T(u) y a ={O} es un conjunto espectral de T(u). Sea P l a 
o 

proyección espectral asociada a T(u) y a . Denotemos por X y x
1 

el 
o o 

espacio imagen de P y de I - P, respectivamente. Entonces X., i = 0,1, 
l 

son subespacios suplementarios e invariantes para todo operador lineal 

que conmute con T(u). Sea A., i = 0,1, 
1 

la restricción del operador A 

al subespacio X Entonces A. es generador infinitesimal de una fami-
1 

lia coseno c. y de semigrupo T., que son las restricciones de e y de 
1 1 

T al subespacio X. , i = 0,1, respectivamente. 
1 

que 

Por la construcción realizada se deduce que a (T (u)) 
o 

O i (T
1 

(u)), por lo cual el operador T
1 

(u) es invert ible . 

X 
o 

fuese de dimensión finita, entonces 

i o } y 

A Si el subespacio 

sería un operador acotado y T (u) 
o 

sería invertible. Por el contrario, 



44 

si suponemos que X 
" 

no tiene dimensión finita, entonces 1 S a (C 
o 

(t)) 

ya que (C 
o 

(t) - r) n es compacto. Tanto en el caso en que 1 es un 

punto ai slado del espectro de e (t) ([4] proposición 2) 
o 

como en el caso 

en que no lo sea, se deduce que o (A ) F ~ y como 
o 

exp (u o (A ) ) e 
o 

; (T (u)) este Último conjunto 
o 

debe ser distinto de {O} , lo cual contra 

dice nuestra construcción. 

4) La demostración de la afirmación a) ~ e) es aná loga a la realizada 

en el paso 2 ). 

5) Demostremos finalmente que e) => a). 

Sea u > O. Entonces la función t ~ (S(t) - t I) r¡ T(u) es analíti

ca . Además, de la definición de S(t) se deduce que: 

(S(t + h)- S(t) _ I)r¡ 
h 

T(u) 
h 
~ (C(t) - I) r¡ 
-+ o 

T(u) 

en la topología de la convergencia uniforme de operadores. Luego los 

operadores (C(t) - I)r¡ T(u) son compactos, para todo t ~ O. Por 

lo tanto tal como en el paso 3, el problema se reduce a demostrar que 

el operador T(u) es invertible. Para este objeto repetimos la demo~ 

tración efectuada en 3), cambiando sólo el argumento final, cuando su 

ponemos que el subespacio X 
o 

no tiene dimensión finita. En este ca 

so por la compacidad del operador (S (t) - t I)r¡ se deduce 
o 

t f. a (S (t)) • 
o 

Si t no es un punto aislado del espectro de 

pa r a a lgún t > O, entonces ([4], proposición 1) se deduce que 

u( A ) F ~ . 
o 

que 

S (t) , 
o 

Por el contrario, si t es un punto aislado del espectro de 

S (t) , para todo 
o 

duce que o (A ) F 
o 

t > O, entonces por la proposición 1 también se de 

~. Como a(T (u) J exp (u o(A )) se deduce 
o - o 

que 

o (T , (u) ) 1= {O}, lo que contradice la construcción realizada. 
v 
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