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Uno de los problemas más antiguos a que se ha enfrentado la ma

temática aplicada es el de obtener una curva suave a partir del conoci

miento de algunos de sus puntos. 

Este problema tiene una gran diversidad de soluciones que divi

diremos en dos categorías: Métodos de Aproximación y Métodos de Inter

polación. Los primeros consisten en buscar una curva suave que se apro

xime a· los datos, pero que no necesariamente pase a través de ellos. Los 

segundos, de los cuales estudiaremos uno de los más importantes, buscan 

soluciones que p asen exactamente a través de tos puntos conocidos. 

Nos limitaremos en este curso a aquellas curvas que pueden ser 

definidas por una función f definida en un intervalo real que, sin pér

dida de generalidad, supondremos [0,1]. 
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En términos formales, el problema consiste en encontrar una 

función g : [0 ,1] -~ lR tal que 

i = 1, 2, •••• , n (1) 

en que los datos son los pares (x., y.) i = 1, •••• , n que se supone sa 
~ ~ 

tisfacen 

y. 
~ 

f (x.) 
~ 

i = 1, 2, •••• , n 

para alguna función desconocida f. 

(2) 

Es claro que el número de soluciones a este problema es infini 

to y que la elección de una de ellas dependerá de numerosos factores en 

tre los que podemos mencionar: Propiedades de suavidad de f, 
, 

numero 

de datos, propiedades deseadas del interpolante, rapidez y simplicidad 

de los cálculos, etc. 

La solución más antigua a este problema fue dada en el siglo 

XVII por Lagrange y Newton en forma separada. Esta consiste en cons-

truir un interpolante polinomial de grado n-1, solución de . simplicidad 

atrayente que veremos presenta graves inconvenientes tanto desde un p~ 

to de vista teórico como práctico. 

Más tarde se dieron numerosas soluciones, la mayoría consisten 

te en construir una base de funciones analíticas dual a los funcionales 

de evaluación, por ejemplo, funciones trigonométricas,hiperbólicas,etc. 

Sin embargo, todas estas soluciones adolecen en general de dos proble

mas, el primero es lo complicado del cálculo de éstas y el segundo, las 

pocas propiedades teóricas de la solución. 

' En 1946, I.J. Shoenberg tuvo la idea de abandonar las funcio-

nes analíticas y considerar funciones seccionalmente polinomiales que 
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satisfacen propiedades de continuidad en los puntos xi i=1, ••• ,n. Es

ta sencilla idea llevó al desarrollo de una de las técnicas más usadas 

en análisis · numérico, las funciones spline (o cercha}. El propósito de 

este curso es estudiar algunas propiedades básicas de estas funciones e 

ilustrar su comportamiento en la práctica. 

l.- Dl'l'BRl'OLACIW POLINOMIAL. 

Sea P 
1 

el conjunto de los polinomios de grado menor o igual 
n-

a n-1. Este es un espacio vectorial de dimensión n. 

Sean x. 
~ 

i = 1, 

el sigUiente teorema. 

. ... ' n puntos distintos de [0,1], demostremos 

Teorema 1. Para cualquier y= (yi, y2 , .••. , y ) E. lR n existe un úni
n 

co polinomio p E P 
1

, tal que n-

p (x.} = Y . 
~ ~ 

Demostración. La aplicación L 

i=1,2, ••.• ,n (3} 

P --~ lRn 
n-1 

es lineal de un espacio de dimensión n en otro de igual dimensión, en 

consecuencia, para demostrar que el recorrido de L es lR n basta demos

trar que su nulidad es O, o sea, que su núcleo es {o}. En efecto, 

Lq= o~ q (x . } 
~ 

o i = 1, •.•. , n 

se trata en consecuencia de un polinomio de grado n-1 que tiene n ceros 

distintos, esto implica q = O. 

Q.E.D. 
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Analicemos ahora el problema de la construcción del polinomio 

p E P n-l que interpola los datos. Definamos para ello una base de P 
1
• n-

Definición. Los polinomios {t1 ~ t
2

1 •••• 1 in} definidos por 

i. {x) = 
~ 

1T (x-x.) 
i"/;j J 
1T (x. -x.} 

".J." ~ J 
~rJ 

Se denominan polinomios de Lagrange de grado n-1 asociados a 

•••• 1 X • 
n 

Es claro que ~ 1 •••• 1 ~n son linealmente independientes y en 

consecuencia constituyen una base de P 1 . 
n-

Consideremos ahora el polinomio 

p(x} = 

entonces: 

n 
¿ 

i=l 
yi i. (x} 

~ 
(5} 

Teorema 2. El polinomio p definido en (5) interpola los datos (x.~y.} 
~ ~ 

i = 1 1 •••• 1 n. 

Demostración. 

Tenemos 

{ o i "/; j 
i. (x.} = 
~ J 

1 i = j 

o sea 

i. (x.} = o .. 
~ J ~] 
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entonces 

n 
p (x. ) = ¿ Y. 6. . = YJ· 

J i=l ~ ~) 
j=l, •••• ,n 

Q.E.D. 

Este polinomio de interpolación así construído adolece de un 

defecto grave desde un punto de vista práctico, ya que para evaluar p 

en un punto x se necesita calcular ~. (x) = i = 1, •••• , n. Ahora bien, 
~ 

cada uno .de estos cálculos requiere (n-1) multiplicaciones y n-1 divi-

siones lo que da un total de 2(n-l) operaciones, sin contar las restas. 

Sin embargo si tuviéramos el polinomio en una base más conveniente, por 

ejemplo, si conociéramos Ob' .... , Ob-l tales que 

p(x) = 
n-1 
¿ 
i =O 

i 
U. X 
~ 

(6) 

entonces p(x) se puede calcular usando el algoritmo de Horner, o sea, 

... 
y as~ 

~-1 (x) = a 
n- 1 

p(x) = q
0

(x) 

(7) 

Vemos así que con esta expresión, p(x) se puede calcular en 

n-1 multiplicaciones. Lo mismo ocurre si consideramos la siguiente ba-
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se de P 
1

• 
n-

N
0 

(x) 

N
1 

(x) 

N. (x) 
~ 

= 1 

= X -

i 
= 1T 

j=l 

xl 

(x - X.) = (x-x.) N. 
1 

(x) 
J ~ ~-

i < n-1 

El polinomio p de interpolación se puede escribir en esta base: 

p(x) = 
n-1 

¿ 

i=O 
B. N. (x) 
~ ~ 

(9) 

Definición. Los coeficientes 8. i =O, •.•. , n-1 se denominan diferen 
~ 

cias divididas de f en los puntos x
1

, •.•. , xn y se denotan 

Teorema 3. 

... , 

.... ' 

i 
(f) = ¿ 

xl j=l 

f (x . ) 
J 

i = O, •••• , n-1 

1T • (x .--x.) 
• .J.. J ~ 
~rJ 

Demostración. Como el polinomio 

n-1 
p(x) = ¿ 

i=O 
8. N. (x) 
~ ~ 

interpola f en los puntos x
1

, 

p(x.) =y. = f(x.) 
~ ~ ~ 

•••• 1 x , o sea 
n 

(10) 

(11) 



y 

es claro 

k-1 
r 

i=O 

j > k 

8. N. (x) 
~ ~ 

interpola f en xl 1 •••• 1 xk y debe coincidir con el polinomio 

k 
r 

j=1 
f (x.) 

J 
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(12) 

(13) 

k-1 por lo tanto, en particular deben coincidir los coeficientes de x 

que son 

k-1 
r 

j=1 

Este teorema permite definir las diferencias divididas 

Q.E.D. 

en k 

puntos cualquiera y también demostrar el siguiente teorema que damossin 

demostración. 

Teorema 4. 

(14) 
•••• 1 

Demostración. Ejercicio 
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Consideremos ahora un ejemplo simple: 

X. y. 
~ ~ 

1 1 
7 

2 8 
19 

6 
1 

3 27 37 9 

4 64 

Diferencias Divididas para los 

Datos de la izquierda de la Tabla. 

El polinomio de Newton toma entonces la forma: 

p(x) = 1 + 7 (x-1) + 6(x-1) (x-2) + (x-1) (x-2) (x-3) 

Vemos así que en realidad es bastante sencillo calcular los coe 

ficientes del polinomio de Newton y que su evaluación no presenta en apa 

riencia grandes dificultades ya que sólo requiere n multiplicaciones.Sin 

embargo, esto no es tan claro, ya que si n es grande, lo que ocurre a me 

nudo al tener muchos datos, el cálculo se hará un poco más caro y, lo 

que es más grave, el tener que sumar n números de signo muchas veces al

ternante lo que produce serios errores de redondeo en un computador. 

A pesar de estas razones, el problema fundamental no está aquí 

sino en el comportamiento de los polinomios para n grande, 

particular el siguiente teorema: 

Teorema 4 (Runge) 
1 Sea f (x) = ---

2
-

l+x 
x E [-5 , 5] y sea {p } 

n 

sión de polinomios de interpolación de f en los puntos 

= -5 

tenemo~ en 

la suce-



xk = -S + (k-1}h 

X = S 
n+1 

10 
h =

n 

Entonces {p} diverge fuera del intervalo [-3.63, 3.63]. 
n 

SS 

Vemos así que aún una función analítica en un intervalo cerra

do no posee suficientes propiedades para garantizar la convergencia de 

las aproxímaciones polinomiales. Esto basta para no considerar a este 

tipo de interpolación como una alternativa válida, sin embargo el hecho 

que los polinomios posean primitivas y derivadas de fácil cálculo hace 

tentador el mantenerlos como una opción. Esto se puede lograr conside

rando funciones secciona lmente polinomiales que, permitiendo a las deri 

vadas de orden superior algunas singularidades, sean más "flexibles"que 

los polinomios. 

2.- FUNCIONES SPLINE CUBICAS. 

Comencemos el estudio de las funciones spline con un ejemplo 

simple que constituye al mismo tiempo uno de los casos más usados. Sea 

S(3,x) el conjunto de funciones: 

S(3,x) = {s 

con x
1 

= O, 

[ 0,1] -

X = 1 
n 

(1S} 

Si O= x
1 

< x
2 

< .••• < xn = 1 este espacio vectorial tiene 

4(n-1} p~ámetros menos 3(n-2) restricciones lo que da para S(3,x} una 

dimensión de 

dirn (S(3,x}} = 4(n-1} - 3(n-2} = n + 2 (16) 
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Consideremos ahora el problema de encontrar un elemento 

sE S(3,x) que interpole f en x
1

, .... , xn. 

Esto impone n condiciones independientes para los n+2 paráme

tros que se deben determinar. Quedan entonces dos preguntas, la pri

mera es si, independientemente de y
1

, ... , yn existes E S(3,x) tal 

que 

s (x . . ) = y 
~ i 

i=l, •.• ,n (17) 

La segunda pregunta es si es único. 

Para responder a estas preguntas observemos que S 1 [X. ~ ,xi+l] 

debe ser un polinomio de grado 3, si además s(x i) = yi; s(xi+l) = Yi+l 

entonces para determinar dicho polinomio bastará conocer A. = s' (x.) 
~ ~ 

A. 
1 

= s' (x. 
1

) cantidades 
~+ ~+ 

que deben existir porque sE c2 
[0,1]. Esto 

nos dice que s 1 
[x . , x. 

1
1 

~ ~+ 

b.. -A. 
s (x) =y.+ A. (x-x.) + 

~ ~ ~ 

~ ~ 

h . 

en que 

~ 

h. = X. 
1 

- X. 
~ ~+ ~ 

fj_ = 
~ 

yi+l-yi 

xi+l- xi 

tiene la expresión 

2 
A. 

1
- 2b..+A. 

~+ ~ ~ 
(x-x.) + 

2 ~ h. 

2 
(x-xi) (x-xi+1 ) (18) 

~ 

(19) 

Para que s, definida por (18) en cada i ntervalo,pertenezca a 

S(3;x) es necesario y suficiente que sea posible determinar A
1

, 

tales que 

••• , A 
n 
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2 
s e e [O,ll (20) 

Como s es polinomial en cada subintervalo y c
1 

por definición 

(18), entonces una condición necesaria y suficiente para que s pertene~ 
2 

ca a e [0,1] 

es que 

+ s" (x. ) = s" (x . ) 
~ ~ 

i = 2, •.•. , n-1 (2i) 

Derivando (18) dos veces obtenemos: 

s" ·(x) = 2 
t..- A. 
~ ~ 

h . 

A. 
1

- 2/;.. + A. 
~+ ~ ~ + 2 [2 (x-x.) + (x-x. 

1
>] 

h. ~ ~+ 
(22) 

~ ~ 

t..- A. A. 
1

- 2t.. + A. + ~ ~ 2 
~+ ~ ~ [x. xi+l] s" (x . ) = 2 + -

~ h . h~ ~ 
~ 

~ 

t.. - A. Ai+1 - 2/;.. + A. 
2 ~ ~ 

2 
~ ~ = h. h. 

~ ~ 

3/;.. - 2A. - Ai+l 
2 ~ ~ = h . 

(23) 

~ 

t.. - A. Ai+1 - 2/;.. + A. 
s"(x ) 

~ ~ 
2 

~ ~ 
2 (x. 1- X.) = 2 + 

i+1 h . h~ ~+ ~ 
~ 

~ 

-3/;. . + A. + 2A . 1 
2 

~ ~ ~+ 
= h . 

(24) 

~ 

de donde la 
. , 

ecuac~on (21) se escribe 
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1 

h. 1 
~-

-3~. 1 +A. 
1 

+ 2A. 
= 2 ~+ ~- ~ 

h. 1 

1 1 
A. 1 + 2 (-h- + -h 
~- . 1 . 

~- ~ 

~-

'\ + 1 ' 
1\i h. /\~+1 

~ 

~ . 1 ~. 
= 3 (_2:.:_ + _2: 

h. 1 h . 
~- ~ 

i = 2, •••• , n-1 

Hemos así establecido un sistema lineal que deben 

(25) 

satisfacer 

A
1

, •••• ,Ani este sistema tiene n-2 ecuaciones por lo que para determi 

nar completamente estos parámetros debemos imponer dos condiciones adi

cionales. Estas son de tres tipos y dependen de la información adicio

nal que se posea sobre f 

Tipo I Hermite 

dadas {26) 

A = f' {x ) 
n n 

Tipo II Naturales 

+ s"{x) = s"{x) =O 
1 n 

o sea 

(27) 
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Tipo III Periódicas 

s' (x
1

) = s' (x ) 
n 

s"(x ) = s"(x ) 
1 n 

O sea, 

Al = A n 

= 
-3~ + A + 2A n-1 n-1 n 

hn-1 
(28) 

Consideremos por ejemplo las de tipo II que no requieren infor 

mación adicional sobre f, en este caso el sistema queda en la forma si

guiente: 

= 

1 1 1 1 
-h A. + 2 (-h + -h- ) A;+1 + -h . ~ . . 1 ... . 
~ ~ ~+ ~ 

(29) 

Queda por ver si este sistema tiene o no solución. Simetrice

mos para ello el sistema 
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h 1 '-n-2 + 2 (-1- + _1_ ) '-n-2 + _1_ 
n-2 hn-2 hn-1 hn-1 

n-1 
3-

h 
n-1 

/). /). 
n-2 n-1 '-n = 3 (-h- + -h-
n-1 n-1 

Llamemos M a la matriz asociada a este sistema que es clarame~ 

te simétrica. Vamos a demostrar que es definida positiva, en efecto 

en que 

n-1 
T = 2 u Mu 

2 2 1 
E (u. + u . u. 

1 
+u. 

1
) h . ~ ~ ~+ ~+ . 

~=1 ~ 

2 >--, 
-h 

max 

>-2-
-h 

max 

T 
u QU (30) 

Q = 

2 1 

1 4 

1 

o 

1 

4 1 

1 4 

1 

o 

1 

2 

(31) 

es fácil ver que los valores propios de Q están en el intervalo [1,6] y 

en consecuencia 

T 2 T 2 T 
uMu~-h--uQu ~-h--uu>O 

max max 
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Má's ... T aun u Mu ;:;: O < > u;:;:O, lo que demuestra que M es no singular y que 

el sistema lineal (29) tiene siempre una y sólo una solución. Siendo 

además un sistema tridiagonal simétrico, su solución es 

rápida. 

extremadamente 

Por otra parte, una vez obtenidos los coeficientes, es extrema-

darnente simple evaluar s por intermedio de las expresiones locales que 

son polinomios cÚbicos en cada intervalo y requieren en consecuencia só

lo 3 multiplicaciones (y no ~ corno en el caso de los polinomios) . Se 

mantiene también la propiedad de integración, que es extremadamente sen

cilla, así corno la de derivación. 

Ejemplo: 

Cons ideremos l os datos 

X . o 0. 2 0.4 0. 6 ! 0.8 LO 
l. 

y. 1 1.5 1.8 2.1 1 
2.4 2.8 

l. 

En este caso hi h ;:;: 0.2 i 1 1 •••• 1 5 

.61 
1.5-1 

2.5 .64 
0.3 

1.5 ;:;: ;:;: ;:;: ;:;: 

0.2-0 0.2 

0.3 
.65 

0.4 
2 .62 

;:;: ;:;: 1.5 ;:;: -- = 
0.2 0.2 

.63 
0.3 

1.5 
0.2 

el sistema queda entonces 

2;\
1 + ;\2 

;:;: 7.5 
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= 12 

= 9 

= 9 

= 10.5 

= 6 

Que se resuelve fácilmente dando 

\ = 2.770334928 /..4 = 1.471291866 

/..2 = l. 959330144 \ = 1.7224880038 

/..3 = l. 392344498 /..6 = 2.138755981 

Hemos resuelto en esta forma los problemas numéricos derivados 

del alto grado de los polinomios involucrados en la interpolación poli

nomial, manteniendo fijo el grado en cada intervalo. Veamos ahora si 

hemos resuelto los problemas derivados de la no-convergencia de la in

terpolación polinomial. 

Demostremos .primero ciertas propiedades de optimalidad. 

Teorema 5. Sea fe H
2 

[0.1] = {f: [0,1] ~ R / f,f', f" E L
2 

[0,1]} y S 

la función de interpolación definida anteriormente, entonces 



J: s" (x) (s" (x) - f" (x)) dx : O 

Demostración. 

J
1 

s"(x) (s"(x) - f"(x)) dx 

o 

X . 
( l.+1 

= 
n-1 

¿ t . s" (x) (s" (x) - f" (x)) dx 
i=1 

l. 

integrando por partes: 

xi+1 xi+1 

93 

(32) 

n-1 
= ¿ 

i<=1 
s"(x)(s 1 (x)- f 1 (x)) - J s" 1(x)(s 1 (x)-f'(x))dx 

X . 
l. 

n-1 t ¿ s" (x . 1) (s 1 (x. 1) - f 1 (x. 1)) -
. 1 l.+· l.+ l.+ 
l.= 

X. 1 l.+ 

- ~~1 

(s (x) - f (x)) s"
1 (x~ 

J.=l X. 
l. 

=o· 

X . 
l. 

s" (x. ) (s 1 (x. ) - f 1 (x . ) )l 
l. l. l.J 

Q.E.D. 



94 

Interpretemos ahora en forma geométrica este resultado, 

ello definamos el siguiente subespacio de H
2 

[0,1] 

f (x.) 
l. 

i == 1, 2, ... , n} 

Además, en H
2 

[0,1] la forma bilineal 

(u,v) = J: u" (x) v" (x) dx 

representa un semi-producto escalar. 

Ahora bien, como (32) es cierto para cualquier ue:If 

la demostración), se puede también escribir 

(s, u-s) o 

para 

(33) 

(34) 

(véase 

(35) 

Geométricamente esto quiere decir que s e: If es ortogonal a to 

dos los elementos que son de la forma u- s, o sea que son paralelos a 

If , es decir, s es "ortogonal" a If. 

1 
1 
1 

Figura 1 
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Esto nos permite en particular demostrar otra igualdad impor-

tante. 

Teorema 6. Para cualquier u e If se tiene 

1 

f 
2 

Is" (x)) dx 
1 

= f 2 
1 

2 (u"(x)) dx- f (s"(x)- u"(x)) dx 
o o o 

Demostración. Es claro que por Pitágoras 

(s,s) + (s-u, s-u) = (u,u) 

lo que demuestra (36). Q. E.D. 

Del Teorema 6 deducimos f ácilmente que 

Te.orema 7. (Definición Variacional de s) 

s es el único elemento de If tal que 

1 2 1 2 
f (s" (x)) dx ~ f (u" (x)) dx 
o o 

(36) 

(37) 

Demostración. De (36) es claro que s satisface (37) , veamos si es úni

co. En efecto si v satisfaciera (3 7) entonces 

1 

f 
2 

(s" (x)) dx 
1 

= f 2 
1 

2 
(v" (x)) dx > f (u" (x)- s" (x)) dx = O 

o o o 

de donde u-s E P 
1 

es un polinomio de grado 1 que además cumple 

u(x.) - s(x . ) = f(x.) 
~ ~ ~ 

f (x.) = O 
~ 

i=l, .... ,n 
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luego u-s = O 

Q.E.D. 

Estudiemos ahora la convergencia cuando el número de puntos 

tiende a infinito y el tamaño del paso tiende a cero, más específicamen 

te, definamos 

h = Max lx~ 1 - x~l 
. 1 1 ~+ ~ 
~= ,n-

(38) 

para una sucesión de mallas 

sn = {x~ =O< x~ < •.•. < x~ = 1} (39) 

y estudiemos el comportamiento de la sucesión de funciones s tales que 
n 

i) 

ii} 

s es una spline cúbica natural 
n 

n n 
s (x. } = f (x. } i = 1 , 2 , •••• , n 

n ~ ~ 
(40} 

La cota que daremos en este párrafo será una consecuencia de 

dos hechos fundamentales, el primero de ellos será el Teorema 6 que en 

particular nos señala que 

1 
= f 

o 
(f" (x}-

2 
1 

2 
s" (x}} dx 2_ f (f"(x}} dx = 

n 
(41) 

o 

El segundo hecho fundamental se deduce fácilmente del Teorema 

de Rolle y del hecho que s interpola f en los nodos de la malla.O sea, 
n 

(f-s } (x~} = O 
n ~ 

i=1,2, ..•• ,n 

1 
y como f-s E C [0.1], por el teorema de Rolle o del Valor Medio deduci 

n 
mos la existencia de ~~ i = 1, •••• , n-1, tales que: 

~ 



(f 1 - S 1
) (~~) = 0 

n ~ 

; 1 2 n [ n n ... =, , .... ,n,~.ex.,x. 1 J 
~ J ~+ 

entonces 

además en cada intervalo [~~, ~~ ] tenernos: 
~ ~+1 

o sea, 

f' (u) - s' (u) = 
n 

u 
(f'-s')(t"~) +f (f"-s")(t)dt 

n s~ n n 
~· ~ 

u 
f' (u) - s' (u) 

n 
= f (f" - s") (t)dt 

n n 
~· ~ 

usando ahora la desigualdad de Schwartz tenernos: 

!t' (u)- s~ (u) 1 < ¡u- ~~~t ~l (f"(t)- s"(t))
2
dt]t 

~ LO n 

de donde 

usando ahora (41) tenernos 
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(43) 

(44) 

(45) 

lo que nos da una primera cota de error para la convergencia de s' a f'. 
n 

Veamos · ahora el caso de s . Por la condición de interpolación tenemos 
n 
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n 
(f 1 

- s' ) (x. ) = O , 
n l. 

f (x) - s (x) 
n = (f' 

X 

f(x) - s (x) = f n n 
~i 

de donde 

X 

lf(x)- sn(x>l < f n -
x . 

l. 

X 

o sea 

X 
n 

+ J (fl - s') (x.) 
n l. ~~ 

l. 

(f 1 - s 1
) (t)dt 

n 

1 f 1 (t) - S
1 (t}ldt n 

< f n llfl- s~IL:odt 
X. 

l. 

- S 1
) (t) dt 

n 

Hemos demostrado así la parte (ii) del teorema 8. La 

(i) es de demostración análoga y la dejamos al lector. 

(46) 

parte 

Teorema 8. La sucesión {s } de funciones spline de interpolación a f 
n 

en una sucesión de mallas s satisface 
n 

(i) 
2 . 

lf- snlj ~ h -J lfl2 j = o 1 11 2 

3 j 
llf(j) - s~j)ll oo < h2 lfl2 j = (ii) o 1 1 

Hemos así demostrado que este método de interpolación 

(47) 

posee 

interesantes propiedades de convergencia, ya que aún con hipótesis ba

jas sobre f se logra no sólo la convergencia de f, sino de su primera 

derivada, en norma uniforme. 
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Con el objeto de mejorar aún más las cotas de error se debe re 

currir a aumentar las hipótesis, pero al mismo tiempo agregar informa

ción en los bordes, así por ejemplo si utilizarnos spline de tipo Hernate 

obtenernos las cotas: 

7 

jjf(j) - s~j) lloo .S. h2 jfj4 

j = O, 1, 2 

j o 1 1, 2 

Para más detalles sobre éstas u otras propiedades teóricas, se 

recomienda al lector consultar la bibliografía. 

3.- FUNCICWES SPLINE POLINOMIALES. 

La teoría que hemos comenzado a estudiar en el párrafo ante-

rior permite distintos tipos de generalizaciones. El primero de estos 

consiste en considerar funciones seccionalmente polinomiales de un gra

do arbitrario y cuya continuidad pueda ser diferente en los nodos de la 

malla. Sea para ello 

una malla arbitraria y d 

les que 

o < d. <k- 1 
~ 

i=l, .... ,n 

en que k > 1 es un entero arbitrario. 

(48) 

(49) 

Definamos el siguiente espacio de Funciones Spline de grado k 

(50) 



lOO 

Hl) 

H2) 

al E Pk [x . ,x.
1

] 
~ ~+ 

i = 1, ...• , n-1 

j = 0, .... , k-1-d. 
~ 

i = 1, •.•. , n-1 

Es claro que Sk(~;d) es un espacio vectorial cuya dimensión es: 

(n-1) (k+l} -
n-1 

¿ 
i=2 

(k-d.)=n+k-1+ 
~ 

n-1 
¿ 

i==2 
d . 
~ 

Tal como se aprecia de la fórmula (51), los parámetros d . 
.l. 

(51} 

i = 2, ..•. , n-1 llamados deficiencias, aumentan el número de grados de 

libertad del espacio, es así como no basta en este caso fijar k-1 condi

ciones de borde, sino se requerirá además de interpolar la función en los 

puntos x., aumentar la información hasta completar el número dado en (51} 
~ 

Una forma usual de hacer esto es requiriendo que la spline resultante ~ 

terpole a f (j) (x ) en x . para j == O, .... ,d. ; i == 2, .... , n-1 si a esto 
~ ~ 

le agregamos la interpolación de k-1 derivadas en los bordes tenemos uni 

cidad de la solución. 

Un caso importante es aquel en que k es impar, 

k = 2m - 1 (52) 

En este caso, tal como en el caso cúbico, podemos demostrar pro 

piedades de optimalidad en espacios funcionales adecuados. Consideremos 

en particular el caso especial en que además de Hl) H2) se satisface 

H3) a (j) (x +) = o j == m, .•.. , 2m-2 
1 

a (j) (x-) 
n 

== o j = m, •... ,2m-2 

Tenemos el siguiente resultado: 
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Teorema 9. Existe una única función que satisface Hl, H2, H3 y que 

interpola f en x
2

, .... ,xn-l con deficiencia d., o sea, 
1 

o(j)(x . )= 
1 

f(j) (x.) 
1 

i=O,l, ...• ,d . 
1 

i = 2, ..•. , n-1 

y ésta es a su vez la única solución del problema 

en que 

Minimizar 
u EWq 

X 

f n [u (m) (t)] 2 dt 

xl 

Wq = {V E Hm [xl 1 X ) / V ( j) (X. ) = 
n 1 

Demostración. véase la bibliografía. 

4.- UNA FORMWACION GENERAL. 

(j) ( ) q X . 
1 

j=O, ... ,d.; 
1 

i=2, •.. ,n-l} 

(53) 

(54) 

A partir del teorema 9 se puede extraer un cuadro más abstrac

to que permite englobar muchos tipos de funciones spline. Este plantea 

miento general se debe a Atteia y se puede sintetizar de la siguiente 

forma. 

Observarnos en el plante amiento del teorema anterior tres tipos 

de dato 

m 
Un espacio de Hilbert (H [x

1
, xn]) 

Un Operador diferencial (Dm) 

Un conjunto de Funcionales de Interpolación 
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Además de los recorridos del operador y los funcionales. Es

ta estructura se puede entonces generalizar de la siguiente forma: 

Sean X, Y, Z tres espacios de Hilbert y T: X ~ Y, A: X -> Z 

dos operadores lineales, epiyectivos y continuos. 

T 
X y (54) 

z 

En el caso de nuestro ejemplo, los espacios y los operadores 

se definen corno sigue 

X = Hrn [x1, X ] 
n 

2 
[xl, ] (55) y = L X 

n 

z = Rp p 
n-1 

= ¿; (d. +1) 
i=2 

l. 

m 
T = D 

A(u) 

Dado z e: Z, un elemento o e: X se llamará spline de interpolación 

de z relativo al operador A, a la solución (si existe) del problema 

Sea 

Minimizar 11 T (u) 11
2 

ue:x 
A(u) = z 

Iz = {ue:X 1 A(u) = z} 

f2 = T(Iz) 

(56) 

(57) 

(58) 

.., .(;,..·· 



Es claro entonces que 

Min 11 T (u) 11
2 = 

u EX 
~(u)=z 

M in 
vES"t 

llvll2 
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(59) 

problema que tiene solución única vE Q si Q es convexo, cerrado. Aho

ra bien, corno Iz es una variedad afín y T es lineal, es claro que Q es 

convexo, queda ver si es cerrado para lo cual basta ver si 

Q = T(I ) 
o o 

es cerrado. Pero 

T (I ) = T (N (A) ) 
o 

= T(N(A) + N(T)) 

que es cerrado si y sólo si N(A) + N(T) es cerrado, hemos demostrado así 

que una condición suficiente para que exista v E Q es que 

N(A) + N(T) sea cerrado (60) 

Por otra parte, v es Único, falta determinar la unicidad de o, 

como v E Q entonces cualquier u E Iz tal que T (u) = v es solución del 

problema. Esto implica que si o, u son soluciones diferentes del pro

blema~ se tendrá 

T(u) = T(O) > u- O€N(T) 

como A (u) = A {O) > u - a € N {A) 

o sea que una condición suficiente para que se tenga unicidad 

es que 
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N(A) O N(T) ={O} (61) 

Hemos demostrado así el siguiente teorema. 

Teorema 10. Una condición suficiente para que exista una única spline 

de interpolación de z relativo a A es que 

i) N(A) + N(T) cerrado 

ii) N(A) N(T) = {O} 

Veamos algunos ejemplos interesantes: 

4.1. Histosplines. 

Consideremos el problema de encontrar una aproximación de una 

función densidad de probabilidad, o sea, tal que 

p. 
~ 

X. 

J ~+1 = f(x)dx 
X. 
~ 

P[x. < W <X. 
1

] 
~ ~+ 

i:;:: o, .... ,n-1 

en que w es la variable aleatoria considerada. 

En estos casos, es usual conocer las cantidades p., o al menos 
~ 

una buena aproximación de ellas calculada .de un histograma del experi-

mento 
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Figura 2 

Deseamos entonces encontrar una función "suave" f tal que 

X. 

L. (f) = J l. f(x)dx =p. 
l. 

l. 
i=l, .•.. ,n .(62) 

xi+1 

Sean entonces 

X = If' [-1,1] 

y = L2 [-1,1] 

X = Rn 
(63) 

T (u) 
m 

= D (u) ..: 

·-
A(u) = (L1 

(u), .•.• ,Ln (u)) 
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Como N(T) = P , sin >m se tiene que 
m-1 

N (T) D. N(A) = {O} (64) 

Por otra parte N(T) es de dimensión finita y N(A) es de codi

mensión finita, entonces el Teorema de Dieudonné asegura que 

N(T) + N(A) es cerrado 

Este tipo de funciones spline son de uso corriente en aproxim~ 

ción de densidades. El ¡ector interesado deberá consultar la bibliogr~ 

fía. 

4.2. Superficies. 

Sean x . 
l.. 

i = l, .••. ,n; puntos distintos del plano R
2 conteni~ 

dos en un dominio Q abierto, acotado. Dados y. 
l.. 

i = l, ..•. ,n; un pro-

blema usual es el de encontrar una superficie que pase por los puntos 

(x . , y . ) i = 1., •.• , n • 
l.. l.. 

te 

Esto se puede colocar en el marco anterior en la forma siguie~ 

X = 

y = 

z = 

T(u) 

H2 (Q) 

[L2 
2 

(Q} ]n 

Rn 

2 
=(D .. u) i, j = 1, .•.• ,n 

l..J 

(65) 

En este caso es un poco más delicado demostrar la exis tencia y 

unicidad de soluciones, los interesados deben consultar los tr3bajos de 



Atteia, Thomman, Duchon, Franke. 
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