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GEOMETRÍA DE CURVAS 

Dra. RUBI RODRIGUEZ MORENO* 

Al estudiar funciones rnultivaluadas,corno por ejemplo x +y tal 
2 

que y = x, se puede cambiar el rango de la función para hacerla univa-

luada e.g. si x, y ElR, restrinjamos y, a valores no negativos, o para 

hacerla diferenciable : e.g . , restrinjamos y, a valores positi vos. 

Un camino diferente fue el seguido por Ri ernann, quien planteó 

la posibilidad de cambiar el dominio de la función rnultivaluada para así 

hacerla univaluada y diferenciable a la vez; si considerarnos áhor9 x, y 
" 2 E a: tales que y = x, entonces y no es función unívoca de x; en efecto, 

i0 i0 usando coordenadas polares x =re , obtenernos y(x) = 1:2 e ; partien-

do de x = r ei0o diferente de cero e oo y continuando y(x) a lo lar
o o 

go de una curva cerrada que dé una vuelta al origen, de tal manera que 

0 aumenta en 2IT, y(x) llega con el valor 

i0 e o 
= -~ =-Yo 
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repitiendo este proceso una vez más, volvemos a y0 , el valor original. 

" Entonces, si cortamos ~ a lo largo del eje Real positivo y no 

permitimos que y(x) cruce este corte, obtenemos dos ramas 

de y(x); esto es 

L"' ' .ie y1 (x) = vr e 

'-""' ' ie y2 (x) = vL r 

o , e < 2n 

2IT ~ e < 4TI 

Construimos entonces el nuevo dominio para y: 

univaluadas 

Se toman dos copias de ~ cortadas a lo largo del eje real pos~ 

tivo; llamemos a cada una de ellas hojas I y II, que corresponden a 

arg(x) E [O, 2TI [ y arg(x) E [2TI, 4TI] respectivamente. 

El corte en cada hoja tiene dos bordes: +, el superior, - el 

inferior; se identifican de a pares, + de I con - de II y - de I con + 

de II; la superficie resultante, S, es el dominio de y; allí e~ta fun

ción es claramente univaluada: 

S 

- ~ 

" y es claro que S es (por lo menos topológicamente) de nuevo ~. Si com-

plicamos un poco la función, 

e.g. 

Y
2 = x(x- 1) (x + 1) 
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también para cada valor de x se tienen genéricamente dos valores de y: 

Y1 e Y2' donde y 1 = - y 2 , y se pasa de uno a otro continuando y(x) so

bre cualquier curva que encierre a una de las raíces x=O, x=l, ~=-1. 

Evitamos esto último, haciendo un corte de -1 a O y otro de 1 
A 

a oo ; tomamos nuevamente dos copias de a: con estos cortes y repetimos el 

proceso de identificación anterior: 

S 

,.. 

esta vez, obtenemos un toro = S. 

Este par de ejemplos refleja una situación mucho más general, 

que trataremos de bosquejar a continuación. 

Hay esencialmente cinco maneras de describir estos objetos: 

1.- VÍa Geometría Algebraica : Curvas algebraicas. 

2.- Vía Análisis : Superficies de Riemann Compactas. 

3.- Vía Geometría y Topología : Variedades de Dimensión real dos,orie~ 

tables, compactas, con métrica Riemanniana completa de curvatura 

constante. 

4.- Vía Algebra y Análisis : Cuerpos de funciones en una variable. 

5.- VÍa Algebra 

SL (2 , a:) • 

Subgrupos discretos y finitamente generados de 

Desde el punto de vista topológico, hay un número natural que 
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caracteriza completamente las superficies orientables compactas; este es 

el género, g, de la superficie S y representa el número de ·asas que 

agregados a la esfera produce s. 

" Si g = O, Entonces S ~ ~ 

" Si g = 1, Entonces S - ~ U {1 asa} 

" Si g = 2, En.tonces S = ~ U {2 asas} 

Bosquejo de 1) -+ 5) en el caso más simple no trivial g = 1: 

O) Construcción de superficies de género uno: 

1) 

Dado T E ~. con Im(T) > O, definimos una relación de equivalencia en 

~ por: 

z1 = z 2 + n + m T 

Se puede ver entonces que ~ 1 ~ es un toro I ] y que el converso 

también es valido I ]. 

2 Curvas del tipo y = x(x- 1) {x-a), a E~ {O, 1}. 

2) y 3) g = l. 
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4) ~ (P (z), P' (z)), donde P (z) es la función de Weierstrass. 

5) ~ / G, G ( SL (Z, ~), G :: Z + Z. 

La Geometría analítica nació y se desarrolló sobre los números 

reales, con las limitaciones propias de éstos; en particular, no tene

mos propiedades de clausura, ni en el sentido geométrico ni en el nivel 

algebraico. 

Cada uno de ellos nos lleva a excepciones, que interesa elimi

nar; para esto extendemos el espacio real a uno que sea cerrado geomé

tricamente y algebraicamente y luego hacemos geometría analítica allí. 

Concretamente: 

~ no es algebraicamente cerrado, por e j emplo el polinomio 

coeficientes reales x
2

- a tiene una raíz enE (i.e. la parábola 

con 

en 
2 2 
~ y= x -a intersecta el eje X:~), salvo cuando a es negativo. 

X 

Extendemos ~ algebraicamente a ~ (su clausura algebraica) y de 

saparece la excepción. Ahora bien, todo polinomio en ~ tiene una ... 
ra~z 

2 
(i.e. el gráfico de y = p(x) en~ = ax y intersecta al eje x = ~ ), ex 

X -

cepto cuando p(x) es una constante no cero. (Teo. Fundamental del Alge 

bra); esta excepción se debe a que las dos copias paralelas de~ no se 

intersectan. Removeremos esta excepción: 

d 2 ... . ( ) Exten emos a geometr~camente aF
2 

~ : 

1 
. 2 

da recta comp eJ a a en a . Esto es: 

agregando un "punto en oo" a ca-

Sea ax + by = O, a, b E a cualquier recta compleja por el ori

gen ~ en ~2 ; le agregamos un punto "ideal" Poo (ci = ~ U { Poo}) ; enseguida 

agregamos este mismo punto Poo a todas las rectas complejas ax +by = e, 

e E a (i.e. a todas .las rectas paralelas a ax +by = 0). Como Poo es el 

único punto común a estas rectas, él es el punto donde dos cualesquiera 
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de esta familia de "paralelas" se intersectan. 

Agregarnos un punto de éstos a cada recta y todas sus paralelas 

en a2
. Así extendemos «2 y formarnos el espacio complejo proyectivo 

F2 (~), de tal manera que cualesquiera dos rectas diferentes completadas 

se intersectan en exactamente un punto. 

Todos los puntos agregados en oo forman una recta compleja, lla 

mada la "recta en oo", esta recta intersecta a cualquier otra recta en 

un punto. 

Se puede dar una topología a F2(«), de manera que las rectas 

completadas sean esferas topológicas. 

Queremos entonces dibujar curvas en JP2 (a:); dado un polinomio p 

no constante en a: [x, y], él define una curva e en ~2 por 

e= {(x, y) E a:
2 p(x, y) =o} 

y la -clausura topológica de e enP2 (a:) es la curva enF2(CI:) 

por P· 

Veamos un ejemplo: Sea p(x, y) =y -

e= {(x, y) E a
2 1 y= x

2
} 

2 
X i entonces 

es homeomorfa a a:, como se ve del gráfico idealizado: 

\ 

definida 
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es decir, el gráfico de p =O es una superficie de dos dimensiones rea-
2 4 

les en a: = lR • 

Para analizar esta superficie, adoptaremos el método canónico; 

se fija una de las coordenadas, pudiéndose pensar como la coordenadatem 

poral t, y se obtiene así cortes de e que corresponden a curvas ct que 

podemos dibujar en JR
3

; luego, estas curvas se "juntan" para obtener C. 

Más explícitamente: escribamos 

X = xl + i x2 

con xj, Yj € lR 

y = Yl + i Y2 

Entonces (x, y) € e si y sólo si 

2 2 
yl = X - x2 1 

lR4 (*) en 

Y2 = 2x1x2 

Pensamos en x2 = t , y analizamos diversos casos: 

i) x2 = O. Entonces (*) se transforma en 

Y2 = o 

co una parábola en el plano x1y 1 . 
2 

Y1 = xl 
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x, / 

ii) x 2 = t ~O. Entonces (*) se transforma en 

una parábola en el plano y 2 = 2 tx1 

Ahora, corno se tiene que si y - x
2 

entonces lim IYI = oo , se ve que en 

lx 1-+oo ¡x¡ 
cada parábola Ct nos aproximamos al mismo punto Poo agregado a la recta 

x =O cuando x ó y tienden a ooi es decir, la clausura de cada Ct es una 

curva cerrada, Ct = Ct U{Poo}, y dos tales curvas cerradas se tocan en un 

solo punto, · Poo. 

Obtenemos así una esfera topológica en lP2 (a:) : 
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p~ 

xzo 

IR 

Muy diferente de la simple parábola que se obtiene al dibujar: 
2 2 

{ (X 1 y) E JR : y = X } • 

Un poco más complejo es el ejemplo siguiente: 

Sea Pr (x, y) 
2 2 

=x +y -r r E JR 

cr = {(x, y) E ~2 Pr<x, y) =O} 

Estudiamos primero el caso r > O, digamos r = 1 para simplifi-

car: 

t 2 + y2 -- 1 . 1 En onces x es equ1va ente a 

(**) 

i) x2 = o : (**) se transforma en: 

Y2 = o y1 = o 
... 
o 

2 2 o 2 2 
1 xl + y1 = x1 - y2 = 



.. 
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En particular, el caso x 2 = y1 =O se grafica: 

x. 

y se ve que ambas ramas de la hipérbola en conjunto con los dos puntos 
1 2 

al infinito Qoo y Q00 , forman una circunsferencia topológica; obtenién-

dose así que la clausura de e~ consiste de dos circunsferencias topoló

gicas que se tocan en dos puntos: 

-t 
0-

>'1 ,. t,O 

_, 

X:z." tcQ 

Q! 

ii) x2 = t F O. En este caso, se puede ver de manera análoga, que al 

variar t en JR - {o} , se obtiene para la clausura topológica de 
1 

et, las curvas restantes hasta llenar nuevamente una esfera topo-
1 

lógica para la clausura de e en F2 (~). 
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IR 

oe nuevo, el gráfico en ~2 
es apenas una circunsferencia. 

Si ahora consideramos 

= {(x, y) E ~2 1 2 
X 

2 
+ y =O} 

vemos que es la unión de dos rectas complejas, dadas por x + iy = O, y 

x- iy =O, que se tocan en un solo punto (0, O); pasando a la clausu

ra topológica, obtenemos dos esferas que se tocan en un solo punto; es

ta superficie corresponde a haber "estrangulado" el ecuador de la clau-
1 

sura de e . 

En ~2 , el gráfico de e0 
es sólo un punto. 

2 
mas el conjunto vacío en E , y nuevamente 

IR 

IR 

-1 
Más aún, para e 1 obtene-

una esfera topológica en 
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Esta situación refleja el hecho de que para r ~ O tenemos que 

Pr es un polinomio irreducible, en cambio p
0 

es factorizable. 

Para polinomios más generales, obtenemos superficies de género 

superior; nos limitaremos a bosquejar algunos gráficos; 

Sea Pe: (x, y) 
2 

== y - x (x - e:) (x + 1) • 

Cuando E == 1, obtenemos: 

en 
3 en lR {xz == 0) 

Ya 

-1 

es decir, tres curvas cerradas, cada una tocando a las otras dos en dos 

puntos. 

Suponiendo estas curvas con las correspondientes a x2 == t ~ O, 

obtenemos un toro de género uno: 

p .. 



Cuando E = O, obtenernos 

en 

Y, 

-· X, 

2 2 
y - x (x + 1): 

\ 
\ 

1 

1 

en 

' 
' ' 

"' ,. 
/ 

' 
' \ 

, , 

Ya. 
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y se tiene la situación límite del toro de género uno, alcanzada por e~ 

trangulación de un lazo en el toro, dando origen a una superficie con 

nodos. 

S; 1 . . d 1 . 2 ( 2 2) ( 2 2 2) (x2-g2) ... tornarnos po worn~os e t~po y - x x - 1 x -

se obtienen superficies compactas de género g; y permitiendo raíces re-

petidas, se obtienen superficies compactas con nodos, que aparecen 

naturalmente. 

, 
as~ 



;, 




