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Abstract

Cet article se veut une suite a [23] puisque apres l’étude des classes
de (<8)-hypomorphie a laquelle est consacrée [23] nous allons étudier
les classes d’hypomorphie infinies avec des conditions d’hypomorphie
infinie. Nous y utiliserons aussi la notion de pavages mais ceuz-ci
seront différents de ceux de [23] car la problématique n’est plus la
méme. Au passage nous décrirons les classes de (<3,4/2)-hypomorphie.
Voir la bibliographie pour d’autres €tudes en rapport avec I’hypomorphie
infinie ou finie ou avec la problématique de la reconstruction qui y est
liée.
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Rappelons et complétons d’abord les principales définitions et notations
qui figurent dans [23].

§1. Définitions et rappels.

On appelle relation binaire R de base E (base qui sera notée |R|) une
application de E? dans un ensemble arbitraire & deux éléments : {+,-}.
Les éléments de la base pourront étre appelés sommets de R. L’assertion
<R(a,b)=+> pourra se lire <R(a,b) est vraie>. Si F est une partie de
la base de R on note R|F la restriction de R & F. Si a et b sont dans la
base la paire {a,b} sera appelée une aréte qu’'on pourra noter [a,b] (qui
ne se distingue alors pas de [b,a]). On dit d’une aréte [a,b] qu’elle est
orientée (mod R) ou qu’elle est une fleche si R(a,b)#R(b,a). Sinon elle est
dite neutre : pleine si R(a,b)=R(b,a)=+, vide si R(a,b)=R(b,a)=-. On
notera encore a|b si 'aréte [a,b] est neutre. Un tournoi est une relation
binaire sans aréte neutre. On notera <a<b mod R> si a#b avec [a,b]
R-orienté et R(a,b)=+ (et donc R(b,a)= -) ; on dira que <b majore a>>
(sous entendu, comme toujours ici, <strictement>>) ou encore que <a est
minorant de b>>, ou encore que [a,b] est orientée de a vers b. Soient R et
R’ deux relations binaires de méme base, on dit d’une aréte [a,b] orientée
(mod R et mod R’) qu’elle change ou s’inverse (en passant de R a R’) si
R(a,b)#R’(a,b) (et donc R(a,b)=R’(b,a)). On dira qu'un extremum change
s’il est maximum pour une des relations R ou R’ et minimum pour l'autre.
De méme on parlera de <minorant ou majorant changeant>> d’un ensemble
pour dire d’un élément qu’il majore cet ensemble modulo une des relations
R ou R’ et le minore modulo I'autre.

Notre travail s’inscrit dans le cadre de la théorie des relations binaires ot
toute paire de sommets est (par définition) une aréte. C’est la principale
différence entre la notion de relation et la notion de graphe ou <l’aréte
vide>> étant absente, elle n’est pas considérée comme une aréte. Notre
motivation pour adopter le point de vue relationniste a résidé dans [23] en
I’étude du drapeau tricolore qui est la configuration minimale contenant
trois arétes de types différents, une pleine, une vide et une orientée. Mais
notre inclination & utiliser le langage des relations (voir [14]) subsitera dans
I’étude présente.

Par ailleurs nous utiliserons aussi le langage des graphes plus largement
répandu dans la littérature. Ainsi nous définirons ultérieurement avec plus
de précision, comme étant un sous-graphe partiel, une structure générale
due a l’auteur : le pavage. Elle concerne I'organisation des sous-graphes de
la relation de certains types. Dans [23] elle est relative aux seuls types des
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drapeaux tricolores (au nombre de deux), mais la définition peut s’adapter
de facon évidente a n’importe quelle famille de types de sous-graphes. De
fait dans cet article les pavages ne seront plus constitués de drapeaux tricol-
ores mais de 3-cycles et de 3-consécutivités nouvel outil technique nécessaire
a I’élaboration de la preuve du théoreme principal de cet article.

Hypomorphie finie :

Soit n un nombre entier, disons que deux relations binaires R et R’
de méme base E sont n-hypomorphes si pour toute partie F de la base de
cardinal n, R|F et R’|F sont isomorphes. On parlera de (<n)-hypomorphie
pour dire qu’il y a p-hypomorphie pour tout entier p<n et <card(R).

Dans une relation binaire R appelons chemin de fleches une suite finie
d’arétes ([x0,x1],[x1,x2],..., [xp-1,xp]) notée [x0,x1,...,xp] ou [xq,xq+1]
est, pour 0<q<p, une fleche mod R. Les arétes [xp,xq] ou p#q et |p-q|
#1 sont dites internes au chemin. Etant données deux relations R et R’
binaires de méme base et <2-hypomorphes, G. Lopez a introduit dans [25]
la relation binaire T d’équivalence, appelée relation de différence, définie
sur la méme base par T(x,y) vraie (c.-a-d. vaut +) si et seulement si x
et y sont identiques ou bien sont reliés par un chemin de fleches, mod R
et R, (appelé chemin de différence) qui s’inversent en passant de R a R’,
l'orientation de chacune des fleches étant indépendante du sens du chemin.
Ce chemin est dit alterné si chaque aréte est orientée a 'opposée de la
suivante. Définition évidente d’un chemin monotone. Le chemin est dit
minimal s’il est de longueur minimum, la longueur étant le nombre d’arétes
c.-a-d. le nombre de sommets moins 1. Les classes d’équivalence associées
a T sont appelées classes de (R,R’)-différence. Les paires [a,b] ou R(a,b)#
R’(a,b) forment le graphe de différence noté SR,R’ associé a R et R’.

Hémimorphie finie :

On appelle duale ou opposée d’une relation binaire R la relation de
méme base, notée R* vérifiant R*(a,b)=R(b,a) pour tous a et b.

Une relation binaire R est dite anti-isomorphe a une relation R’ si R est
isomorphe a la duale de R’. On définit de méme I’anti-hypomorphie.

Soit n un nombre entier, disons que deux relations binaires R et R’ de
méme base E sont n-hémimorphes ou n-demi-hypomorphes ou encore n/2-
hypomorphes si pour toute partie F de la base de cardinal n, R|F et R’|F
sont isomorphes ou anti-isomorphes (c’est a dire chacun isomorphe au dual
de l'autre). Notation dérivée pour <n/2-, etc...

Classes d’identité:
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Soit R et R’ deux relations binaires de méme base. On définit la notion
de chemin d’identité et de classe d’identité par dualité avec les notions déja
introduites de chemin de différence et de classe de différence : un (R,R’)-
chemin d’identité est un (R,R’*)-chemin de différence et une (R,R’)-classe
d’identité est une (R,R’*)-classe de différence.

Appelons presque-intervalle de R une partie A de la base telle que si x est
extérieur a A et si a et b sont dans A alors R(x,a)=R(x,b) et R(a,x)=R(b,x)
des que [x,a] est orientée. Par contre si [x,a] est neutre, [x,b] est neutre mais
possiblement de nature différente de [x,a] : un vide 'autre plein. Les classes
d’identité de deux relations <3-hypomorphes ne sont plus des intervalles,
ce sont des presque-intervalles.

On appelle. chaine un ordre total partout irréflexif ou partout réflexif, on
appelle consécutivité une restriction sur un intervalle fini de card >2 ou in-
fini de Z d’une des quatre relations suivantes : <R(x,y)=(+) ssi y=x+1>
(consécutivités irréflexives & arétes neutres vides) ou <R(x,y)=(+) ssi
y=x+1 ou |y-x|#1> (consécutivités irréflexives a arétes neutres pleines)
et les deux autres consécutivités réflexives associées. Un cycle est une rela-
tion binaire définie de la méme maniere sur Z/nZ (n€N, n>2). Un cycle
est donc une consécutivité dont les extrémités ont été identifiées. On par-
lera de p-cycle ou de p-consécutivité pour préciser que le cardinal est p. On
parlera abusivement d’<intervalle>> d’une consécutivité pour désigner un
intervalle de la chaine canoniquement engendrée par cette consécutivité.

On appelle type de relation une relation prise a I'isomorphie preés. On
note w le type de n’importe laquelle laquelle des chaine habituelles sur N
qu’elle soit partout réflexive ou partout irréflexive. On note €2 le type de
n’importe laquelle des quatre consécutivités sur N qu’elle soit réflexive ou
irréflexive, que les arétes neutres soient toutes vides ou toutes pleines. On
parlera de fini-hypomorphie (encore appelée (<w)-hypomorphie) pour dire
qu’il y a n-hypomorphie pour tout n fini <card(R).

Hypomorphie infinie :

Deux relations binaires R et R’ de méme base E sont par définition
{w,w* Q,Q*}-hypomorphes si pour toute partie F de la base, R|F et R’|F
sont isomorphes deés que R|F ou R’|F est du type w de la chaine (partout
réflexive ou partout irréflexive) sur N, ou son opposée w*; ou encore du
type € de la consécutivité (partout réflexive ou partout irréflexive, les arétes
neutres étant toutes vides ou toutes pleines) sur N, ou son opposée Q*. On
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convient qu’il y a w-hypomorphie quand aucune restriction n’est de type
w, idem pour les autres types précédemment définis.

Hémimorphie infinie :

La notation jjR et R’ sont {w/2}-hypomorphes>> signifie qu'un R-type
w devient un R’-type w ou w* et réciproquement en échangeant R et R’.
De méme pour le type w* ou 2 ou Q*.

Remarquons que la w/2-hypomorphie n’entraine pas la w* /2-hypomorphie
: prendre pour R l'ordre naturel sur N™={-1,-2,-3,...} et R’ est obtenu en
posant -7<-5<-3<-1<-2<-4<-6<-8<. ...

Disons qu’'une relation R est une classe de <n-hypomorphie s’il existe
R’ de méme base que R, <n-hypomorphe a R, pour laquelle cette base
commune ne forme qu’'une seule classe de (R,R’)-différence. On parlera de
méme de classe de (w)-hypomorphie ou de (<3,02)-hypomorphie etc. ..

Une partie I de la base d’une relation binaire R est dite un z-intervalle
pour un z hors de I si pour tous x et y dans I on a R(z,x)=R(z,y) et
R(x,z)=R(y,z). I est dit un intervalle s’il est z-intervalle pour tout z hors
de I. On montre (voir [27]) que les classes de différence de relations <3-
hypomorphes sont des intervalles.

On appelle dilatée de chaine une relation binaire R obtenue en dilatant
certains sommets d’une chaine par des intervalles de R.

Une relation binaire est dite connexe si un chemin de fleches (appelé
chemin de connexité) relie deux sommets quelconques. Une partie de la
base de cette relation sera dite connexe si la restriction de la relation a
cette partie I'est.

Un pic est par définition une relation de base a 3 élément a,b,c, telle
que [a,b] et [c,b] sont des fleches orientées toutes deux vers b ou toutes deux
issues de b et ou [a,c] est neutre. On montre en [28] (et ce sera rappelé au
§3) qu’il n’y a pas de pic dans une classe de <3-hypomorphie.

Rappelons encore une définition. Un drapeau tricolore est par définition
une relation {x,y,z} & trois éléments ou [x,y| est orientée, [x,z] vide et [y,z]
plein. L’aréte [x,y]| est appelée fleche ou composante connexe du drapeau.

Le principal résultat de cet article dira au §4 que les classes de
(<3,w,w*,Q,0%)-hypomorphie infinies sont les dilatées de chaines infinies
de type w, w* ou w*+w par des tournois finis ; aprés qu’au §3 nous ayons
caractérisé les classes de (<3,4/2)-hypomorphie par le fait qu’elles soient
connexes, sans pics ni drapeaux tricolores.
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On appelle presque—chaine de presque-extrémités a et b, une relation
binaire de base E contenant a et b qui, sauf peut étre pour le couple [a,b], est
une chaine d’extrémités a et b. Par commodité une chaine sans extrémités
ou avec une seule extrémité (donc infinie) sera aussi appelée une presque-
chaine.

On parlera de n-chaine (neN), de n-cycle ou de n-consécutivité pour
dire que le cardinal de la chaine (ou du cycle etc ... ) est n. Un chemin de
n arétes est dit de longueur n, son nombre de sommets est donc n+1.

§2. Premiers lemmes.

Petit lemme 1. Soit R et R’ deux relations binaires <3/2-hypomorphes.
Soit x et y deux éléments de la méme classe de différence tel que [x,y] soit
orientée et non changeante. Alors tout chemin de différence minimal liant
x et y est alterné. Les arétes internes du chemin sont toutes orientées dans
le sens de l'orientation de [x,y] et finalement I’ensemble des sommets du
chemin est une chaine.

Preuve. Supposons par exemple x<y mod R et R’. Soit [x,x1,...,xp=y]
un chemin de différence minimal. Si [x,x1] et [x1,x2] sont orientées dans
le méme sens; l'orientation de [x,x2] est incompatible avec la minimalité
car x2 constitue un détour inutile. [x,x2 ] est donc neutre. Du coup le
changement de [x2,x3] oblige [x,x3] soit & étre neutre soit & étre orientée et
a changer, mais dans ce dernier cas [x1,x2] constituerait un détour inutile.
De proche en proche [x,xp-1] est neutre ce qui donne la contradiction finale.

L’aréte [x,x1] étant changeante, [y,x1] ne peut étre neutre : par mini-
malité il faut que [y,x1] soit non changeante et par suite on doit avoir y>x1.
De méme x<xp-1 et de proche en proche toutes les arétes internes sont ori-
entées comme le dit I’énoncé. Il n’y a donc pas de 3-cycle ni d’aréte neutre
interne et 'ensemble des sommets est bien une chaine.

Petit lemme 2. Soit R et R’ deux relations binaires <3/2-hypomorphes.
Tout chemin de différence minimal liant les extrémités d’une aréte neutre,
a ses arétes internes neutres.

Preuve. Soit [x0,x1,...,xn] un tel chemin. Si [xn-1 ,x0] est orientée cette
orientation doit changer. Du coup le chemin donné n’est plus minimal. De
proche en proche le résultat est acquis.

Un graphe non orienté est dit localement fini si chaque sommet n’est lié
qu’a un nombre fini d’autres.
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Lemme 3 de finitude locale. Le graphe de différenceSR,R’ de deux
relations R et R’, {<3,w,w*}-hypomorphes, est localement fini.

Preuve. Supposons qu'une infinité d’éléments parcourus sans répétition
par une séquence xa soit lié par le graphe a un x différent d’eux. Col-
orons les paires {a,5} (posons a</3) en trois couleurs suivant que xa|xf3
ou xa<xf ou xa>xf.

S’il existe une infinité de la premiere couleur on a sur chaque ensem-
ble {x,xa,xf}, une isomorphie entre R et R’ qui est incompatible avec
I'inversion de 3 arétes [x,xa], [x,x0] et [x,x7] : au moins un pic apparait
qui n’est pas isomorphe a son dual.

S’il existe une infinité de {xa}a de la deuxieme couleur alors il existe
une infinité {xa’}a’ telle que x<xa/ mod R ou x>xa/ mod R. Ainsi comme
{xa’}a’ est de R’-type w (par w-hypomorphie) on a:

ou bien {x}U{xa’} est de R-type w et de R’-type w+1;

ou bien {x}U{xa’} est de R-type w+1 et de R’-type w.

Les deux cas contredisent la w-hypomorphie.

S’il existe une infinité de {xa}a de la troisieme couleur la preuve est
analogue au deuxieéme cas en se servant de la w*-hypomorphie au lieu de
la w-hypomorphie.

Alexandre Mizrahi a démontré la réciproque :
Proposition 1. Si le graphe de différence SR,R’ de deux relations R et R’
(<3)-hypomorphes est localement fini elles sont {<3,w,w*}-hypomorphes.

Preuve. En effet si par exemple un w mod R n’est pas conservé mod R’
on peut en extraire une partie de R-type w qui mod R’ sera de type w* ou
w+1 ; dans les deux cas un sommet est de degré infini dans SR,R’.

Si a est un type d’ordre la a-hypomorphie entre R et R’ désignera la
propriété qui dit que toute partie de R-type a est encore de R’-type « et
réciproquement.

Rappelons que si deux relations de méme base sont {<3,w,w* }-hypomorphes
alors elles sont isomorphes sur toute chaine, propriété qu’on nomme {<3,chaine}-
hypomorphie.

Voir la preuve en [20] p 474.

La <2-hypomorphie préserve la connexité. Si les relations binaires R
et R’ sont <2-hypomorphes les (R,R’)-classes de différence sont partout
irréflexives ou partout réflexives; et la <3-hypomorphie suffit pour affirmer
que les classes de différence sont des intervalles.
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Rappelons le dans les deux lemmes suivants :

Lemme 4. Si R et R’ sont deux relations binaires <2-hypomorphes,
les (R,R’)-classes de différence sont entierement réflexives ou entierement
irréflexives.

Preuve. Soit a un élément ou R est réflexif et b un élément ou R est
irréflexif. R|{a,b} devant étre isomorphe a R’[{a,b}, R(a,b) est égal a
R’(a,b) et a et b ne peuvent étre liés par SR,R’.

Notons R|(a,b) le couple (R(a,b),R(b,a) ).

Lemme 5. (voir [27])Si R et R’ sont deux relations binaires <3-hypomorphes,
les (R,R’)-classes de différence sont des intervalles (mod R et mod R’).

Preuve. Soit a et b deux éléments successifs d’'un (R,R’)-chemin de
différence et ¢ un élément extérieur a la classe de a et b. L’élément c
n’étant pas dans la méme classe que a et b il faut que R|(c,a)=R’|(c,a) et
R|(¢c,b)=R’|(c,b). On vérifie facilement a la main que l'isomorphie entre
R[{a,b,c} et R’|{a,b,c} impose, [a,b] changeante par passage de R a R’, que
Rl(c,a)=R’|(c,a)= R|(c,b)=R’|(c,b).

Lemme 6. Si R et R’ sont deux relations binaires <3/2-hypomorphes, les
(R,R’)-classes de différence sont des presque-intervalles.

Méme preuve.
Néanmoins :

Lemme 7. Soit R et R’ deux relations binaires (<4/2)-hypomorphes. Les
classes de différence D qui sont des b-intervalles orientés pour un b au moins
hors de D, sont des intervalles. Cette condition est évidemment réalisée si
R (ou/et) R’ est connexe.

Preuve. Soit [x,y] une fleche changeante d’une classe de différence D et
a un élément extérieur lié a x par une aréte pleine alors que [y,a] est vide.
Un élément b hors de D est lié & x par une fleche [b,x]. Si [a,b] est vide,
une iso- ou anti-isomorphie, disons f, entre R et R’ sur {a,b,x,y} se doit de
conserver X, seul sommet incident & une aréte pleine et & deux fleches, a
est donc conservé aussi; observons que f est un isomorphisme ou un anti-
isomorphisme entre les deux restrictions R|{b,x,y} et R’[{b,x,y} et que
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ces deux restrictions sont des Chaines; mais x est soit R-2eme et R’-3éme
élément soit R-ler et R’-2¢éme élément (suivant orientation de [b,x]) ce qui
est irréalisable. Si [b,a] est plein, a est conservé, comme seul sommet de
{a,b,x,y} incident & 3 arétes neutres, et aussi y, lié a a par une aréte vide; le
meéme type de raisonnement que précédemment donne la solution. Si [a,b]
et orientée, une iso- ou anti-isomorphie entre R et R’ sur {a,b,x,y} se doit
de conserver a (seul sommet incident & deux arétes neutres), donc aussi x
et y, et la méme absurdité apparaft.

Proposition 2. Soit R et R’ deux relations binaires (<3/2, w/2, w*/2)-
hypomorphes. Sur chaque classe de différence on a (w,w™)-hypomorphie ou
(w,w™)-anti-hypomorphie.

Preuve. Supposons, pour simplifier les notations, R formée d’une seule
classe de différence. Soit A une partie de R-type w qui se conserve glob-
alement et B une partie de R-type w qui s’inverse globalement, supposée
d’abord sans élément commun avec A. Soit [b,b1,b2,...,a’,a] un chemin de
(R,R’)-différence de longueur minimum allant de b dans B & a dans A ou
on suppose, quitte a inverser le chemin, a’<a mod R, avec a’ hors de A
sans quoi le chemin pouvait étre raccourci. On a soit, -lere possibilité :
existence d’une partie infinie C de A (qui est donc de R-type et de R’-type
w) telle que pour tout x de C, on a a’<x mod R et [a’x] s’inverse; cette
possibilité implique P'existence d’une partie de AU{a’} qui est de R-type w
et de R’-type w+1. Soit, -2eme possibilité : existence d’une partie infinie C
de A (qui est donc de R-type et de R’-type w) telle que pour tout x de C, on
a a’<x mod R et [a’x] ne s’inverse pas. La 2éme possibilité dit que A peut
absorber a’ et former avec {a’} un nouvel ensemble A’=AU{a’} possédant
la méme propriété que A et le chemin a encore été raccourci. De proche
en proche on se rameéne donc au cas ou A et B ont un élément commun
a par exemple. Prenons un y dans B assez grand pour étre >a mod R et
<a mod R’; et dans A un x>a mod R et R’. On a donc y<x mod R’. De
meéme pour tout y’>y pour lequel [y’,a] s’inverse qui sera identifié a y+1,
donc {x,y,y+1,y+2,...} est de type w* mod R’ et doit étre de type w mod
R; par suite [y,x] doit se conserver pour y dans B assez grand mod R. Dans
ce cas {x,y,y+1,y+2,...} est de R-type w+1 et de R’-type w*. -Absurde.

§3. Classes de (< 3,4/2)-hypomorphie.

Définitions.
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Certains lemmes, obtenus ici par la méthode des pavages, sont connus.

Une relation binaire peut étre considérée comme un graphe. Un sous-
graphe partiel de R consiste en la donnée d’une partie de ’ensemble des
arétes de R (et de I'ensemble des sommets correspondant). Dans une re-
lation binaire R appelons pavage tout sous-graphe partiel P de R dont
I’ensemble des arétes vérifiera la condition suivante : si u et v sont deux
arétes de l'ensemble il existe une suite C1,C2,...,Cn de 3-cycles ou 3-
consécutivités dont les arétes sont dans le sous-graphe partiel P, chacun
adjacent a un précédent par une aréte neutre ou orientée, telle que u est
une aréte de C1 et v une aréte de Cn. Les Ci ne sont pas nécessairement
tous différents bien que cette éventualité ne change rien. On parlera donc
d’aréte ou de sommet du pavage, sommet encore dit couvert par le pavage.
Les 3-cycles ou 3-consécutivités sont appelés des pavés. Prenons encore
garde au fait qu’une fleche reliant deux sommets d’'un pavage n’est pas
nécessairement aréte du pavage. Dans une relation binaire, une restriction
est dite pavable (ou couverte par un pavage) si ’ensemble de ses sommets est
I’ensemble des sommets d’un pavage, (elle doit donc contenir au moins une
consécutivité ou un 3-cycle, donc au moins 3 éléments). On voit aisément
que le changement de sens d’une fleche du pavage entraine le changement
de toutes les autres si on veut conserver la <3/2-hypomorphie: il suffit
d’examiner le cas d’'une aréte neutre dont les extrémités sont reliées par une
3-consécutivité changeante et une autre non changeante. On peut donc dire
d’un pavage qu’il est nécessairement changeant ou non changeant quand on
passe d’une relation R a une R’ <3-hémimorphe a R. Les pavages perme-
ttent de synthétiser de nombreux résultats de la théorie de I’hypomorphie
tout en les simplifiant. L’unicité des pavages aréte-maximaux couvrant un
ensemble de sommets fixé est un probleme ouvert.

Lemme 0 des pavages interdits. Soit R et R’ deux relations binaires
(<3/2)-hypomorphes. Une relation binaire M pavable par un pavage non
changeant ne peut étre incluse dans une (R,R’)-classe de différence que dans
le cas ou existe dans la base un minorant ou majorant (R,R’)-changeant de
M. Plus précisément tout chemin de différence minimal entre éléments de
M est alterné et de longueur 2, et passe par un tel minorant ou majorant
changeant.

Scolie 0: Ce minorant ou majorant changeant est extérieura M.

Ce lemme se démontera quand M est un 3-cycle puis quand M est une
3-consécutivité, puis sera étendu a toute relation pavable. Voyons tout de
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suite que I’énoncé ne se maintient pas pour les pics : un pic est une relation
R sur {x,y,z} ou [y,z] est neutre et ou [x,y] et [x,z] sont orientées et vérifient
R(x,y)=R(x,z) (et donc R(y,x)=R(z,x) ). Dans l'exemple suivant le pic
{x,y,2} posséde un R-minorant mais pas de R’-majorant. R est de base
{x,y,2,a,b} avec, mod R, x<y, x<z, x>a, x<b, y|z, y>a, y<b, z>a, z<b,
a<b. Mod R’ on a x<y, x<z, x<a, x<b, y|z, y>a, y>b, z>a, z>b, a>b.

Preuve.

ler cas. M est un 3-cycle :

Lemme 1. Soit R et R’ deux relations binaires (<3/2)-hypomorphes.
Dans une classe de (R,R’)-différence, un 3-cycle non changeant possede un
majorant ou minorant changeant.

Scolie 1. Tout chemin de différence minimal liant les extrémités d’une
aréte non changeante du 3-cycle est de longueur 2.

Preuve. Montrons d’abord la scolie. Soit {x,y,z} un tel cycle avec x>y,
y>z, z>x mod R et R’.

On considére un chemin de différence minimal [x,x1,... ,xp=a,y] allant
de x a y et dont la derniere escale avant d’arriver sur y est a. Supposons sans
perte de généralité a<y mod R et le contraire mod R’. L’examen de {a,y,z}
montre que a>z mod R’. Comme {a,x,y} ne peut pas étre un R’-cycle il
faut a<x mod R. Si le chemin n’était pas de longueur 2 on aurait aussi
a<x mod R’. Mais le chemin étant alterné on doit, pour éviter un R-cycle
sur {xp-1,xp,z}, avoir z<xp-1 mod R. Supposons dans la suite de 1’alinéa
qu’on ait xp-1<z mod R’, [xp-1,y| serait orientée par xp-1<y mod R’. De
meéme l'examen de {xp-1,z,x} montre que x<xp-1 mod R. Par minimalité
du chemin [xp-1,y] doit ne pas changer ; [xp-1,y,x| est donc un cycle et par
suite x<xp-1 mod R’. Mais alors [xp-1,a,x| est un cycle mod R’ et pas mod
R. Cette contradiction prouve que xp-1>z mod R’. On aura de méme z<xp-
2 mod R’ et de proche en proche on aboutira a une absurdité. Est donc
acquis que tout chemin minimal est de longueur 2. Passons a l’existence
du majorant ou minorant changeant.

Soit [x,m,y] un chemin minimal avec par exemple x>m<y mod R et
le contraire mod R’. Il faut voir que m<z mod R et le contraire mod R’.
L’examen de {m,y,z} montre que m>z mod R’. Si on avait m>z mod R
[m,x,z] serait un R-cycle et pas un R’-cycle -absurde.

Application : Dans une classe de <4-hypomorphie les 3-cycles se du-
alisent. En effet en cas contraire le cycle constituerait avec son majorant
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ou minorant changeant, un diamant d’un certain type mod R et d’un type
opposé mod R’, ce qui est contraire a la <4-hypomorphie.

On n’a en fait utilisé que la <3-hypomorphie et l'inexistence de dia-
mants.

2eme cas du lemme des pavages interdits. C’est celui de la 3-consécutivité
qui se démontre de méme :

Lemme 2. Soit R et R’ deux relations binaires (<3/2)-hypomorphes. Dans
une classe de (R,R’)-différence, une 3-consécutivité non changeante possede
un majorant ou minorant changeant.

Scolie 2. Tout chemin de différence minimal liant les extrémités d’une
fleche non changeante de la 3-consécutivité est de longueur 2.

Preuve. Montrons d’abord que dans une classe de (R,R’)-différence tout
chemin de différence minimal liant les extrémités d’une aréte non changeante
d’une 3-consécutivité de R est de longueur 2. Soit {x,y,z} une telle
consécutivité avec x>y, y>z mod R et R’.

On considére un chemin de différence minimal [x,x1, ... ,xp=a,y| allant
de x & y et dont la derniere escale avant d’arriver sur y est a. Supposons
sans perte de généralité a<y mod R et le contraire mod R’. L’examen de
{a,y,z} montre que a>z mod R’. Comme {a,x,y} ne peut pas étre un R’-
cycle il faut a<x mod R. Si le chemin n’était pas de longueur 2 on aurait
aussi a<x mod R’. On a nécessairement z<a mod R. Mais le chemin étant
alterné on doit, pour éviter un R-cycle sur [xp-1,xp,z], avoir z<xp-1 mod R.
Supposons dans la suite de ’alinéa qu’on ait xp-1<z mod R’, [xp-1,y] serait
orientée par xp-1<y mod R’. De méme I’examen de {xp-1,a,x} montre que
x>xp-1 mod R’. Par suite x<xp-1 mod R. Par minimalité du chemin [xp-
1,y] doit ne pas changer ; [xp-1,y,x] est donc un R-cycle et pas un R’-cycle.
Cette contradiction prouve que xp-1 >z mod R’. On aura de méme z<xp-2
mod R’ et de proche en proche on aboutira a une absurdité. Est donc
acquis que tout chemin minimal est de longueur 2. Passons a l’existence
du majorant ou minorant changeant.

Soit [x,m,y] un chemin minimal avec par exemple x>m<y mod R et
le contraire mod R’. Il faut voir que m<z mod R et le contraire mod R’.
L’examen de {m,y,z} montre que m>z mod R’. Si on avait m>z mod R
[m,x,z] serait un R-cycle et pas un R’-cycle, -absurde.



Classes de (< 3w,w*Q, Q*)-hypomorphie infinies 299

Corollaire 1. Les consécutivités de card >2 s’inversent dans une classe de
<3-hypomorphie.

Preuve. Si une consécutivité ne changeait pas elle possederait, dans R,
un majorant ou minorant changeant, qui formerait un pic changeant avec
I’aréte neutre. Absurde.

On passe des 3-cycles et 3-consécutivités aux pavages quelconques grace
a:

Lemme 3. Soit R et R’ deux relations binaires <3/2-hypomorphes. Si une
3-consécutivité ou un 3-cycle non changeant posseéde un minorant changeant,
ce minorant est minorant changeant de chacun des sommets de tout pavage
contenant le 3-cycle ou la 3-consécutivité. De méme évidemment pour les
<majorants>>, et/ou en échangeant les locutions <changeant>> et <non
changeant>>.

Il suffit en fait de voir que si un élément m extérieur a un 3-cycle ou a
une 3-consécutivité changeante et disons < (mod R et R’) a deux éléments
du cycle ou de la consécutivité il est aussi < (mod R et R’) au troisieme.

Le lemme des pavages interdits est donc démontré. Mais on peut ren-
forcer ce lemme en constatant que le minorant ou majorant changeant
dont on a démontré l'existence ne peut qu’étre extérieur aux sommets
du pavage (non changeant); c’est le contenu de la scolie. Et par suite,
I’ensemble C des éléments du pavage P ne peut constituer une seule classe
de (R|C,R’|C)-différence. De méme s’il est minorant ou majorant non
changeant, ’ensemble C des éléments du pavage P ne peut constituer une
seule classe de (R|C,R’|C)-identité.

Corollaire 2. Les consécutivités infinies sont interdites dans une classe de
(<3/2,2)-hypomorphie.

Preuve. Dans une telle classe les consécutivités doivent s’inverser, en
particulier toute partie de type 2 ou Q*. Ceci est incompatible avec la
Q-hypomorphie.

Pour les drapeaux tricolores on a un énoncé légerement différent, différence
due aux problemes de connexité :

Lemme 4 des drapeaux (tricolores) interdits. Soit R et R’ deux rela-
tions binaires (<3/2)-hypomorphes. Dans une classe de (R,R’)-différence,
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la fleche d’un drapeau tricolore non changeant possede un majorant (ou
minorant) changeant.

Preuve. Soit {x,y,z} ce drapeau avec y<x. Considérons un chemin de
différence [y=yo, y1, ..., y4=2|. Notons que q>2.

L’examen de {x,y,y1} montre que I'aréte [x,y;] est nécessairement ori-
entée.

Comme [x,y1] est orientée et [x,y,=z| neutre il doit y avoir un entier p
maximal, avec 1<p<q, tel que [x,y,] est orientée et [x,yp41] neutre.

Comme [y,,yp+1] est orientée changeante et [x,y,+1] neutre alors, [yp,x]
étant orientée, elle doit étre aussi changeante (par <3/2-hypomorphie ap-
pliquée a {x,yp,yp+1}).

Ainsi dans {y,x,yp} on a :

- [y,yp) est neutre comme aréte interne d’un chemin minimal liant les
extrémités de 1’aréte neutre [y,z] en invoquant le petit lemme 2 du §2.

- [y,x] est orientée non changeante.

- [x,yp] est orientée changeante.

Ceci contredit la <3/2-hypomorphie appliquée sur {x,y,y,}.

En fait on a montré un peu plus que I’énoncé : si une aréte neutre d’un
drapeau tricolore a ses extrémités dans une classe de (R,R’)-différence ou
R et R’ sont (<3/2)-hypomorphes les extrémités de la fleche du drapeau y
sont aussi et possédent un minorant (ou majorant) changeant. Si ce sont
les extrémités de la fleche du drapeau tricolore qui sont dans la classe de
(<3/2)-hypomorphie alors le troisieme sommet n’y est pas nécessairement
et la conclusion est fausse. Donnons l’exemple suivant : soit {x,y,z} le
drapeau tricolore o y<x. Soit [y,x2,x1,x] un chemin de différence liant y
a x avec mod R : y<x2, x2>x1 et x1<x. Soit encore mod R et R’ : y<x1
et x2<x. Enfin les arétes issues de z sont toutes neutres et la base de R est
formée des cinq éléments z,x,x1,x2,y. Les éléments x et y se trouvent dans
une méme classe de (R,R’)-différence mais ne posseédent pas de minorant
ou majorant changeant car z n’est pas dans la classe.

Corollaire 3. Soit R et R’ deux relations binaires (<3)-hypomorphes.
Dans une classe de (R,R’)-différence, la flecche d’un drapeau tricolore non
changeant possede un majorant (ou minorant) [nécessairement non
changeant| qui est minorant (resp. ou majorant) changeant du troisieme
élément du drapeau.

Preuve. Conservons les mémes notations que dans le précédent énoncé.
Grace a la <3-hypomorphie le majorant ou minorant m, devrait étre tel
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que [m,z], s’il était neutre, serait a la fois plein (par examen de {m,z,x}) et
vide (par examen de {m,z,y}). On a donc m>z.

Dans cet énoncé 1'hypothese de (<3/2)-hypomorphie est insuffisante
comme le montre ’exemple suivant :

La base est E={a,b,c,d,e} avec mod R: a<b, [a,c] plein, a>d, a<e, b>c,
b>d, b>e, [c,d] plein, [c,e] vide, d>e. Pour obtenir R’ on inverse toutes les
fleches sauf [a,e] et [d,e].

Corollaire 4. Dans une classe de (<3,4/2)-hypomorphie il n’y a pas de
drapeau tricolore.

Preuve. En effet le drapeau forme, avec le majorant ou minorant de la
partie connexe, un 4-emble sur lequel il n’y a ni iso- ni anti-isomorphie
entre R et R’.

Procédons a un rappel en montrant que les pics sont interdits dans les
classes de <3-hypomorphie.

Lemme 4 de multiplicité des classes. Soit R et R’ deux relations
binaires (<3/2)-hypomorphes. Un pic A non changeant ne peut étre inclus
dans une (R,R’)-classe de différence que s'il existe dans la base un pic A
(précisé dans la preuve), non changeant, isomorphe a A, et possédant un
minorant ou majorant changeant.

Preuve. Posons A={a,b,c} avec par exemple a<b et a<c mod R’, [b,c]
étant neutre. On a aussi a<c et a<b mod R. Considérons un chemin de
différence liant a & b. Appelons a’ la premiere escale du chemin au départ
de a et supposons (quitte a échanger les roles de R et de R’) que a’<a mod
R’ et le contraire mod R. Pour éviter un R’-cycle sur {a,a’,b} irréalisable
mod R, il faut que a’<b mod R’. De méme a’<c mod R’. De deux choses
'une : Ou bien R|{a’,b,c} est anti-isomorphe & R’|{a’b,c} et A={a,b,c}
est doté d’un R-majorant changeant a’ ; Ou bien R|{a’,b,c} est isomorphe
a R’[{a’,b,c} et on recommence alors le méme raisonnement avec {a’,b,c},
de proche en proche on aboutit a une contradiction qui assure ’existence
d’'un A={a,b,c} ot 4 est sur le chemin liant a & b.

Corollaire 5 (voir [28]). Les pics sont interdits dans une classe de <3-
hypomorphie.
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Preuve. La <3-hypomorphie contraint les pics & se conserver. Un pic (le
A du lemme) a donc un majorant ou minorant changeant; lequel forme avec
I’aréte neutre du pic, un nouveau pic changeant. Absurde.

Le méme énoncé subsiste pour les diamants et la preuve se calque sur la
précédente ou on n’utilise que le fait que {b,c} est un intervalle. On obtient
donc comme plus haut :

Corollaire 6 (voir [28]). Les diamants sont interdits dans une classe de
<4-hypomorphie.

On en déduit:
théoreme 1. Une classe de (<3,4/2)-hypomorphie est caractérisée par
le fait d’étre connexe, sans pic et sans drapeau tricolore.

84.
On se propose de démontrer les théorémes suivants grace aux lemmes
qui vont venir.

théoréeme 1. Toute classe de (<3,w,w*,Q,Q%)-hypomorphie infinie est
dilatée de chaine infinie de type w, w* ou w*+w par des tournois finis.

Et plus généralement apres avoir introduit la notion de classe d’identité :
théoréme 2. Soit R et R’ deux relations binaires (<3,w,w™*)-hypomorphes
ne formant qu’'une classe d’identité et une classe de différence. Alors R est
dilaté d’une chaine de cardinal >3.
On peut prouver la possibilité de remplacer <3 par <3/2 dans ce dernier
énoncé.

On tirera du précédent théoreme :

théoreme 3. Les classes de (<3,5/2,w,w*,Q,Q%)-hypomorphies infinies
sont des chaines infinies de type w, w* ou w*+w.

En particulier les classes de (<4,w,w*,Q,Q%)-hypomorphies infinies sont
des chaines infinies de type w, w* ou w*+w.

Ce sera ’aboutissement des lemmes et définitions qui vont suivre.
Lemme 00. w+1 est interdit dans une classe de (<3/2,w,w*)-hypomorphie.
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Introduisons un petit lemme préalable :

Petit lemme 1. La (<3/2,w)-hypomorphie entraine la (w+1)-hypomorphie.
Preuve. Raisonnons par ’absurde en supposant l’existence dans la base
d’un ensemble noté N+{a} ou NN, de R-plus grand élément a, de R-type
w—+1 et dont le R’-type serait différent de w—+1. Par w-hypomorphie ce
R’-type contiendrait un R-type w. Toujours en vertu de la w-hypomorphie,
un ensemble de R’-type w ne peut contenir de R-type w. Donc une partie
de R’-type w de N+{a}, ne peut contenir de R-type w, mais pas non plus
de R-type w, puisque N+{a} est de R-type w+1. Cette absurdité montre
qu’aucune partie de N+{a} ne peut étre de R’-type w . Donc, par <3/2-
hypomorphie, NU{a} ne peut étre que de R’-type >w+2 et possede par
conséquent une partie U de R’-type w+2. Un des deux R’-derniers éléments
de U est I’élément a -sans quoi ’ensemble U-{a} serait de R’-type w+2, et
de R-type w puisque inclus dans N. L’ensemble U-{a} est donc de R’-type
w+1 et de R-type w. Absurde.

Preuve du lemme d’interdiction de w+1. On suppose qu’existe une
partie de R-type w+1. Considérons un chemin de longueur minimum reliant
le plus grand élément a a un autre x de N, supposé étre le premier du chemin
(dans 'ordre d’acheminement de a vers N) a étre dans N.

Ce chemin ne peut étre de longueur 1 car si tel était le cas un [a,x]
pour x€N s’inverserait dans R’. Mais alors dans NU{a} n’est pas de R’-
type w+1. Or dans w41, seul le dernier élément possede une infinité de
minorants. NU{a} ne pourrait donc pas étre de type w+1 contrairement &
ce qu’affirme le petit lemme 1. Le chemin est donc de longueur au moins
2.

Notons y I’élément du chemin qui précede juste x dans le chemin, avec
par exemple x<y mod R. Pour tout x’ de N qui est >x mod R, [y,x’] est
orientée (par <3/2-hypomorphie). Prenons un x’ (>x mod R) suffisamment
grand (mod R) pour que [y,x’] ne change pas. C’est possible car s’il y avait
une infinité de changements, pour un N'CN, {y}UN’ serait de type w+1
mod R’ et pas mod R. Pour éviter un cycle sur {x,x’,y} il faut que y<x’
mod R’ (et R). De méme pour x’+1 (suivant de x” dans N), x’+2 etc...; {y,
x'+1, x’+2,..., a} est alors de type w+1 mod R et R’, et un chemin plus
court pour une configuration analogue est obtenu en restreignant le chemin
initial a la portion qui va de a a y.

Proposition 1. Si deux relations binaires R et R’ sont (<3/2,w,w™)-
hypomorphes, alors elles sont (w*+w)-hypomorphes.
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Preuve. Supposons d’abord la <3-hypomorphie aprés quoi nous mon-
trerons, qu’on peut se passer de cette hypothese (laquelle n’est pas une
conséquence de la (<3/2,w,w*)-hypomorphie). Supposons 'existence d’une
partie NT={1,2,3,...} de type w et d’une partie N"={-1,-2,-3,... } de type
w* telle que NTUN™ ne soit pas de R’-type w*+w. Par <3-hypomorphie
NTUN™ est un R’-ordre total. Trois cas se présentent alors

a) -1<1 mod R’. Alors NTUN™ doit nécessairement étre de type w*+w.

b) 1<N™ mod R’. Alors {1}UN~ est de R’-type 14+w et de R-type w,
absurde.

¢) -1>N* mod R’. Idem.

d) Dans les autres cas on peut écrire NTUN™ =pnc [N~,1pnc [+pnc]1,-
Ipnc [+pne [-1,NTpnc] &~ w*+finitw ~ w*+w.

Ou pnc [N7,Ipnc [, par exemple, désigne évidemment comme dans [17]
I’ensemble des x qui sont <1 et plus grand qu’un n de N—.

Montrons maintenant que la seule <3/2-hypomorphie entraine la <3-
hypomorphie sur NTUN™. Un 3-emble {x,y,z} de NTUN™ est inclus dans
le R-intervalle final de NTUN™ que ce 3-emble engendre, intervalle qui est
de R-type w. Ce 3-emble est donc inclus dans une R’-chaine de type w, et
par suite est un R’-ordre total isomorphe a R|{x,y,z}.

On démontre facilement le :

Petit lemme 2. Les classes d’identité de deux relations <3/2-hypomorphes
sont des presque-intervalles. De méme pour les classes de différence.

On appelle presque-consécutivité une relation qui est une consécutivité
a ceci pres que les arétes neutres ne sont pas toutes nécessairement de méme
nature.

Petit lemme 3. Dans une classe de <3-hypomorphie tout chemin de
différence minimal liant les extrémités d’une aréte neutre, est une consécutivité.

Preuve. Les pics étant interdits il s’agit d’une presque consécutivité, et on
vérifie, avec les mémes notations que dans 1’énoncé précédent, que [xn-1,x0]
est de méme nature que [xn,x0].

On démontre de méme :
Petit lemme 4. Dans une classe de <3-hypomorphie tout chemin d’identité
minimal liant les extrémités d’une aréte neutre, est une presque-consécutivité.
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Lemme technique 0. Dans un graphe non orienté connexe (au sens de
la théorie des graphes non orientés), infini, localement fini, il existe une
branche infinie.

Preuve. On part d'un x fixé. Soit Vx, I'ensemble des éléments liés
a x0 . A chaque élément u de Vx, faisons correspondre l’ensemble Gu
des éléments z (#u,#x0) du graphe, qu’on peut atteindre par un chemin
[x0,u,...,z] ne repassant jamais par le méme sommet (et ot chaque élément
est lié au suivant). Un des Gu est infini, notons x1 cet u. Puis recom-
mengons : pour chaque u lié a x1, considérons le nouvel ensemble Gu
des sommets z (#u,#x0,#x1) du graphe Gx, qu’on peut atteindre par un
chemin [x0,x1,u,...,z] ne repassant pas deux fois par le méme sommet. De
nouveau un des Gu est infini, notons x2 ce u. L’opération peut continuer
indéfiniment. On obtient une branche infinie [x0,x1,x2,...].

Lemme 1. Une classe de (<3,w,w*)-hypomorphie infinie contient soit une
chaine infinie soit une consécutivité infinie qui s’inverse.

Preuve. Soit R et R’ deux relations binaires (<3,w,w™)-hypomorphes et C
une (R,R’)-classe de différence. Considérons un (R,R’)-chemin de différence
recouvrant la base de C et évidemment contenu dans cette base. On sait
que le graphe de (R,R’)-différence est localement fini; le lemme technique
ci-dessus nous apprend qu’il existe alors dans ce graphe une branche infinie
B=[x0,x1,x2,x3 ,...] (qu’on identifie a [0,1,2,3,...] ) qui est donc un (R,R’)-
chemin. Montrons maintenant qu’un élément de B par exemple x n’est lié
par une fleche qu’a un nombre fini d’autres éléments de B. Si une infinité de
tels liens existait, la technique de Ramsey nous permettrait d’extraire une
infinité de fleches orientée toutes depuis x ou toutes vers x0 . Plagons nous
dans un de ces cas. Les autres extrémités des dites fleches formeraient, les
pics étant interdits dans les classes de (<3,w,w*)-hypomorphie, un tournoi
infini duquel on pourrait extraire une chaine infinie. Est donc maintenant
acquis que de toutes les fleches [x0,x] il y en a une ou x est d’indice max-
imum dans la liste x0,x1,x2,x3 ,...; appelons X1 ce <maximum>> (qui
peut d’ailleurs coincider avec x0+1). Pour éviter les pics il est nécessaire
que [x0,X1,X141] soit une consécutivité puisque, par maximalité de x, ce
triplet ne peut étre un tournoi. On recommence la méme opération avec
X1 au lieu de x0 : on obtient un X2 sur lequel on peut réutiliser I’argument
qui a servi pour X1+41; on peut donc affirmer que {x0,X1,X2} est une
consécutivité. On recommence indéfiniment jusqu’a obtenir une relation
Boo={x0,X1,X2,X3,...} qui ne differe d’une consécutivité de type € (si on
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a supposé par exemple R|(x0,X1)=(+,-) ) que par le fait que les arétes neu-
tres ne sont peut-étre pas toutes de méme nature : nous allons maintenant
montrer qu’en fait elles le sont.

Comme [X1,X1+1] s’inverse il en va de méme [x0,X1] et finalement
de toutes les fleches de la (presque) consécutivité Boo. En raisonnant sur
R[{0,X1,Xn} on voit que [0,Xn] est de méme nature (mod R et R’) que
[X1,n]. De méme pour [X1,Xn] et [X2,Xn] et tous les [Xi,Xn] (pour i<n). En
raisonnant sur R|{0,Xn-1,Xn} on voit de méme que la (<3)-hypomorphie
exige que [Xn-1,Xn] soit de méme nature que [X0,Xn|. La réitération de
ce procédé permet d’affirmer que toutes les arétes neutres de Boo sont de
méme nature et que R|Boo est de type par exemple (.

Lemme 2. Une classe de (<3,w,w™*,Q,Q%)-hypomorphie infinie contient
une chaine infinie.

Preuve. La (Q,Q*)-hypomorphie entraine la conservation de la consécutivité
alors que le lemme 1 impose son inversion. De cette contradiction on tire
que la classe contient une chaine infinie.

Petit lemme 5. Dans une classe de différence entre deux relations
binaires (<3)-hypomorphes, tout chemin de différence minimal reliant les
extrémités d’une aréte neutre fixée est une consécutivité changeante.

Dans une classe d’identité entre deux relations binaires (<3)-hypomorphes,
le chemin d’identité minimal reliant les extrémités d’une aréte neutre fixée
est une presque-consécutivité non changeante.

Preuve. Raisonnons par I’absurde. Soit, dans une (R,R’)-classe de différence,
[x,y] une paire neutre et [x,x1,x2,...,xn-2=yl,xn-1=y| un (R,R’)-chemin de
différence minimal reliant x & y qui ne serait pas une consécutivité et qui
serait donc de longueur >3. Si [x1,...,y] n’est pas une consécutivité alors,
par minimalité, [x1,y] est orientée, et par hypomorphie sur {x,x1,y}, dans
un sens faisant de [x,x1,y] une consécutivité changeante -contraire aux hy-
potheses de départ. De méme [x,x1,...,y1] est une consécutivité changeante
et donc tout le chemin [x,x1,x2,...,yl,y] est une presque-
consécutivité. La <3-hypomorphie entre R et R’ sur {x,x1,y} montre que
[y,x1] est de méme nature que [y,x] et le méme raisonnement sur {y,yl,x}
montre que [x,yl] est de méme nature que [y,x] et du coup [x,x1,...,y1] est
une vraie consécutivité.

La deuxieme partie de ’énoncé est duale de la premiere sans qu’on
puisse démontrer que le chemin est une vraie consécutivité.
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Lemme 3. Une classe de (R,R’)-différence infinie n’est formée que d’une
seule classe d’identité des que R et R’ sont (<3,w,w™*,Q,Q%)-hypomorphes.

Preuve. Une classe de différence infinie contient une chaine infinie C
(lemme 1) de type par exemple w. Laquelle contient une partie infinie
d’une classe d’identité infinie obtenue en prenant un x0 puis un x1>x0
mod R et R’ puis un x2>x1 mod R et R’.

S'il existe plusieurs (R,R’)-classes d’identité, alors, ces classes d’identité
étant des presque-intervalles I'une d’elles contient un presque-intervalle in-
fini I de R-type w de C, et sa réunion IU{x} avec un singleton {x} bien
choisi de la classe de différence (le premier apres la sortie d’'un chemin de
différence hors de la classe d’identité) donne un ensemble de R-type w et
de R’-type w+1 (ou le contraire).

Lemme 4. Soit R et R’ deux relations binaires <3-hypomorphes dont la
base n’est formée que d’une seule classe de différence. Toute (R,R’)-classe
d’identité est alors un tournoi.

Preuve. Considérons, parmi toutes les arétes neutres, supposées exister,
et tous les chemins d’identité reliant les extrémités de ces arétes neutres,
un chemin de longueur minimum. Soit [x,y] aréte et [x,x1,x2,....y] le
chemin avec par exemple x<x1 mod R et R’. [x1,y] ne peut, par argument
de minimalité, étre neutre. Les pics étant interdits on doit avoir x1<y mod
R et mod R’. Le chemin d’identité est donc une consécutivité formée de
deux arétes. Considérons maintenant un chemin de différence de longueur
minimum parmi tous ceux reliant les extrémités d’une consécutivité non
changeante formée de deux arétes. A son tour ce chemin va étre formé
d’une consécutivité changeante [x,x’,y]. Si [x’,x1] est neutre, ’ensemble
{x,x’,x1} formera un pic modulo R ou modulo R’ ce qui est interdit ; et si
[x,x1] est orientée un des ensembles {x’,x1,x} ou {y,x’,x1} formera un cycle
modulo une des relations R ou R’ et pas modulo 'autre.

Une relation binaire est dite fortement connexe si pour tous x et y
de cette relation il existe un chemin monotone allant de x a y, formé de
fleches orientées dans le sens du chemin. Il va de soi que, dans un tournoi,
I’ensemble des sommets d’un pavage est fortement connexe.

La forte connexité d'un tournoi R est préservée par (<3/2)-hypomorphie:
prendre un R-chemin monotone minimal [x,x1,x2,...], [x,x1,x2] est un cy-
cle globalement conservé par <3/2-hypomorphie et donc [x,x1,x2,...] ou
[x,x2,...] est un R’-chemin monotone si R’ est <3/2-hypomorphe a R.
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Un pavage P est dit maximal si ’ensemble des arétes de ce pavage ne
peut étre prolongé par un pavage P’ contenant en plus d’autres sommets
que ceux déja dans P.

Lemme 5. Si C est un pavage maximal d’un tournoi R, ’ensemble de ses
sommets est un R-intervalle.

Preuve. Soit a un élément extérieur a C et [x,y,z] un cycle du pavage.
Supposons par exemple x<y, y<z, z<x et a<x. Si on avait y<a le pavage
pourrait étre prolongé par le cycle [c,y,a] et contenir a. De proche en proche
I’énoncé est démontré.

Lemme 6. (avec Gérard Lopez) Soit R est un tournoi fortement connexe,
tout intervalle propre est proprement inclus dans ’ensemble des sommets
d’un pavage.

Preuve. Soit C un intervalle propre. X I’ensemble des minorants de C, Y
I’ensemble des majorants de C. R étant fortement connexe X et Y doivent
étre non vides. Il doit aussi exister un x de X et un y de Y tels que y<x.
Les cycles [c,x,y] engendrent donc, quand ¢ parcourt C, un pavage dont
lensemble des sommets CU{x,y} contient proprement C.

Corollaire 1. Un tournoi sans diamant qui n’est pas une chaine est
pavable.

Preuve. Un pavage maximal est un intervalle, qui s’il est propre doit étre
sans 3-cycle - absurde.

Proposition 2.  Un tournoi T est fortement connexe si et seulement
si tout intervalle propre de T est proprement inclus dans ’ensemble des
sommets d’un pavage.

Preuve. La preuve de la condition nécessaire est fournie par le lemme 6.
Démontrons la condition suffisante par contraposition. Supposons que T
est non fortement connexe et soit C une composante fortement connexe de
T. Comme tout pavage est fortement connexe et comme toute partie X de
sommets incluant proprement C n’est pas fortement connexe alors X n’est
pas ’ensemble des sommets d’un pavage. Ainsi C est un intervalle propre
qui n’est inclus proprement dans aucun pavage.

En particulier un tournoi fortement connexe fini est pavable.
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L’exemple suivant est classique. R est construite ainsi : elle ne differe
de (Z,<), que par les relations n<-n (quand n parcourt N-{0}). La relation
R bien que fortement connexe n’est pas pavable car infinie.

Associons a R une relation R’ obtenue a partir de R en inversant les cy-
cles {0,-n,n} o n est pair ainsi que les cycles dont 'inversion est nécessaire
pour maintenir la (<3)-hypomorphie. Sur | Z |, R'(x,y) est donc défini ainsi
: sl x et y négatifs ou nuls et x<y mod Z alors R’ vaut (-) si x est pair et
(+) si x est impair. Si x et y sont positifs ou nuls on pose R’(x,y)=R’(-y,-
x). Si x<0<y mod Z et si sup(|x|,|y|) est pair alors R’ vaut I'inverse de R
aussi bien pour (x,y) que pour (y,x). Si x<0<y mod Z et si sup(|x|,|y|) est
impair alors R’ vaut comme R aussi bien pour (x,y) que pour (y,x). Alors
la base n’est formée que d’une seule classe de (R,R’)-différence et une seule
classe de (R,R’)-identité sans étre un dilaté de chaine car R et R’ ne sont
pas (w,w*)-hypomorphes (voir ce que dit le lemme 8).

Cet exemple montre que dans la these de Boussairi ([8]) p.4 prop. 3.1.3
I’hypotheses (tacite) de finitude ne doit pas étre omise sans quoi 1’énoncé
est inexact.

Dans un tournoi introduisons la relation x~ y signifiant (il s’agit d’une
notation locale) qu’il existe une suite C1,C2,...,Cp de 3-cycles, chacun
adjacent a un précédent par une aréte, telle que x est une aréte de Clet
y une aréte de Cp. Cette relation ~ est transitive : si x~ y et y~ z
la réunion des sommets des cycles allant de x a y et des cycles allant de
y & z est un tournoi évidemment fortement connexe et fini donc pavable;
I’exemple précédent n’est formé que d’une seule ~ -classe. Néanmoins la
réunion des arétes de deux pavages n’est pas nécessairement un pavage ni
méme incluse (en tant qu’ensemble d’arétes) dans un pavage, simplement
la réunion des sommets, si elle est finie, est pavable. On peut se demander
ce qui se passe dans le cas ou cette réunion est infinie.

Lemme 7. Un tournoi fortement connexe ne peut étre une classe de
(R,R’)-différence et une classe de (R,R’)-identité pour un R’ (<3,w,w*)-
hypomorphe a R.

Preuve. Raisonnons par ’absurde et partons d’un 3-cycle du tournoi. Ce
cycle est contenu dans un pavage maximal P, par exemple non changeant,
supposé ne pas contenir tous les sommets. L’ensemble C de ses sommets
constituent donc un intervalle propre non trivial qui ne peut étre inclus dans
une (R,R’)-classe de différence que si C possede un majorant ou minorant
changeant m qui, par construction du pavage (par des 3-cycles), est en
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dehors de I'ensemble C des sommets couverts par le pavage. Soit ¢ un
élément de C, supposons par exemple que m est majorant (changeant) de
tout C. Comme au lemme 6 on prouve donc ’existence d’'un pavage, cette
fois-ci changeant, dont I’ensemble des sommets contient CU{m}. Ce dernier
pavage est contenu dans un pavage maximal P’ avec lequel nous reprenons le
méme raisonnement qu’avec P : [a,m] est changeante et le pavage P’ ne peut
étre dans une méme classe d’identité que si existe hors de CU{m} un m’
qui est minorant ou majorant non changeant de ’ensemble C’ des sommets
couverts par P’, [a,m’] sera alors non changeante. Mais a ’étape suivante
apparaitra un m tel que [a,m] sera de nouveau changeante. On termine en
constatant que dans le graphe de différence a est de degré infini ce qui est
contraire a la finitude locale imposée par la (<3,w,w*)-hypomorphie.

Lemme 8. Soit R et R’ deux relations binaires (<3,w,w*)-hypomorphes
ne formant qu’une classe d’identité et une classe de différence. R est dilaté
d’une chaine de cardinal >3.

Preuve. Les lemmes 1 a 7 montrent que R ne peut étre fortement con-
nexe. On voit facilement que chaque composante fortement connexe est
un intervalle. Le quotient est donc une chaine. On voit facilement qu’une
chaine de cardinal <3 ne peut étre une classe de <3-différence et une classe
de <3-identité.

On conclut

Théoréme 1. Toute classe de (<3,w,w* ,Q,Q%)-hypomorphie infinie est
dilatée de chaine infinie de type w, w* ou w*+w par des tournois finis.
Preuve. L’application du lemme 3 montre que cette classe d’hypomorphie
est une classe de différence et une classe d’identité. Elle est donc d’apres le
lemme 8 une dilatée de chaine. Si celle-ci était finie une des composantes
serait infinie et contiendrait par exemple une chaine de type w. Mais alors,
si ce n’est pas la derniére composante (i.e. la plus grande), apparaftrait
w-+1 dans la classe, ce qui est interdit. Le cas ou la composante est la
derniere se traite directement avec facilité.

La réciproque est immédiate grace a la technique de la guirlande ([20]
p482-483 ): on appelle guirlande la donnée de R et du graphe de différence
S de deux relations R et R’ qui sont (<3,w,w™,2,2%)-hypomorphes de type
w, w* ou w*+w, dont la base n’est formée que d’une seule (R,R’)-classe de
différence. Une classe de (<3,w,w*,Q,Q2*)-hypomorphie peuvent effective-
ment étre de type w ou w* ou w*+w. L’exemple extrait de [20] (p482-483),
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I'illustre: R est la chaine des entiers naturels muni de 'ordre habituel, R’
est le méme ordre avec les inversions 0>1, 0>3 puis translation itérée de 2
soit 1<3<0<h< 2<7<4 <9 <6 <11 <8<....

Tout dilaté de chaine infinie de type w, w* ou w*+w par des tournois
finis, est une classe de (<3,w,w™*,Q,Q*)-hypomorphie.

Grace a [23] on conclut avec une hypothese de réflexivité par exemple:
Théoréme 4. Les classes de (<3,w,w*,Q,Q2%)-hypomorphie sont les rela-
tions infinies dilatées de chaine infinie de type w, w* ou w*+w par des
tournois finis, et les relations finies connexes sans pics ni interdits rauziens.
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